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GENELLESMIS FONKSiYONLAR VE SOBOLEV UZAYLARI
Arzu Dogan Akgil

Anahtar Kelimeler:Genellesmig Fonksiyonlar,Sobolev Uzaylari,Fourier Déniigiimleri,
Gomme Teoremleri

Ozet:Bu galigmada, éncelikle genellesmis fonksiyonlar uzay1 ve Gzellikleri aragtirilmistir.
Daha sonra L,(R)’den olan fonksiyonlarjhuzla azalan sonsuz piiriizsiz fonksiyonlar ve
L, (R) ’den olan fonksiyonlar i¢in Fourier déniisiimleri ve 6zellikleri incelenmistir. Ardindan,
Sobolev uzaylan ve ézelliklerinden bahsedilmigtir. R™’de tanimlanmug fonksiyonlar igin
gémme teoremleri anlatilmigtir. Bu uzaylar i¢in gomme teoremlerinin ispatmda Fourier
déniisiimleri yontemi kullamlmig ve bu teoremler kolaylikla ispatlanmagtir.



GENERALIZED FUNCTIONS AND IMBEEDING THEOREMS
Arzu Dogan Akgiil

Keywords: Generalized Functions,Sobolev Spaces,Fourier Transformations, Imbeeding
Theorems

Abstract:In this study,as a first step generalized functions space and propeties are
investigated. Afterwards, Fourier transformations and properties are investigated for functions
originated from L,(R) and L,(R) and rapidly descreasing infinitive smooth functions.
After that, Sobolev spaces and properties are discussed. Imbeeding theorems are explained for
being defined functions in R" . Fourier transformations method is used in proved of imbeeding
theorems and this theorems are easily poved.



ONSOZ VE TESEKKURLER

Ginimizde kismi tirevli diferansiyel denklemler teorisi ve bununla ilgili analiz
problemlerinin ¢oziilmesinde fonksiyonel yontem kullamlmaktadir.

Bana bu konuda c¢aligma olanag veren damgmanim saym Dog¢. Dr. Akif
Abbasov’a,yardimlarim gordiiiim saymn Mat. Ar. Gor. Tibet Akyiirek’e (K.O.U. Fen.
Ed. Fak.), Fiz. Ar.Gor. sayin Esma Bulug ‘a (K.0.U. Fen Bil. Enst.) ve her zaman
bana destek olan aileme ve esim Elek. Miih. Hasan Akgiil’e tesekkiirlerimi sunarim.
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BOLUM 1 GIiRiS

Kismi turevli diferansiyel denklemler teorisi ve onunla ilgili analiz problemlerinin
¢oziilmesinde fonksiyonel yontem daha etkilidir. Diferansiyel denklemler igin smir
problemlerinde bu yontemin anlam;, simr kogullan ile birlikte diferansiyel denklemin
Ozel olarak se¢ilmiy bir fonksiyonel uzayda tanimlanmig bir operatérle denklestirilmesi
ve gereken bilgilerin bu operatoriin 6zelliklerinden bulunmasidir, Bundan dolayt
diferansiyel denklemin g¢6ziilmesi fonksiyonel uzayin segilmesine bagimhdir. Bu
yontemin ¢ok katkili olmasi, 30’lu yillarda §. L. Sobolev tarafindan poliharmonik
denklemlerin ¢oziilmesinde kendini gostermisti. Bu ¢aligmalarda A  operatorii ile ilgili
W, (Q) uzayr tammlamrdi. Sobolev uzay:, ¢{ mertebeye kadar tim tirevleri p
mertebeden integrallenebilen (Qda) fonksiyonlardan olusur. Daha sonra bu uzaylar
bagimsiz olarak aragtinlmig ve ilk gémme teoremleri Sobolev tarafindan ispatlanmgtir.
Gomme teoremlerini ispat ederken Sobolev, yiiksek mertebeli tiirevlerin yardimu ile
fonksiyonlan integral ile ifade yontemini kullanmigtir.

Sonraki yillarda W, (Q) uzaymndan olan fonksiyonlarin n sayisindan (Q < R®) kiigiik
boyutlu manifoldlaninda izlerinin aragtinlmas: igin W,° () uzaylan ¢ nin Kkesir
degerlerine genigletilmigtir (S. M. Nikolsky, L. N. Slobodeskiy, Gelyardo v.s.). Bu

genigletme Slobodeskiy tarafindan poliharmonik denklemler igin I siir probleminin
¢oziilebilmesi igin gerekli yeterli kogullanin bulunmasinda uygulanmugt1.

W,° (Q) uzayindan olan fonksiyonlarda tiim argiimanlar aym kogullan saglarlar.
Bundan dolay: onlar eliptik tip denklemlerin ¢oziilmesinde etkilidirler, fakat eliptik
olmayan, 6rnegin parabolik tip denklemlerin ¢6zilmesinde uygulanamazlar. Bundan

dolay1, dogal olarak W, (Q) uzaylan Wi (Q) = W,Ep (Q) uzaylanna genigletildi.

Xy ymXpsP



Bu uzaylar 6yle fonksiyonlardan olusurlar ki, onlarin x; ye gore £ mertebesine kadar
tium kismi tirevleri Q bolgesinde p mertebeden integrallenebilirler (4 ler kesir de
olabilirler). Bu uzaylan kullanmakla bir ¢ok eliptik denklemler ¢oziilmiistiir.

Sonralar L. Hermander , bu konuyu geligtirmis ve yeni H' uzaylan tammlamugtir. Ozel
durumda bu uzaylar, Sobolev uzaylandir (H=W,(Q)). Bu uzaylar i¢in gomme

teoremlerinin ispatinda (6nce Q = R™ oldugunda) Fourier donigiimleri yontemi siki

51
kullamlmig ve bu teoremler kolayca ispatlanmustir. Bu durumda, W2 (R®) uzay1 dyle

u(x) fonksiyonlarindan olugur ki, onlanin  Fourier déniigiimii ,
(1+2 &)

=1
agirhg ile integrallenebilen fonksiyon olur. Bu ise,

o), W, (R*)

ol {035 (Wt

esitliginin  dofrulugu demektir. Q=R”halinde, W'(C) uzaylan igin gomme
teoremleri Fourier doniigiimlerini kullanarak kolaylikla ispatlanir. Q 6zel tipli sirh
bolge oldugunda ise W, (€2) uzayindan olan fonksiyonlar, W, , (R") uzayindan olan
fonksiyonlara (normlan saklanmak sart1 ile) stirekli doniistimiin yardinu ile genigletilir
ve boylece W, , (QQ) uzay: W, , (R") uzayindan olan tiim fonksiyonlarin Q bolgesine
daralmiglarindan olusan uzayla denklestirilebilir.

Buraya kadar ancak adi fonksiyonlardan olusmus uzaylar so6z konusu oldu ancak
diferansiyel denklemler teorisinde genellegsmis fonksiyonlar uzay: da kullanilir. Boyle

uzaylara 6rnek olarak W,(Q) uzaymn dual uzayim verebiliriz. Bu tiir uzaylarn

ozellikleri ve onlar igin gomme teoremlerinin dnemi biyiktir.

Bu ¢alismanin birinci boliimiinde genellesmis fonksiyonlar ve onlarin 6zellikleri, ikinci

bolimde yavag artimh genel fonksiyonlar ve onlarla ilgili Fourier dénigiimleri ve



ozellikleri, tgiincii bolimde ise Sobolev uzaylan , onlarin 6zellikleri ve gémme

teoremleri aragtinlmgtir.



BOLUM 2 GENELLESMIS FONKSIYONLAR

2.1. Temel Fonksiyonlar ve Ozellikleri

Tanmm 2.1 : R" de tanimlanmig ve
1) o € C°(R")
2) 3r>0, Vx e R" \ U igin (x) = 0

kosullarim saglayan ¢ fonksiyonuna Finit Fonksiyon denir. Burada

U, = {x eR"||x| < r} , r yangaph agik kiire ,

172

x| = (x} +x} +x3+.4x2)" , R" uzayinda normdur.

Tanmm 2.2 : supp o={x € R“[(p(x) # 0} c U, kiimesine ¢ fonksiyonunun tagtyicisi

denir. Burada D ile R" de finit fonksiyonlar kiimesi gosterilir.

D(R")=D={¢p €C* (R") | Ir(p) > 0, Vx € R" \U; i¢in @(x)=0}

BuradaD nin lineerligi agiktir. Finit fonksiyona 6rnek olarak,



-&

R I <e

0 H=e

@(X)= <C,€

fonksiyonu verilebilir. Bu fonksiyona sapka fonksiyonu denir.
Tanmm 2.3 : {@i} dizisi D(R") kiimesinde bir diz olsun.
1) 3 >0, Vk , supporc U;

2) Vo eD Vo= (a,0dz, .. ) € R"igin ®%x 3D% ,k >

kosullart saglandiginda {¢x} ya D de ¢ ye yakinsayan dizi denir.

Burada @°¢x 5 D",k > , {® %} dizisinin (k sonsuza giderken) ® “¢

fonksiyonuna tiim R" de diizgiin yakinsamasdir.

— la|=a,,...,a, dir
ok, .o, .... 0K,

Tamm 2.4: Tamm 2.3. de verilen yakinsakhkla birlikte lineer D kiimesine temel
fonksiyonlar uzayi denir.

Lemma 2.1: ¢ € C” (R") fonksiyonunun D kiimesinden olmas: i¢in gerek ve yeter

kosul, supp ¢ kiimesinin simrl olmasidir.

Lemma 2.2: ®°®:D—>D Diferansiyel operator siireklidir.

ispat: {¢i} D kiimesinde bir dizi olmak iizere, ¢, - @, k-, D uzaymnda
oldugu kabul edilir. Tamm 1.3 e gore;



1) IR>0, V k igin suppor < U,

2) Vo eRigin, ® % 3 D%, k > o (R*’ de) dir.

Bu nedenle,
1) supp D o U

2) ou(x) =0, Vx € R"\ U, oldugu bilindigine gore, V B i¢in P 20, k » 0 D de
Buradan, @ “[@ *(ou(x)= © *®(ou(x))] 30, k > © Dde

sonucu elde edilir ki bu da, diferansiyel operatériin D den D ye siirekli bir operator
olmasi demektir.

Lemma 2.3. ¢ € D(R"), JA| #0 olmak tizere A: R* —> R" lineer operator olsun

Keyfib € R" igin ¢ (Ax+b) fonksiyonu D(R") ye aittir.
ispat :1) ¢ € C*(R™), Ax+b € C*(R") ise ¢ (Ax+b) € C°(R")
2) ¢ (AX+b) nin finit fonksiyon oldugunu gosterelim. Bunun i¢in aksi kabul edilir :

¢ (Ax+b) finit olmasm yani V n e N 3lx,|=n ,¢ (Ax.tb)#0 oldugu kabul edilsin
Tamm 1.1. e gore 31>0, V {x] > r, o(x) = 0 dir. ¢ (Ax,+b) #0 ise [Ax, +b] <r
olur. Buradan,

- <

eide edilir. Bu esitsizlik iki durumda incelenir :
D a2l s Iax-Bl<r

olur ve buradan ,

A% < +[o}



esitsizligi elde edilir.

1
el <qap il

burada son esitsizlik kullanilirsa,
1
X, | <7 (r +ibl)
Il < gy e+ o
elde edilir. Bu ise, lim [%.]|=0 kosulu ile geligir

b)||Ax,|<b ise ve bu esitsizlik

< b
. ] < [A] "Axn”
esitsizliginde kullanilirsa
< _1_
"xn" “1a] i)

esitsizligi elde edilir . Bu ise lim x4 [|=cc kosulu ile gelisir Bu geligkiler, 6nermenin

iddiasimn dogru oldugunu gosterir. Bu nedenle ¢ (Axt+b) fonksiyonu finit
fonksiyondur.

Lemma 2.4: ¢ €D(R"), a(x) €¢C"(R") ve A: R* — R" lineer operatér olsun.
Burada det A # 0 dur.

a) o(x) > a(x) o(x) ve
b) (x) > ¢ (Axtb) ,b €R"” p(Ax+b)

iglemleri D den D ye lineer ve siireklidirler. det A ile, A lineer operatériniin
determinant: g6sterilmektedir.



ispat:a) Ispati agiktir.
b) £ DD ile ¢(x) >¢(Axtb)

doniisimii gosterilsin. f lineer operatér oldufu agiktir.  Siirekliligi igin, sifirda sirekli
oldugunu gostermek yeterlidir.

{Qn} dizisi, D finit fonksiyonlar uzaymmda sifira yaklasan bir dizi olsun. D uzaymda
yakinsaklik tammindan , {@.} dizisi igin

1)3Ir>0Vne N, supp .U

2)VaeR" igin 2%, 3 0 , n—>igin R*

kosullan saglamr. Bu kogullann {@.(Axtb)} e D dizisi i¢in saglandif gosterilir:
1) ¢ (Ax+b) fonksiyonu finit fonksiyon oldugu i¢in ,

supp Qa.(Ax+b) € U;

elde edilir.

2) Ozel olarak a=1 igin,

D [ @u(axtb) 1= a(x) D [pu(ax+b)] 30 ( {@a} dizisinin D uzayinda yakmnsakhgmn

ikinci kosulundan.) Buradan,
¢z > 0,n—>0 , Ddeise Rp,)) >0,n>o , Dde

sonucu bulunur. Béylece f nin siirekli bir dénigiim oldugu ispatlanmg olur.
1 X
Lemma 2.5: o, (X) =—8—; 0)1(; )

ispat : Bilindigi gibi



-8

@x(x) = {c ] <e

0 x|z &

Burada ¢ > 0 dyle segilir ki, st(x)dx=1 olsun.
Rﬂ

. 2
o
ce ' <1
0)1(-)-8(-)=< 1 &
0 ,"121
{ £

esitliginin dogru oldugunu gostermek yeterlidir.

fo,xix=1, 0<e <1
Rn

J¢. >0 oyle ki

jc exp( 2)dx =

IlX||
esitliginden, c,” gekilirse,
= oo

esitligi elde edilir.

@)= [aenTp n”d"_



Buradan, ¢;” gekilirse

o= [t

elde edilir. Burada X‘;% doniigiimii yapilirsa ,

||x||<1=>“§ﬂ<1 S Je<s

elde edilir.

E=xg = df =edx=> dx=¢"d¢

= j exp( _)dg=e" j P

IIXH Iléll

forp(—=% _ydx=c.”
o &= “‘ﬂlz
oldugu bilindifine gore,
-i___an -1 n 1
€ =8 C = CITECD c8=E;c1
esitlifi elde edilir. Bu ise,
1
0u (x) = oi( =)
€ €

esitliginin dogrulugunu gosterir.

G, R" de acik ve baglantih boige olmak iizere D(G) uzay,

D(G)~{V9eD(R")| suppocG}

10



ile gosterilir. D(G) nin lineer bir kime ve D(G) c D(R") oldugu agiktir.

Lemma 2.6.: Keyfi G bolgesi ve keyfi € > 0 igin 0< n(x) <1 olacak sekilde dyle bir
n(x)eC”(R") fonksiyonu vardir kixeG, igin n(x)=1; x¢Gs.. igin n(x)=0 kosullan
saglanir. Burada G , € yangaph kireyi Gs. , 3.6 yangaph kiireyi gostermektedir.

ispat : x (x), G.. bolgesinin karakteristik fonksiyonu olsun.

)= LxeG,,
ARI= 0,xeG,,

Bu durumda,

()= | 2o (x - y)dy

fonksiyonunun aramlan fonksiyon oldufu gosterilmelidir. 7 (x) fonksiyonunun
dzelliginden

N = [, (x-y)dy

Gz.z

esitligi elde edilir, ©,(x—y) fonksiyonu sonsuz pirizsiz olduu igin n(x)
fonksiyonu da sonsuz piiriizsiizdiir. Bilindigi gibi @, fonksiyonu,

VEEU. igin 0(£)20, suppas=Us ve [0, (=1
Rn
Ozelliklerine sahiptir.

0<n®)= [o,x-ydy= [o,G-0dy-x= [0,@ds [0, dE=1

Gy Gy Gys (x)

Buradan, 0<n(x) <1 sonucu bulunur.

11



U(xe) , R" de x merkezli , € yarigaph bir agik kiime olmak iizere, y 2U(x,¢) olsun.
Bu halde |y~ x|>¢& olur. @, fonksiyonunun tanmina gore, @ (x-y) = 0 elde edilir.
Bu durumda ,

nx) = [xy)e.(x-y)dy

U(x.e)
elde edilir, Burada, iki farkh durum incelenmelidir:
1. Durum:

X € G,y € U(x;8) ise, y € Gy, olur ve Gy alaminda %(y) = 1 olur.

= fo,x-ydy= [0, (y-0dx-y)= [0 E)dE=1

U(x2) U(x.5) U(x.e)
Buradan da n(x)=1 esitligi elde edilir.
2. Durum:
x¢ Gy, vey e Ux,e)ise Jx—y| <s

y & Ga ise %(y) = 0 dir. Bu durumda

M= [2(9).0,(x~y)dy=0dr.

U(x,s)

Sonug¢2.1:G bolgesi smurh ve G’ © G olsun. Bu durumda Vx € Gigin 0<s n(x) < 1;
Vx e G' igin n(x) =0 kosullann saglayan bir n € D(G) fonksiyonu vardir.

Lemma 2.7 : D(G) = L,(G)
Yani D(G) uzay, LXG) uzayinda her yerde yogundur.

Ispat : £ € LG) olsun. V & > 0 igin Lebesgue integralinin mutlak siirekliliginden,
3G’ ¢ G sirh alt bolgesi vardir ki, bu bolgede

12



[IEGof ax < % 2.1

G'/G

esitsizlifi vardir. Polinomlar kiimesi L,(G) uzayinda her yerde yogun oldugu igin 6yle
bir p(x) polinomu vardir ki,

2
[l - peofdx < -""5— 2.2)
2
Yine mutlak stireklilige gore,3G” ¢ G’ s alt bolgesi vardir ki,

[IpGofdx <% @2.3)

(Y

neD(G’ ) oldugu kabul edilsin. Sonuca gére xe G’ igin n(x)=1 ; xe G" igin n(x)=0

kosullanm saglayan bir n € D(G’) fonksiyonu mevcuttur. .Bu durumda n(x)p(x)
carpim sonsuz piriizsiizdir.

| I, > L2(G) uzaymda norm olmak iizere
"f(X) 7). p(x)";(G) - Ilf(x) - n(x). p(x){zdx

(2.1) ve (2.2) esitsizliklerinden,

660 - 7)., o, = [1£G0 - m)-pCf dx+ [l dx <+ j [£Gx) - n(x).p(x)[* dx

@ G/G'

% + {100 - mx). p(x)f* dx < % +2. [|f(x) - p()| dx + 2. f |p(x) - 7(x). p(x)|* dx

13



[0 ~ 7). pf; o, < f; +2, fs- +2, ! Ip(x) - 7(x). p(x)f dx

< 3.-‘?5- +2. [lpe* - n) dx+2 flpG - e dx 2.4

o/G”

xe G" iginn(x)=0vex e G’ iginn(x)=1 kosullan (2.4) de uygulamrsa,

[lGof 1~ n(x)| dx = [IpCof dx

[lpeof* - (ol ax =0

G' /Gu

son iki esitlik (2.4) de yerine yazilirsa,

2 2 3
66 = nC)-p (X)IIL(G) = 3’% i I G dx < 3‘% - 2.% =g’
&

G0 - n)-pGN; ) < &

elde edilir, Son esitsizlik, D(G) uzayimn Ly(G) uzayinda her yerde yogun oldugunun
ispatadr.

2.2.Genellesmis Fonksiyonlar Uzay:

Tamm 2.5. Temel fonksiyonlar uzayinda tammlanmg her bir siirekli lineer

fonksiyonele, genellesmis fonksiyon denir }" ,é,... ile goserilir. D’=D’'(R"), tiim
genéllesmis fonksiyonlar uzayidir.

Vf,g €D’V ¢y, g2 € D icin
(f+g,0)=(f,9)*+(g.0)

14



Of.0)=ME,0) Ve
esitlikleri ile tammlandifinda D’ uzayimn lineer bir uzay oldugu agiktr.

Tamm.2.6: D’ uzaymnda yakinsaklik, fonksiyonellerin zayif yakinsakhfidir. Bunun

anlamu, {f1} , D’ uzayinda bir dizi vef e D’ olmak izere.

fr >0, koo D' de < Vo € Digin (fi,0) - (f,0) k> D’ de

Tamum.2,7: Lincer D’ kiimesine, Tamim (2.6.) da belirlenen yakinsakhikla birlikte
genellesmis fonksiyonlar uzay: denir.

2.3.D' uzaymmn tamhs:

Teorem 2.1: {f} D' uzayinda bir dizi ve Vo €D igin (fy ,0) sayilar dizisinin ise
D’ uzayinda yakinsak oldugu kabul edilsin. Bu durumda

(tv“,tp)ﬂi_{g(h,w) 0D

olarak belirlenen \f/‘ fonksiyoneli, D’ uzayma aittir.

ispat: 1. % nm lineerlii agiktir. V @, € Digin

(F 008y )=lim (FootBy Falim (Lo lim (fu,y )=o(f 0)+B(F,¥)
2.f fonksiyonelinin D uzayinda sirekliligi:

{o.} , D uzayinda bir dizi ve ¢, 50 v—> o D de olsun. (t\(,(p,, ) >0 vo>®
(D’ de) oldugu ispatlanmalidir. Ispat igin aksi kabul edilir:

15



Ja>0,aeR,Vvign l(f,év), > 230V v,

(f,9.)=lim (fu.ov)
oldugundan Ik, igin

(6022

elde edilir. Bu ise asefadaki lemmaya gore miimkin degildir. Bulunan geliski, f mn
sitrekli bir fonksiyonel oldugunu gosterir.

Lemma 2.8: {\tl' i} € D’ dizisinin Teorem 2.1. deki kosullan safladig: kabul edilsin.
Ayrica {¢«} , D uzaynda sifira yaklasan bir dizi olsun. Bu durumda,

(fr,99 >0 k>o D' de
Teorem 2.2: D’ uzay tam uzaydir.

fspat : Tambgin tammna gore belirlenmis topolojide keyfi temel dizi yakinsak
olmahdir.

{4} D’ bir Cauchy dizisi olsun. ,Cauchy dizisinin tammia gore V/ & > Oigin

v

IneN,Vk,1 = n igin (£, £,,0) <& veya (f, ~ f,,0) > 0 kl > dur.

Belirtilmis ¢ € D igin {(;‘ k-\il' 1,0)}, sayilardan olusmus Cauchy dizisidir. R! tam uzay

oldugundan ll‘ij&(%k:q)) vardir ve ;i_{g(;‘k,q)) =(¥,‘P) dur.
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2.4.Genellesmis fonksiyonun tagiyicisy

Genellesmig fonksiyonlar genellikle noktada degere sahip degildirler. Fakat
genellesmig fonksiyonlar, belli bir alanda sifir olabilirler.

Tamm 2.8:V f ¢ D' olsun. V ¢ € D(G) igin £ (0) = (f,0) =0. ise G kiimesinde

f=0 denir ve VxeG igin f (x) =0 seklinde yazilir.

Tamum 2.9 :G kiimesinde V ¢ € D(G) igin (f,0) = (2,0) saflandiginda £ = g

denir.

Lemma 2.9, : f genel fonksiyonunun G kiimesinde sifir olmas: igin gerekli ve yeterli

kogul, %" nin G kiimesinin her noktasimn komsgulugunda sifir olmasidar.

fspat :,Vo € D(G) igin, (f ,0)=0 olsun. Gerekliliin ispat: i¢in, VxeG igin U(xg), x
in bir komgulugu olmak iizere, V @ € D(U(x,8)) igin (f ,0)=0 oldugu gosterilmelidir.
G kiimesi agik kiime oldugundan, U(x,e) < G ve bundan dolay: D(U(x,e)) < D(G) dur.
Kogula gore Vo € D(G) igin (il‘ ,0) =0 oldugundan V ¢ € D(U(x,g)) igin (;‘ ,0)=0
sonucu bulunur.

Yeterliligin ispat1 i¢in f fonksiyoneli, G kiimesinin her noktasinin komsulugunda sifir

olsun. Bu durumda, f fonksiyonelinin G nin her bir noktasinin komsulugunda sifir
oldugu ispatlanmahdir

Vo € D(G) olsun. D(G) nin tammimdan, supp ¢ < G dir. supp ¢ kompakt bir
kiimedir ve kompaktlifin tamimina gore, supp ¢ kiimesinin her agik Ortiisiiniin sonlu
bir alt ortiisii vardir. Bu durumda, U(x,i) , k=1,...N, x merkezli r, yangaph agik

olmak iizere, suppecU(xy,fi) ve supp ¢ C OU(xk,rk) elde edilir. Kogula gore,
k=1

17



Ve DU igin (£,0) = 0 dir.

1 <r igin suppp < |JU(x,,r;) oldugu kabul edilsin. Lemma (2.6.) ya gore,

k=1
VxeUx,r)igin h(x)=1
Vxe U, 1) igin h(x)=0

olacak sekilde bir h(x) temel fonksiyonu segilebilir. Burada h(x) ve o(x)
fonksiyonlars,

h(e) = ghk(x) @5)
_ o()h, ()
ouf) = TN (2.6)

esithikleri ile belirlenmitir. V k igin by(x) = 1, x € U(xe, 1) ve supp @ & | JU(x,, )
k=1

oldugundan h(x)= > h,(x) # 0 dir.
k=1

Vx e U,y )igin h(x)=1 oldugu igin,h(x)> 1 olur. Hipoteze gore, V k=1,....N
ve Vou(x) € D(U(x,1v)) igin

(f,04x) =0 dur. @.7)

Bu durumda, o(x) € D ise ¢(x) € C* dur. Buradan, %((%3— e C* elde edilir.

2.6.kosulundan

@(x). hi(x) = gu(x). h(x)

elde edilir. Bu esitlikte toplama gegilirse,
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ihk(X)-w(X) = i_mk(X).h(X) (28)
elde edilir.2.5.egitligi, 2.8. esitliinde kullamlirsa,

0@~ Y 09

=Y 0x) 2.9)

f . D’ uzaynda lineer fonksiyonel oldugundan (2.9) esitligi,

(¥ :(p) = i (\fl‘ﬂ(pk(x))
k=1

seklinde yazlabilir. (2.7). koguluna gore, (Iv ,fn'_‘ 0,(x)) = 0  dir. Buradan,

k=1

(F ,0)=0,¥ ¢ & D(G) elde edilir.

;' genel fonksiyonunun sifir oldugu civarlann birlegimi G; ile gosterilir. Agik

kiimelerin keyfi birlesimleri agik oldugundan G; da agik kiimedir.

Tamm 2.10: R*\G kiimesine )\tl' genellesmis fonksiyonunun tagyicist denir ve
3

v

supp;‘ =R"\G¥ ile gosterilir. supp f kapah kiimedir. Eger supp f smurhi ise f

genellegmis fonksiyonu finit genellegmis fonksiyon olarak adlandirthr. Bu nedenle

Df(@)0.,0eD=>suppoc G = suppfrsuppp =g ;

2) supp? dyle noktalardan kurulmugtur ki, keyfi noktann keyfi civannda £ 0
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2.5.Regiiler genellesmis fonksiyonlar

Tamim 2.11: fe L (R") fonksiyonunun

(f.0)= [£(x)o(x)dx , Vo €D (2.10)
2

formiili ile dogurduklan f fonksiyonellerine regiiler genellesmis fonksiyon denir.
Burada L, (R") , R" de keyfi smurh alt bolgede integrallenebilen fonksiyoniar
uzayidir.

Lemma 2.10: f ¢ L, (R") olsun. Bu durumda V ¢ € D(R") i¢in

(£,9) = [£(9).p(x)dx @11)

esitligi ile tammlanan f eD’ dir.
Ispat : f fonksiyonelinin D uzaymnin elemam oldugu gosterilmelidir.

f, R" uzayinda keyfi sinirh alt bélgede integrallenebilen fonksiyoneldir. Bu durumda
once f{x).o(x) carpimnin R* de integrallenebilen fonksiyon oldugu kanitlanmalidir.

—
=

é.

[£e).o(x)dx < | [fx).p(0)fdx < [EGo)| fp(x)fdx (2.12)

R® R" Tr

Burada U, kiimesi, ¢ finit fonksiyonunun tagiyiasidir. (x) fonksiyonu D de sirl
fonksiyon oldugundan, 3 M>0 sayist vardir ki , |p(x)| <M dir. Bu esitsizlik, (2.12)

esitliinde yerine yazilirsa,

l(tv“, ¢)| <M. ‘; I x)ldx
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(£, 0)| <

fe L, (R") oldugundan, 1|f(x){dx < dur. Bunedenle
Ul‘

Bunun anlamu ise, fx).q(x) carpiminin integrallenebilen olmasidir. (2.10) kogulu ile

tammlanan { fonksiyonelinin, D’ uzaymda lineerligi agiktw. Strekiiliginin
gosterilmesi icin ise sifirda strekliliZinin gosterilmesi yeterlidir: {¢i}, D(R") de bir
dizi ve gx—> 0,k > o (D de) olsun. D de yakinsaklifin tanimina gore,

a)ir>0, supp(pkcﬁt , VkeN igin

b)Vo=(0l1,02,03,...,0) € R" igin @%px 50 , (R* de)

kosullan saglamr.

(\f,"%)l =

jﬂﬂ@d4&SjWﬂ¢AQMSﬂﬂdwdd&

< n%a;xkpk (x)]ilf (x)ix <M m‘%xlq)k ®)] >0k >

Bu nedenle, } e D' dir.

Lemma 2.11. ( Dii Bua Reyman Lemmasi) : f regiiler genellesmis fonksiyonunun
G bolgesinde sifir olmasi icin gerek ve yeter kosul, onu doguran feLi(R")
fonksiyonunun G de hemen hemen her yerde sifir olmasidir.

fspat : Yeterlilik: f € Li(R") fonksiyonu G de hemen hemen her yerde sifir olsun.
Bu durumda V ¢ € D(G) igin

(f.0)= [£(x).0(x)dx =0 oldugundan V ¢ & D(G) igin (£ ,0) =0 dir.

Gereklilik: V ¢ € D(G) igin (f,0) = [£(x).p(x)dx = 0 oldugu kabul edilsin
Rn
feLi(R®) fonksiyonunun G de hemen hemen her yerde sifir olmas: igin f{x) in G
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bolgesinden olan her noktamin belli bir civarinda hemen hemen her yerde sifir
oldugunun gosterilmesi yeterlidir.

V a € Golsun. G agik kiime oldugundan, 3 € > 0, U(a,e) — G .dir. Bunun igin

i(kx)

—_—

wk (x) = e i wS(x - a) 3k=1,2""9

fonksiyonlarint ele alalim. Burada,
kx)= k;x, , ne Nve o, (x—a) ,sapka fonksiyonudur. @,(x —a) eD(U(a,¢)) ve
=1

i(k.x) v

e © eC™(R")oldugundan y, (x) € D(U(ae)) dur. £=0 (G de ) olduundan

ifkx)

=(E,y, )= [£(0). ¢ * ,(x-a)dx=0

elde edilir. fix) @,(x—a) € L(R") . Buradan ise {x) @ (x—a) fonksiyonunun

Fourier katsayilari

1 i(kx)
G [E@o,x-a)le < dx =0

q{:

esitlii ile belirlenir. Fourier katsayilarinin hepsi sifir oldugundan
f{x).w,(x—a) =0 , hemen hemen her yerde U(a,e) da

elde edilir. w, (x—a) fonksiyonu U(a,g) da sifirdan farkli oldufundan VxeU(a,g)
i¢in , U(a,€) hemen hemen her yerde f(x) = 0 dir. G bolgesinin her noktasimn belli bir

civarinda hemen hemen her yerde sifir olan bir fonksiyon G bolgesinde de hemen
hemen her yerde sifirdir, Bu nedenle, G de hemen hemen her yerde f{x) = 0 elde

Sonug 2.2, Her i\; regiiler genellesmis fonksiyonu bir tek f € Li,.(R") fonksiyonu ile
belirlenir. '
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fspat : Vf regiler genellemis fonksiyonu fi, £ € Lio(R") fonksiyonlan ile
belirlensin. V ¢ € D igin

(f .0)= [£,o)dx

(£.0)= [£,0(x)dx

esitlikleri taraf tarafa ¢ikanlirsa,

0= j' [f,(x) - £, (x)lp(x)dx ise R" de hemen hemen her yerde fi(x)-fy(x) = 0

oldugundan hemen hemen her yerde fi(x)=fx(x) dir. Bulunan sonug varsayimla geligkili

oldugundan, her f regiiler genellesmiy fonksiyonunun bir tek feL;,(R") fonksiyonu
ile belirlendifi sonucuna ulagihr.

Lemma 2.12. V f, {f}ecLi(R") , (k=1,2,,.N) olsun. R" uzaymmn bir K

Vv v
kompaktinda {fi}, f fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise {fx} dizisi f genelleymig
fonksiyonuna D’ uzayinda yakinsaktir.

spat : V £ {f }e Lie(R") , k=1,2,.. v¢e R® uzaymin her bir kompaktinda
A\ v \'4 v
fis fi—>o0 oldugu kabul edilsin. V ¢ € Dve {fx}, feD’ igin fi ™ f oD’

oldugu ispatlanmahidir. suppe kiimesi, R" uzayimn kompakt alt kiimesi oldugundan,
kabule gore

Ve>0 igin Fk(e)>0 , V k2k(g) i¢in |f, (x) - f(x)| <& . V ¢ € Digin

% v
(Fe(x) - £(x),0(x))

< [l -f@leidx <z [loxjix

suppg Suppe

& sayis1 keyfi bir say1 oldugundan,
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(fi-£,0)= 0,k —>0, (D’ de)

elde edilir.

Tanm 2.12: f € C*(G) oldugunda (f,¢) = If (x);/o(x)dx eC*'(G)

2.6.Singiiler genellesmis fonksiyon

Tanmm 2.13: Regiiler olmayan genellesmis fonksiyona singtler genellegmis fonksiyon
denir. En basit singiiler genellesmig fonksiyon, Dirak’in § fonksiyonudur.

(®.0)=0(0) , VoeD (2.13)
Lemma 2.13. (2.13) formiilii ile tanimlanan 8 € D’ diir.

ispat : Yukanda tammlanan § : D —C § fonksiyonunun lineerligi agiktir. Bu
nedenle stfirda sirekliliginin gosterilmesi yeterlidir. {@x}, D uzayinda bir dizi ve
ox—0,k >oD deolsun. D uzayinda yakinsakh@m tanimdan,

1.3r>0,suppoxcU;, Hk € Nigin

2. Diizgiin yakinsaklifin tammmmna gére, V a. € R* igin @ %gy 35 0 dir.
30 &Ve>0,3kE)>0,Vk > ki) igin |p, (0)) <e dur. Bu durumda,

[(6(x), 0, (x)] = |, (0)| <€ dur.
O halde &, D de siireklidir. D de siirekli ve lineer oldugundan 6 D’ .

Lemma 2.14, (2.13). esitligi ile tammlanan & fonksiyonu, singiiler genellegmis
fonksiyondur.
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Ispat : & fonksiyonu , regiiler genelleymis fonksiyon olsun. Regiiler genellegmis
fonksiyon tammina gore 3 f € Lio(R") , V ¢ € D igin

@.9)= [f®)e(x)dx (2.14)

X=(X1,X2,...,Xn) Olmak lizere V ¢ € D igin x;¢0 € D oldugu acgiktir. 7; projeksiyon
fonksiyonu sonsuz piiriizsiizdiir. Bu nedenle m;(x)o(x) € D dir.

Burada 7;: R*—R' gibi tammlamr.(2.13) esitliginden,

@EEx0X)= [f(x)x,00)dx=[x,0(x)]__, 2.15)
JIx,£e0lo(x)dx = (x,£(x),0(x)) (2.16)

son iki egitlikten,

(x1.£(x),0(x))=0 217

elde edilir. Burada x;.Rx)eLi(R") dir. (2.17) esitliginde Dii Bua Reyman lemmasina
gore VoeD igin R” de hemen hemen her yerde xf{x)=0 dir. my(x) fonksiyonu

sifirdan farkh oldugundan, R" de hemen hemen her yerde =:(x).f{x)=0 iseR"de
hemen hemen her yerde f{x)=0 dur.

@:0)= [ £(x)o(x)dx =0=p(0) ise p(0)=0 dir.

Keyfi finit fonksiyon ise, sifira esit degildir. Bu geliski, 8 mn regiler genellsmis
fonksiyon olmadifimn ispatidir. O hade 3 , singiiler genellegsmis fonksiyondur.

v
Lemma 2.15. @ ,(x) > 6(x),& - 07,D’ de.

ispat : VoeD,
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lim (@, () 9(IY=(300,009) oldugu ispatianmaldr

¢ € D oldugundan ¢ siirekli fonksiyondur. Sireklilifin tammina goére Vn>0 igin
J80>0, Vx, [x|<eo oldugunda |p(x)-@(0)|<n dir. Aynca V>0, VxeUs, igin £<€o
ise |x|<e<eo dir. @,(x) sapka fonksiyonunun 6zellikleri de kullandlarak

fo.(0.00)dx - 9(0)) < [lo, (x| lp(x) - 9(O)fix < [, (x)mix

ﬂjws(x).dx =l

U,

fo,).0)dx-0(0) <n, ¥ xeU,
= [,(9p()ix - (0),5 > 0" => lim (2,0,069) = G000

v
elde edilir. Bu nedenle @, (x) - 8(x), & — 0%,(D'de)
2.7.Genellesmis fonksiyonlarda argiimanin lineer yer degistirmesi

feLi(R"),x=Aytb,be R” , Aise R" den R” ye lineer déniigiim olsun. O halde
V¥ ¢ € Digin

(£ (Ay+b).0))= [ £(Ay + b)p(y)dy

1

“letAl [£09.pA (x - b dx = (F(x),0(A" (x - b))

ldetA|

Bu egitlik keyfi f e D’ igin f(Ay+b) genellegmis fonksiyonumn tanm olarak
belirlenir:
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V¥ igin (E‘(Ay+b),(p(y))=(;'(x),W)..,.V¢eD @.18)

esitligine f genellesmis fonksiyonunun argiimammn lineer yer degistirmesi denir.
Lemma 2.16. f (Ay+b)e D’ drr.

Tamm 2.14: },' (y+b) fonksiyonuna i‘i (y) genellesmis fonksiyonunun b vektorii
kadar kaydinlmis: denir.

Ornek 2.1: 5(x-x,), 5(x) genelleymis fonksiyonunun (-xo) vektori kadar
kaydmlmigidir:

(8(x-x0),0(x))=(8(x),0(x+x0))~0(%), V @ € D

Lemma 2.17. (2.18). esitligi ile tammlanan t\: (y)—->\t" (Aytb) , doniigiimi D’ den D’
ye lineer ve siireklidir.

fspat: £ (Ay+b) fonksiyonelinin D de lineerligi agiktir.

@, = @ ko, (D de) olsun. @ - @(A7'(x—b)) donisimi D den D ye sonsuz

pirizsiz oldufundan @, (A™(x~b)) > (A" (x~b)) (D de) olacaknr. £ D de
siirekli oldugundan

(A"(x-b)

o) 2 A'(x-b)
6 et A

wron O
)= (f(x), et A] ) k—>o,
Bu ise (2.18) esitligine gore ,
(£ (Ay+), 0, (3))->(£ (Ay+b), 9(y)), ko yani £ (Ay+b) €D’ dir.
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2.8.Genellesmis fonksiyonlarm carpum

VicLi(R") ve a(x)eC”(R") igin a(x)f(x)eLi(R") oldugu agiktir. Bu nedenle

a(x)f(x) fonksiyonu regiiler genellesmis fonksiyon belirler. V ¢ €D ve vfeD’ icin

(a(F(x) ,00)= [ 2 R)e(x)dx = [ £Catx)pCOlx=(f (9),2()0(x)

(a®)EE) 0E)=(F (X),a%)0(x))

Sonuncu egitlik, keyfi genellegmis feD’ fonksiyonunun sonsuz pirizsiz a(x)
fonksiyonu ile garpim olarak tanimiamr:

vfeD’ (ai\'/,¢)= (f\'/,aqf), peD 2.19)
Lemma 2.18: a(x)f(x) €D’ drr.

Ispat : Once a(x)vf(x) carpmnin D den D ye lineer ve siirekli oldugu gosterilmelidir.

a(x)f(x) fonksiyonunun D de lineerlifi agiktr. Surekliliginin ispati igin sfirda
stireklilifinin gosterilmesi yeterlidir. ¢(x) ve a(x)p(x) fonksiyonlari D de lineer ve
siirekli fonksiyonlardir. Bu nedenle D den olan keyfi yakinsak {@y} dizisi icin,

(f (®),a000u(x)) =0 , k =@ , D de yakinsamas: vardir. Bu yakimsama, (2.19)
esitliinde uygulanirsa,

(a()F(x) ,0(x) -0, k —>0, D de

elde edilir. Bu nedenle a(x)f(x)D de sireklidir. D de lineer ve sirekli oldugundan

a(x)f(x) €D’ dir.
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Lemma 2.19. f(x)e D', a(x) € C(R®) igin a(x)f(x): D’ - D’ ye lineer ve
stireklidir.

ispat : a(x)vf (x) genellesmis fonksiyonunun D’ uzayinda lineerlii agiktir.
V{ f xje D’ dizsi, D’ uzayinda sifira yakmnsayan bir dizi olsun. a(x)vf (x) genellesmis

fonksiyonunun D’ uzayinda sirekli olmast igin, D’ de (a(x)f, (x) ,0(X))—> 0 k—>
kogulu saglanmahdir. a(x)o(x) , D de siirekli fonksiyondur. Bu nedenle D de yakinsak
(a(0f, (x) ,ou(x)) =0,k =00, D’ de elde edilir.

Lemma 2.20. ;‘ x)e D’ ise VR(x)eC*(R"), n(x)=1 ,vxeU, ve

suppf U, f ()=n()f () dir.

Ispat : Kogula gore, Vx eU igin n(x)=1 oldugundan Vx eU (1-n(x))=0 dir. O
halde YopeD i¢in

(1-n())pX)=0 , Vxesuppf Bu nedenle,

supp[(1-n(x)e)]NU=J = supp[(l-n(X))m(X)]msupﬁ =2

O halde

(f (1-n(®)o(x))=0
ve garpinun tammina gore,
(-n(). £®),0) =0 = (I-n®). &) =0 > f&)=nX). fK)

Ornek 2.2: 5 € D', a(x) € C(R*) , V ¢ € D igin 8(x) = a(0).6(x) esitligi
dogrudur:
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(a(x)8(x), 0 (x))=(8(x),a(x)0(x))=a(0)o(0)=a(0)(5(x),0(x))~(2(0)5(x),0(x))
= a(x)5(x)=a(0)5(x) elde edilir.

NOT 2.1.:Keyfi genellesmis fonksiyonlarin ¢arpim: her zaman genellesmis fonksiyon
olmayabilir. Ornegin,

Iki lokal integrallenebilen fonksiyonun carpim her zaman lokal integrallenebilen
olmayabilir: R' de

1
fx)y=|x| 2 €Li(R") dir. Fakat

1 1
{2 2 =X eL(R")

elde edilir. Bu, genel olarak genel fonksiyonlar i¢in de boyledir. L. Schwartz,
asosyatif ve komutatif ozelliklere sahip c¢arpimin (genel fonksiyonlar arasinda)
tanimlanamadi@i ispatlanmugtir.

2.9.Genellesmis fonksiyonlarin diferansiyellenmesi

Genellesmis fonksiyorun tiirevi
f eC"(R“) olsun. Bu durumda Vo € R*igin |a|<p olmak azere Vo € D igin

kismi integralleme formiilii dogrudur:

@°f @.00)= | D Fx)oX) dx
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=01 [0 o= (s 0, %)

Asafidaki esitlik vfeD fonksiyonunun o f genel tiirevi olarak tanimlanr:

@ 0.00)=DI (¢ . 500) (220)
Lemma 2.21. V{ e D', VoeD igin (2.20) esitligi ile tamimlanan ©°f €D’ dir.
ispat: © °f fonksiyonu , @*f : D — C ile tammhdir. ©°f fonksiyonunun D de
lineerligi agiktir. Sireklilifinin ispat: igin sifirda siirekliliginin gosterilmesi yeterlidir.

V{e}cD dizisi D de sifira yakinsayan bir dizi olsun. Diferansiyelleme iglemi D den
D ye lineer ve siirekli oldugundan @(x)—>0 , k—> o D de = D"@u(x)-—>0,k > D

deve f fonksiyonu D de stirekli oldugundan,

)l (F ), 0oux) . 0,k soDde = (@ (),0(x) =0,k 0D de

elde edilir. O halde O™f (x) fonksiyonu D de lineer ve siirekli oldugu i¢in ©°f € D’
dir. Ozel halde f=5 alindifinda (2.20) kogulundan

@509,009)~-1)!% 5(x), DPo)~(-1)/2 [271(0) , VoeD,

elde edilir. Klasik tirev {® “f} genel tirevi olarak ile gosterilir. Genel tirevin

tanimindan elde edilir ki, eger f € C?(G) ise, D°f genel tilrevi, {® °f} ile aymdir

m“t\:={q)"f}, xeG, |of<P.

Genelleymis tiirevin ozellikleri:
1.Genel tiirev, D' uzayindan D’ uzayma lineer ve stireklidir.

Ozel durumda,m,(x) sapka fonksiyonu igin,
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D%0x) > D"8(x) € >0 D’ de elde edilir.
2 Keyfi genellesmis fonksiyon sonsuz diferansiyellenebilen fonksiyondur.

3.Diferansiyelleme igleminde siramn énemi yoktur.

V f e D', 0 (x)) = DAD: f ()

ispat:V ¢ e D, V£ € D’ igin

(@0 (9,009)~1) 1 (@3 (6,010 6)~(F () DADIX)

@ , D de stirekli fonksiyon oldugundan ©D, 0=0,D1¢ yazlabilir. Bu nedenle,
(@D @, 0=(F (), 2D0)D)I (@1 (). D100 01 F (), 000)
= DD (X)=DAD1 £ (x)) elde edilir.

4.Vt eD’, a(x)eC(R") icin Leibniz kogulu saglanir.

v v
b".(al.f)=a af +}/ da
.x, 2x, Ox,

Ispat : V ¢ € Digin

é(jﬁ e OO el % OO o X Oap  Ga
(axl ,0)=(-1) (af’ax,)"( D (f’aax,)_( D (f’ax, anl)

Y dap, % Oa af‘ v fa a\fl‘ Y, 0a
= e f,........... f’ — = -, + f_...__..’ = -, + f_.,
( axl)+( q’a,) (ax, aQ) +( . ?) (aax, 0)+( al<:>)

a% v Oa
+f
ox, 0%, 0)

:(a
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5.VxeG igin f (x) =0 ise *f =0, VxeG Bu durumda supp ©"f — supp f
Ispat: V ¢ € D(G) ise "¢ c D(G) Bu nedenle (D°£,0) =(-) |a| 1 (f‘ , D°0)=0

= O*f =0,VxeG

6. S(x) = D u,(x) serisinin lokal integrallenebilen uy(x) fonksiyonlanndan olustugu

k=1
kabul edilsin ve bu seri, keyfi kompaktda diizgiin yakinsak olsun. O halde S(x) ,keyfi
defa diferansiyellenebilir ve bulunan seriler D’ uzayinda yakinsaktirlar.

Ispat: S,(x) = i u, (x) olsun. Varsayima gore Vr> 0 icin || <r de
par

S:(®) 38() , p>oo

diizgiin yakinsamast vardir. Lemma 2.15. e gore

Sp(x) > S(X) p—>0'

oldu@u agiktir. Genel tiirevin siirekliliginden, ©* Svp - oS , p—>®

v PV hd A\ v
O"S, =0"Y ux(x) > Y. D*u, (x)=0"S , D’ de
k=1

k=1

6. ozellikten ¢ikan sonug ise §oyledir:

Vk,

a,|< A" +B (m, sabitlenmistir.) (2.21)

ise bu durumda
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Za e™ = §™7(x) (2.22)

k=-w
trigonometrik serisi D’ (R") de yakinsaktir.
ispat: (2.21) esitsizligine gore

m+2 +0

- ay il
S( ) ( +2)'+k§(lk)mz e

serisi her bir K — R' kompaktinda diizgiin yakinsaktir. Gergekten de

o™, 2 loul gt 2 R
‘S()’S m+2)! Z[,kiml |*(m+2)! E,pqmﬂ's

(A +B)™? ZA[kI +B (A+B)|x|'“”+i(A HB} o)

@+ & W mr2)l

V>0,V xe R |d<r de S™?(x) serisi , S(x) in (m+2). Dereceden titrevi
oldugundan D’ (R") de yalansaktir ve S™?(x), (2.22) esitli3i ile aymdir.

Genellesmis fonksiyonun ilkeli

n=1 olsun. Keyfi siirekli f(x) fonksiyonu £~'(x) ilkeline sahiptir :

(%) = [f(x)dx+c, [f"‘(x)], =f(x) dir.

Stirekli f{x) fonksiyonlar igin dogru olan bu esitlik, keyfi genellesmis fonksiyonun
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ilkelinin tammu olarak verilebilir:

Tamm 2.15: Vf,f O epr genellesmis fonksiyonlan

(£ (),9" (R)=~(F(),0(x)) (2.23)
kosulunu sagladiklarinda £ genellegmis fonksiyonuna f nin ilkeli denir.

(2.23) den gorildiugi gibi FCY tim ¢ lerde degil sadece onlann tiirevlerinde

tammlamr. Agagidaki teorem £CD yi tim D ye genigletir oyle ki, £ D de siirekli

ve lineer olsun.

Teorem 2.3. Keyfi genellesmis fonksiyon sabit toplam kesinligi ile £ jlkeline
sahiptir ve bu ilkel,

(£ @)=, W)+ (¢0) , 9 €D (2.24)

formiilii ile tammlamr. Burada c keyfi sabit, y ise (2.26) esitligi ile belirlenecek olan
temel fonksiyondur.

ispat:Once f genellegmis fonksiyonunun £ ifkelinin oldugu kabul edilir.

Vo eD(R’) igin
o=y’ (o) [p()ds  YoeDR) (2.25)
seklinde yazilabilir. Burada ,

W)= i["’“)"m‘“) ] ¢(§)d§]dt (2.26)
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(2.25).esitligine £ fonksiyoneli ile tesir edilirse,

(£ ,9) = (€72, y") + (£ ) [ p(&)dE

(2.23.)esitligi kullamlarak,
(£ 0)=-(f,y)ye [p(HdE , VoeD @27

v
bulunur. Burada ¢ = (f“”,®,) dir. Boylece efier £ min ilkeli varsa bu ilkel, (2.24)
formiilii ile belirlenir.

Tersinin ispati igin (2.26) ve (2.27) ile belirlenmig £ fonksiyonelinin f nm ilkeli

oldugu gosterilmelidir. Once £C0 fonksiyonelinin D de lineer ve siireklilifi
kamtlansin. Lineerlifi agiktir. Siirekliliginin ispat1 igin sifirda siirekiliginin gosterilmesi
yeterlidir. {@} < D ,sifira yaklagan dizi olsun. 31> 0 ,[x|>rigin ¢, (x)=0 o igin
o®30,k—> o , oldufu bilinmektedir. Bu durumda |x| >max(r,e) ise

Yi(x) = i[% ®-o,0) [0, (@d&}it =0

V o igin 03 0, k—» o oldugundan yi ™2 0, k—> o (D de) dir. Bundan dolay1 ve

f D de siirekli oldugu igin
7, 0)=~(.y,) +c[p, (HIE>0, kow

elde edilir. Bu nedenle £ D’ dir.
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(2.26) esitliginde ¢ yerine ¢’ yazilr ve ['(£)dZ=0 , [¢'(t)dt=p(x) olduju

gozonline almirsa, @ = y bulunur. Bu nedenle
(5™ @)=~(E, p) dr.

O halde (2.24) ile tammlanan £ ,f fonksiyonelinin ilkelidir.

Sonu¢ 2.3. uw'=f , f € D'(R") diferansiyel denkleminin ¢dziimi vardir ve

u=£D +¢ geklindedir. Burada £ herhangi bir ilkel ve ¢ keyfi sabittir.

Ozel durumda efer f sirekli ise, u’=f denkleminin D’ den olan herhahgi bir
¢ozimi klasiktir. Omegin u’ = 0 denkleminin D’ de genel ¢oziimii keyfi sabittir.
Benzer olarak f genellesmis fonksiyonunun n. dereceden ilkeli olanf fonkiyonunu
da tammlamak mimkindar: ((f )™= f gibi) Ispatlanan teorem f ™ icin yazlirsa,

[fX”(x)] =¥(x),...,[f(\-/“’(x)] = £ (x)

bulunur. Bu nedenle £ vardir ve (n-1) dereceli polinom toplam: kesinligi ile tektir.

Ornek 2.3.: f{x) dyle bir fonksiyon olsun ki, feC'(x<xo),, ve fe C'(x>xp) oldugu
kabul edilsin. O halde

£ ()={f" ®)} + [f],, 5(x-x0) (2.28)

oldugu ispatlanmalidir. Burada [f], , f{x) fonksiyonunun %, noktasindaki sicrayigidir.
[f],, =Rxo+0)-fx0-0) , V ¢ € D ise bu durumda,
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(£,0) = ~(E,¥") = - [ £09.0/ () = — | £ ()% - | £ Cx)dx

- 0G0 ke OO GH | £'(XIp(x)x + | F(x)p(x)ex

Burada

f(x,-0)=1limf(x) ve f(x,+0)= li‘l‘., f(x) dur.
% __)xo X!
<X x>%g

(f',9) =(If],, 8(x-x0), ©(x0)) + I {f'(}e(x)dx = ([f],, 8(x-x0) +{f’ (X0)} .0(x0) )

Ozel halde 0 Hevisayd fonksiyonu ise yani

Lx>0

Oy {o x<0

ise, o halde x=0 [0]=0, {0’} =0 dir. Bu nedenle #'(x) = 5(x)
2.10.Genellesmis Fonksiyonlarm Diiz Carpim:

Tamm 2.16: f(x)eLi(R") ,g(y)eLio{ R™) oldugu kabul edilsin. Fubini teoremine
gore f{x).g(y)eLi(R™™) oldugu agiktir. Bu nedenle fx)g(y), D(R™™) de asagdaki
formiille regiiler genellegmis fonksiyon belirler.

(F @@ [fxe6)pty)xdy = [£(x) [e(y)o(x,y)xdy, yani

(F & M0t)= [ FENEW IR =(F ).(8 0)903) (2.29)
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Ote yandan,

(e @000~ [0 @0, y)ydx= [ g(y) [ FH(x,y)dxdy, yani

(36 @06 [eRHEE), 00 y)dy ~( GXE (0,063 (2.30)
(2.29) esitligi, f (x)e D’ (R*) ve g(y)eD’'(R™) genellesmis fonksiyonlanmn diiz
¢arpimu olarak tammlamyr.

(£ ()8 3),0E=(F (0,(8 3).005) » ¥ 0(xy) € D(R*™) (231)

f ()8 (¥) € D' (R™™) oldugunu ispatlamak icin, dnce asafidaki lemma verilmelidir.

Lemma 2.22. ¥ g(y) € D’ (R™) ve ¥ o (x,y) € D(R™") icin

YE=(8 (5)0 (xy)) € D(R*) dyle ki, Ve igin

D y(®)~(g (), D 0(xy)) 2.32)

ox—> 0 , k—oo, ;D(R™™) de = yi(x) -0, k>0 D(R") de

Lemma 222 ye gore (231) esitliginin saf tarafi V f(x), g(y) genellesmis
fonksiyonlan igin belirlenmis olur. Yani (2.31) esitligi, D(R™™) de bir fonksiyonel
belirler. Bunun diginda f (x) ve é(y) lineer olduklanindan, (2.30) esitligi de D(R™™)

de lineer fonksiyonel belirier. V {@x} < D(R™™) de yakinsak bir dizi olmak iizere
lemma 2.22 ye gore

Y=g (5).0u(x)) 50 k-0 D(R") de oldugundan,

(F®,udx))—> 0 , ko (D(R*™) de )
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Bu nedenle f (x)g (y) D(R™™) de siireklidir. O halde f (x)g (y) € D’ (R*™)

Lemma 2.23. Vg e D'(R™) ve ¢ € DR™™) igin

() =(§1).ptxy)) DR,

oyle ki, Va i¢in
b) 2° w(x) =(2(y), D P(x.y)) @33)

Bundan bagka, @, — 0,k — o, (D(R™™) de) oldugunda

W, (%) = (€(),0: (%,)) = 0, k— o (D(R") de) dr.

Ispat: Her bir belirtilmis x eR® igin @(x,y) €(R}) oldugundan w(x),R}’de
tammlanmistir. y(x) ’in tim R} uzayinda sirekliligi ispatlanmalidir:
x €R] noktas: belirtilir ve x, — x, k — o oldugu kabul edilirse,

(%) > o(x,y), ko (D(RY) de) (2.34)

Bunun nedeni ise, ¢ DR"™™) ise o(x,,y) (e D(R;‘)) fonksiyonlarimn
tagryrcilaniin k *dan bafimsiz olarak simirh olmalandir ve V4 igin

®YB q)(xk ’Y) 3 ‘Dyp ¢(X, Y)’ k - @, (R;l de)
g(y) fonksiyoneli D(R™) *de siirekli oldugundan (2.34) esitliginden

\'4 v

v =80, 050,9)) = (50, 069) =¥, k>0
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elde edilir. Bu ise, y(x) fonksiyonunun stireklilifinin ispatidir. (2.33) formiliniin
ispatt:

x R}, belirtilmig olsun. h, = (0,...,h,...,0) ile gosterilir. O halde

100 =2 [pbx+ b,y - pxy)] 3 Y), h—>0, (DR?) de) (2.35)

Bunun sebebi ise, @ eD(R™™) oldugundan x{’ (¢D(R})) fonksiyonlanmn

tagryicilannm h *dan bagimsiz olarak simrl olmalandir ve Vf igin

P 100) = 1[0 p(x+h,3) - 0P ptxy) 13 0 LED, 450, D)

1

g eD'(R™) oldujundan ve (2.35) esitliginden

Vb v (5. ot b)) - (302 0069) |-

= (g(y), o(x; + h)h- o, y)) (g, Zﬁ") (é(y), é%gx_,l)") b0

Bu ise (2.33) formiiliiniin & = (0,...,1,...,0) halinde dogru oldugunu gosterir:

ﬁw(X) (g( ), 2o, y)) i1z

l l

Benzer yolla (2.33) formiiliniin keyfi « igin de dofru oldugunu gostermek
mismkindiir,
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@ eD(R™™) oldugundan Ve i¢in O ¢ € D(R™™) dir. Buradan ise (2.33)’e gore,
D" y(x) fonksiyonunun da Vea igin R] uzayinda siwreklilifi bulunur. Béylece,
v eC*(R}) *dir. Aynica w(x), R? *de finittir. Bunun nedeni ise,

x> r= o(x,y)=0

dolayisiyla

A\

v(9=(80), 0(5y)) =0, >

olmasidir. Bu nedenle y e D(R}) *dir. Lemmamn sonuncu iddias: ispatiamr:
0, (x,y) >0, k> o(D(R™™) de) olsun. Bu halde y, (x) >0 k,o0o D(R})’de
oldugu ispatlanmalidir. ¢, (x,y) fonksiyonlanmin tagiyiclan R™™’de smmrh

olduklarindan (k *dan bagimsiz), y, (x) *lerin de tagiyicilan R"’de siirhdirlar (k *dan
bagims1z). Bundan dolay: ancak
D"y, (x) 30,k > , (R?) de

oldugunu ispatlamak yeterlidir. Bunun igin, aksi kabul edilir. O halde ,

dg,>0, Ja, ve 3},

Doy, ()25, k=12,

y,’lann tagtyicilann smirh olduklanndan (k’dan bagimsiz) (2.34), {x,} dizisi de
R} *de simrhidir. Bundan dolayi, Bolzeno-Weierstrass teoremine gore,

Ax, ), 3x, Ry, %, > X%, >

Bu durumda ise,

Do, (x,,y) >0, i—>o, (DRY) de)

elde edilir. Buradan ise, g € D'(R™) oldugundan ve (2.33) formiiliinden
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Dy, (6,) = (B), D0y, (1,09) >0, >

esitligi bulunur. Bu esitlik, (2.35)’e zittir. Yani 3¢, >0, 3, ve I{x, }
D=y, (x| <8, k=12,...

Diiz carpimn diger zellikleri asagidaki sekilde siralanabilir:

fx) e D'(R") ve g(y) €D'(R™) olsun. f(X)g(y) diz carpim ile birlikte

g(y)f (x) diiz carpimm da tanimlamak mimkindiir: V o(x.y) € D(R™) igin

() ®),0 Cy)=(s M ®.0 &) (2.36)

1. Diiz carpim islemi degismelidir (komutatif) .

f®)g G2 237)

Diiz ¢arpimm komutatiflifinin ispat: igin 6nce bu komutatiflik,

olxy)= 2w (v, (y) , u(x) eD(R™), i(y)eD(R™) (238)

=1

fonksiyonu igin gosterilir.

(f ® g Mox)=F®eE). S u,&v, )=

1=1

= (@26, 3 uE@VO=E®, S u, (2 6) W)=

1=t 1=1
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k v k v
=> (\g/(Y), vy (y))(\f,(X), u () (8 3, 2, i) (£ R)ux)))=
=t

=1

—-—(é(y)t‘(x),§ul(x)v,(y)Hécyﬁ(x),lz_:ul(x)v,(y) = f®EE~sMHIf®

O halde (2.37) egitligi (2.38) seklinde olan temel fonksiyonlar igin dogrudur.

Lemma 2.24. V ¢ € D(R™™) igin (2.38) seklinde olan 6yle ¢u(xy) (k=1,2,3,...)
temel fonksiyonlar dizisi vardir ki, @u(xy) dizisi D(R™™) de (k—o0) ¢(x.y)

fonksiyonuna yakinsaktir.
V ¢ € D(R™) olsun. Bu lemmaya gore, (2.38) esitlifini saglayan oyle bir
{0} eD(R™™) vardir ki (k—>o0 igin) bu dizi ¢ fonksiyonuna yakinsaktir.

f(®)g () ve g ()F (x) diiz carpimlarnin D(R™™) de sirekliligi ve (2.37) nin (2.38)

seklindeki @i fonksiyonlarinda dogrulugu kullamlarak,(2.37) egitliginin tiim D(R™™)
de dogrulugu bulunur.

(£ @2 @).00)=lim (f ()& )0y~ lim (2 6) (),

ax)=(8 0)f @,0yN=>f (08 5)=8 HF )

2. Diiz ¢arpim islemi f ya gore D’(R") den D'(R™™) ye, é ya gore D' (R™)
den D’ (R™™) ye lineer ve siireklidir.

fspat: V f,f, € D'(R"), ge D'(R™),V ¢ € D(R™™), VA e C igin

(Of @ £10) 2 G).0EN=OF @ g G (%) 3),00y)
oldugundan diiz carpim iglemi f ya gore D’(R*) den D’(R*™) ye lineerdir. Diiz

carpimn f' ya gore sireklilifinin ispat i¢in V {% } < D'(R") dizisinin yakinsak



oldufu kabul edilsin ve V ¢ € D(R™) olsun. Lemma 222 ye gore

WER=(g (1)0(xy))e D(R™) drr. (2.31) esitligi kullanlarak D' (R™™) de

(£ 108 MOEN=(FLX),(8 MoC)=(FLE),¥®) - 0, k-

bulunur. O halde f (x)g (y) diiz garpim £ ya gore D’ (R®) den D’(R™™) ye fineer

ve stirekli fonksiyoneldir.

Diiz garpimin é fonksiyonuna gore lineer ve siireklilii de aym sekilde ispatlamr.

3.Diiz carpim islemi birlesmelidir (asosyatif).

Eger z'eD’(R“),é e D'(R™)ve h eD'(R")ise,

£00(y) h(x)] = [£(x) ()] b(x)

Ispat: o(x,y,z) e D(R™™*) ise

@) D], 0(x,y,2)) = (Fx), (&) h(z), 0(x,,2)) =
E&), @) (), 0,3, 2)) = EX &), (), 9(x, 5, 2) =
) 2@)Ih(2),9(x.y,2))

4.Diizcarpimin diferansiyellenmesi :

D*[f @) (3)FD*f ()& )

oldugu ispatlanmalidir.

Vo e D(R™™)ve, Vf eD'(R"), g(y) D’ (R™) igin
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(D[ (%) g G)Loy))=(-D" (f (®) g ). D o(xy))=

(2G)(D? £ (X),0x3)= (D () &¥),0(x,y))

5. Diiz carpumin ¢arpim : Diiz carpimin a(x) € C*(R") fonksiyonu ile ¢arpim

a®)[f (x)g B2 f ®)g ) (2.40)

esitlifi ile tanmmlamir. @(x,y) € D(R*™) ise bu durumda
@@L ©g Lo Cy)=(f g ey~ ®),(2().200ex)

= (F ®),20)(8 0),0 ©3)=@Mf @2 ().0 EY)=EE®F ®EE).e (X))

Son egitlikten ise (2.40) elde edilir.

6.Diiz carpumm kaydwimast:V £(x) € D’ (R") ve g(y) €D’ (R™) igin

(f g)xthy)=f (x+h)g (v) 2.41)

Gergekten de eger ¢ eD(R™™) ise
(f 8)ethy),0xy)=(f ®) & ()0 x-hy)=(E M(f ®e (x-hy)

~(2 G)(F Gx+h), 0 y)=(2 0)F (x+h),0(xy)=>(f g )xthy)=f (x+h)g (¥)
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Tamm 2.17. VE®eD'(R") , 1(y)eD'(R™) igin £(x)I(y) bigiminde olan
fonksiyona y den bagimsiz genellegmis fonksiyon denir.

Burada I(y) , I(y):R™ — 1 lokal integrallenebilen fonksiyonun dofurdugu regiler
genellesmis fonksiyondur. Bu fonksiyon, su kurala bagimlidir ;

peD(R™™) ve Vf € D’ (R*) igin
(F 01 )&y 0,(1 G0 Coy)=(E 0, [ px,y)dy),

1 .00y~ 0)F @060~ O F @00y [ EC, 00,7y

=(£001 6)0 Gy 0, [ 90 y)dy =] (F 00,005, y))dy 242)

2.11..Genellesmis Fonksiyonlarmn Biikiilmesi

f(x), g(x) €L, (R") dyle fonksiyoniar olsunlar ki,

h(x)= [ls()f(x - y)dy]

olarak belirlenen h(x) fonksiyonu R" uzayinda bir K kompaktinda Ilokal
integrallenebilen olsun. Bu durumda

(£ *g)®) = [f)ex—y)dy
RS

fonksiyonuna f ve g fonksiyonlanimn biikiilmesi denir.

z =X~y olsun.
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o[22}

oldugundan, dy=dz bulunur. Bu nedenle

dz ve

[£osx—y)dy = [£0x - 2)8(2)dz = (8* £)x)

Bu ise, biikiilmenin simetrikligi demektir:
(f*g)x) = (g* )(x)

f*g ve |f|*|g|=h bukulmeleri ayn zamanda vardirlar ve |(f *g)(x)|<h(x) hemen
hemen her yerde ( R" de) . h(x) €L, (R") oldugu icin (f*g)(x) e L, (R") dir. f¥g,

regiiler genellesmis fonksiyon dogurur : Fubini teoremine gore,V ¢ € D(R*) igin
(f*g,0)= { (£ *2)(Op(Hds = £ ( j gWE(E-y)dy)p(H)dE=

= { ( j gYE(E-y)p(&)dyds = f 8yX ! £(£- y)p(£)dE)dy

Sonuncu integralde x = £~y doniigiimii kullanihr,
(fxg,qo)=thf(x)g(y)¢(x+y)dxdy,¢eD(R“) 243)
h(x) fonksiyonunun lokal integrallenebilecei iig hal incelenirse,

LHal: fe L (R"), g(y) finit fonksiyon ve sup pg(y) = U, (y) olsun.
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J h(x) = 1 [|g(y)f (x~ y)dy{ldx =

= [T [le@)t0x—y)dyldx| = [l [fCx- y)ldxldy

x-y={>dx=d{xel,,yelU, =>£eU,,, =

faeodx= [ e [If@dddy= [ leoldy [ltad

U (x) Uy () Upn (D) U, Upn ()
g(y) siurh ve flokal integrallenebilen oldugundan 3 M;> 0,

[y <M, ve  [f@lE<o = [h(x)dx<o = hx) € L, (R")
Uy (y) Upan (©) Uy (x)

2. Hal:n=1 ve x <0 igin f(x) =g(x) =0 =>

j h(x)dx = j [ [le)f(x-y)dylax = j [ j eyl Cx - y)ldyldx =
LY

= [[[lelf(x - y)ldyldx = ﬂg(y)l[ j Ifx—y)lix1dy =

= [lel j HE A ﬂg(y)ldy j (e <

O'——uﬂ °'-=—-070

=h(x) e L, (R") du.

3.Hal;: fix), g(y) € L(R") olsun. Burada L(R"), R" de integrallenebilen
fonksiyonlar uzayidir.

[codx = [1 flefex-yldyldx = [let)lf1E0x— y)laxdy = [ls)| f [F(©ld&dy

K, R} B ¥ X y oo

= [leity [ I(@HE <0 = h(x) eL,. R?)
RS B
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[ = [1[la@fex - ylyldx= [l fIfex- ylixdy = [ls)l flrcolacdy
& RS ) ¥ X S

= [leldy [IF(DHE <o = h(x) L (R?)

R? R}

Tamm 2.18. {7, }c D(R") , (k=1,2,...) asafidaki kosullan sagladifinda R" de 1 e
yakinsayan bir dizidir denir. Oyle ki,

1) VMcR" kompakti igin 3neN, Vk2n, VxeM igin 7, (X)=1,
2)Va=(a,,a,,..a,), Ic.>0, Vk,¥xe R" igin

D", )| <c,

Ornek2.4.:n(x)eD(R"), 7(x) = 1, x €U, olsun. O halde
MO » k=12,..

esitlii ile belirlenen {n, (x)} c D(R") dizisi R uzaymda 1 e yakinsayacaktr.

Lemma 2.25. Vi(x), g(y)e L(R"), Vo (x+y)eD(R") igin (2.43).formiild,

(£ *.0) = lim(F (9 89, 7, (. Y)0(x +3) @44)

eqitligi ile ifade edilebilir. Burada 7, (xy)eD(R™) (k=1,23,.) , R™ de 1 ¢

yakimsayan keyfi dizidir.
ispat: 7, (xy) dizisinin 6zelliine gore Vkigin 77, (x,y)<co dir.

)7 (%, VIo(x + )| < cof ()e(m)e(x + ) e LR™)
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Bunun diginda R* de, hemen hemen her yerde

f)s(y)e(cty) 7, (xy)>RR)ge(xty), k—> o

oldugu agiktir. Lebesgue teoremine gore,

[ £0gmIp(x + y)dxdy = lim [ £G0g(y)m, (x,y)p(x + y)dxdy

Rln

bulunur. (2.43) ve (2.44) esitlikleri kullaniarak, Vf,g e D’ (R®) igin bikiilmenin
tamimi verilir;

f ve g Oyle genellegmis fonksiyonlar olsunlar ki, onlarin diz arpim D(R®) den olan
keyfi @(x+y) seklindeki fonksiyonlara agagdaki sekilde genisletilebilir;

(f 8 &), 00+ )= lim (F @£ 5), 7, () P(x +3))

vardir ve bu limit {7, } dizisine bagh degildir. Burada Vk 7, (x,y)@(x+y) eD(R™)
Tanm 2.19: f *g bikilmesi, V ¢ € D(R®) igin

(* 2.0~ ()& 0), o(x +y))=lim (f B G), 7, (9 P(x +)) 2.45)
fonksiyoneline denir.

Lemma 2.26. V{ (x),g (y)e D' (R®), VoeD(R" ) igin £ *g e D’ (R*) dir.

Ispat: F*é: D' (R")-C ile tammlantr,
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V9,0, eD(R) VA,ueC igin f*g bilkiilmesini lineerligi agiktir. Surelliginin ispat
icin sifirda siirekliliinin gosterilmesi yeterlidir.

{9.}, D(R") de (v —>x) sifira yakinsayan bir dizi olsun. Bu durumda VkeeN igin

7., XY@, (xty)=0, v—o (D(R™) de)
£ (x)g(y)e D’ (R™) oldugundan
(f (X)svz(y),m,, xy) e, x+y)—>0 , v—o, D'(R*)de

Bu nedenle £ *g D(R") de siirekli yani f * g € p(x +y) €D(R") drr.

Not 2.2. (2.45) esitliginin saf tarafi keyfi f,g gencllemis fonksiyonlan igin
belirlenmemigtir. Dolayistyla biikiilme her zaman yoktur.

Ornek2.4: V' e D’ (R") igin £ *6 vardir ve f *3=Ff dir.

v v

£45=b%f =

=<

ispat. Vo(x+y)eD(R") ve {7, }cD(R™), R* de k—w igin 1 e yakinsayan dizi
olsun. Bu durumda 7, (xy)@(x)—>@(x) , k> , D(R") de oldugu agiktr. Diiz
carpimun tanim da kullanilarak,

(£ *8,0) =lim (£ (86), 7, (x:y) @0x-+ y) =lim (£ (9,865), 7, () 9(x +¥))
~(f (), lim (8(3), 7, Gy) @0x-+ ) Y=(F (), lim (7, (0) p(x + O))~(£ (), 0(x))

= \fl‘ *Szz‘
sonucu elde edilir.
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Genellesmis fonksiyonlarda biikiilmenin ézellikleri:

v v

1. f*g: D' > D’ ile tammlanan bikiilme iglemi f ve é fonksiyonlanna gore
lineerdir. Ornegin, V£, g, f,eD'(R®) igin f£*g ve £*f, bikilmelerinin varlg
sartiyla, V A, u €Cigin

A fHuf ) g=Mf*g)tu(f, *g)

esitligi, biikiimenin tammindan ve f (x)é (y) diiz garpimumn f ve é fonksiyonlarina
gore lineerliinden yazilabilir.

2. f *é: D' D’ iglemi f ya veé ya gore her zaman siirekli degildir. Ornegin,
V ¢ € D(R'), 3koeN ,Vk>ky ko ¢suppe

= (8(c-k),0(x))=(8(x),0(x+k))=0(k)=0

oldugundan §(x-k)—>0, k—>0, D’(R') de. Fakat

\1/(y)é'(x -k) =1 - 0 dir. Gergekten de
(1(y) * 8(x - k), 0(x + )) = ((y)5(x - k), o(x + y)) = (B(x— k), (1(y), 0% +y))

= (@(x - k), [ o(x + y)dy) = [ B(x - k)o(x +y))dy = [ (B()9(x +y + k))dy
= [otx+y)dy +10 = [o(y)dy’ = (), @) = (1(y + %), 0(y + %))

= 1(y) *8(x - k) = I(y)
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biikiilmesi \i(y)—b 0 oldugundan {(y) fonksiyonuna gore siirekli degildir. Siireklilik
.. \Y4 A\ v v

olmasi igin  1(y)d(x—-k) > 0 (k—x) olmahydi. Bu nedenle V f(x), g(y) €

D’ (R")igin f *é biikiilmesi her zaman siirekli degildir.

3. Biikiilmenin komutatiflifi: Eger ¥*é varsa é *f da vardir ve

frg=g*f (2.46)

seklindedir. (2.46) egitligi, biikiilmenin tammindan ve diiz ¢arpimin komutatifliinden
elde edilir. VoeD(R") i¢in

(£ *£.0~(F g 6). 9(x +y))=lim (f W2 3), 7, Gy P(x +))

=1lim (3 )£ (0, 7, (x3) @k + )= *F .0)

—f*g=g*f elde edilir.

v

4.Biikiilmenin diferansiyellenmesi: £* é biikiilmesi varsa ,V|a|>1 i¢in D” £ g

ve f*D° é biikiilmeleri de vardir ve asagidaki gibidir:
D f*g=D*(f*g)=f*D" g (2.47)

Bu esitlii her bir birinci dereceli tiirev igin ispatlamak yeterlidir,. VoeD(R®) ve
Vk, 7, (xy)eD(R*),R* de 1 e yakinsayan keyfi dizi olsun.
,,k+%xf_l_k_ eD(R*™)ve R™ de 5, +91: »1, k>

3 ax.i
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v v

f *g bikilmesinin varhi kullamlarak,

O(F*g)03(F 5 Do)~ lim (£ 02 ), 7, (o) L1,

p

= 11:1-210 (%(X)é ), Ay (x,é)(¢(x +y)) _ P(x+Y) é‘ﬂ,;}((x,y) )
i i

- lim (F 5 ), LD I i 3 g 3), 0+ y) T2

3

\4 v
~lim(ZER80) y ypoteryy im (E @8 G0t Gy =D

3 3

Y
FROIEW) ety

3

- lim (f (98 9), 7, Goy)oCxry)=(

=>D(f ) @MFD(f x)g®)
sonucu bulumur., (2.47) formiiliiniin ikinci denklidi ise birinciden ve biikilmenin
komutatiflifinden elde edilir.

D 05 5)=Di(5 ) Ex-Dig 6) F=Dif ®) 2 3)
Ayrica (2.47) esitliginden,
D* £ =D (f *5)=5*D" f,Vf ¢ D' (R") (2.48)

elde edilir.
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Not 2.3. D°f*g ve f*D"g bukilmelerinin varlfn f*g bilkilmesinin ve

D* f*g=f*D" g denkliginin varli®: icin yeterli degildir.

Ornek 2.6: 0(x)eC'(R'\0) , O8(x)eLic(R") olarak tammlanan 6(x) Hevisayd

fonksiyonu, regiiler genellesmis fonksiyon belirler. Bu fonksiyon, b(x) ile gosterilir.

(6'®) 0m)= [ &' (Ip(x)dx = - 6x)p" (x)cx

x <0 =>0(x)=0 oldugundan,

(6'9,0()=—[ ¢’ (x)dx = ~lim(p(x) - P(0))

¢ € D(R') oldufundan lim (9(9)=0=>(6'(x) ,0(x))=p(0)=G(),0(x)

= 8'(x) =5(x)

v v v %
= 0(x)* 1(y)=8(x)* 1(y)=1(y) dir. Fakat
A\ A\ v v v
0(x)* I'(y)=6(x)*0=0 ve
v A\ A\ A\ \% Vv
0'(x) * 1(y)=0(x) * I'(y) oldugundan 6(x)* 1(y) biikilmesi yoktur.

(1 0)=~(1,0) =~ [ G0ix = lim (9~ p(-k) - [ T(Ip(Idx=0=> T =0
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5. Biikiilme genelde asosyatif degildir.
(6*&8')*1=1,

Ormnek (2.4.) e gore f*5=f oldugundan
é* 5'=é/’ *6==é/’ ve é’ *1=1 bulunur.
0* (8" *1)=6* 0=0

(6* 8')* 120% (8 *1)

ise bitkiilme asosyatif degildir.

6.Biikiilmenin kaydirimas: : i,' *é bikiilmesi varsa f (x+h)*é(x) biikiilmesi de
vardir. Oyle ki,

£ (cth)* g ()=(f *g)(c+h) ,h e R® (2.49)
ispat : Vk, 7, (xy) , D(R™) den olan ve R> de 1 e yaklagan keyfi dizi olsun. O
halde V h € R*® igin 7, (x-h,y) dizisi de R* de 1 ¢ yaklagan keyfi dizidir. Kaydirma
ve biikiilmenin tanim kullamlarak, VoeD(R" )igin

(f * 8 )cHh). () =((£ * 8 )(%),0(x+y-))

~lim (f ()2 9), 7, Gy) @(x +y — h))=lim (g G)(F (), 7, Gey) pCx +y - b))
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=1im (£ ). £ Gerb), 7, (uy) @+ ) )=lim (F (=) (9), 7, () 9(x +3))

=(f (x+h)* g (%),0(cHy))=>(f * g )(x+h)=f (x+h)* g (x)

elde edilir.

Teorem 2.4. % keyfi, é ise finit genellegmis fonksiyonlar ise f *é e D'(R") vardr

(£* 8,0~ ®*2E)MG)OEH)) , ¢ € D(R") (2.50)

Burada neD(R") fonksiyonu é fonksiyonunun tagiyicist civaninda 1 e esittir.

Bu durumda biikiilme, f ve é fonksiyonlarina gore ayr ayn siireklidir :

1) Eger fi —>(\3,k—->oo (D’ de)ise t\‘;*é—>6,k—-)oo

2) Eter 5, — 0,k —> o0 (D’ de) ve 30, Vk, suppg, < U, ise f,*g, —> 0,k —>
Lemma 2.27. £ eD'(R*),Vy €D(R") olsun. O halde il'*yv/ var ve
f*y = (). y(x-y) eC"R") @2.51)

ispat: y finit oldufundan teorem (2.4.) e gore f*y vardir. (2.50) esitligine gore
VoeD(R") igin,

E* v.0) = E@) W&, MOy + B <E(), (&, Dy + EN)
= (@), [ wONOe(y + )
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VEesuppy igin n(€)—>1 (R" de) Son egitlikte y+&=x=> E=x-y=> dé=dx degigken
degistirmesi yapilir:

W), [w©OnOe(y + O =EG), [ w(x - Vo))

= [ E®), v x-PoeNdx = (), W(x - y),0(x)

= (£*v,9) = (F5), ¥ (x - y)), 9(x))

=y = ({(y), ¥ (x - y)), YoeD(R")

oldugu ispatlandh.

Son esitlifin sag tarafinin sonsuz piirtizsiizligi ise, Lemma (2.22) deki gibi ispatlanir.

Tanmm 2.20.: o(x), sapka fonksiyon olsun. bu durumda sonsuz piiriizsiiz olan ve
f.(x)=(*w,)=({(y)0.(x-y)

esitlii ile belirlenen fi(x) fonksiyonuna Z‘ genellesmis fonksiyonunun regiilerizesi

denir.

Onceden, @ (x)—>8(x), e»0° D'de oldufu ispatlands. Buradan, f*m,

bitkiilmesinin o, fonksiyonuna gore siireklilifi ve £*& = f esitligi kullandarak,

£ (x) > £(x), s-0", D’ de 2.52)

bulunur. Boylece her bir genellesmis fonksiyon, kendi regiilerizesinin zayif limitidir.
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Teorem 2.5 vi genellesmis fonksiyonu, temel fonksiyonlann zayif limitidir. Yani
D(R®), D’ (R") uzaymda her yerde yogundur.

ispat: £.(%), % genellesmis fonksiyonunun regilerizesi ve ne(x)e D’'( R") olsun.
Burada no(x) ler U, (x) agifinda 1’ e esit temel fonksiyonlardir. O halde ne(x)f:(x)

-3

temel fonksiyonlar dizisi D’ (R™) de -0 igin £ ya yaklagir.
Bunun nedeni ise, (2.52) koguluna gore Ve D' (R") igin,
tim(n, £,,¢) = lm(£,,7,0) = limE..9) = £.0)

olmasidur.

Not 2.4: D', tam uzay oldugundan bu teoremin tersi gikiyor. Lokal integrallenebilen
fonksiyonlann zayif limiti D’ den olan genellegmis fonksiyondur.
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BOLUM.3. YAVAS ARTIMLI GENELLESMIS FONKSIYONLAR,
FOURIER DONUSUMU, OZELLIKLERI ve UYGULAMASI

Bilindigi gibi, Fourier doniisiimiiniin komplex formili,

1 ] +0

f() =5~ j dA [ f(t)e gt 3.1

seklindedir. (3.1) esitligi iki kisma aynildiginda,

8(1) = [f(tye ™t G2)
17 it
£0) =5 [8(1)e™da 3.3)

esitlikleri elde edilir. (3.2) esitligi, tim R de mutlak integrallenebilen f{x) fonksiyonlar:
igin dogrudur. (3.1) esitlii ile her bir feL(R) fonksiyonuna tiim R de belirlenmis bir
g(A) fonksiyonu karsthk gelir.

Tanm 3.1.:
a) (3.2) ile belirlenen g(A) ya f(x) in Fourier d6niigiimii denir.

b) (3.3) formiline ise f{x) in ters Fourier doniigiimii denir. (3.3) de integral, yalmz
sinir deger anlaminda vardir.

(3.3) tin dogrulugu i¢in, feL(R) kosulunun diginda, drmegin, Dini kogulunu saglamasi
gerekir,



Teorem 3.1. f €L,(R) i¢in
8(4) = [f(x)e ™ dx =0 34
ise R uzaymda hemen hemen her yerde f(x)=0.

Ispat: f eL,(R) igin (3.4) kogulu saglansin. Bu durumda,

[0+ e ™=9d(x + ) = &7 [fx+t)e™dx =0

V.t eR igin ™ #0=> [f(x+t)e™dx=0 (3.5)
elde edilir.

o(x) = Jif x+t)dt> T|¢(x)|dx = I{iﬁ fi(x + t)dtJ dx

f eL,(R) oldufundan Fubini teoremine gore,

[

g
<M dt=M¢ <, VEeR
0

]‘:f(x + t)dx!dt = j: T[f(x +t)d(x +t)dt

wé
Fubini teoreminin sonucuna gore, j' J' f(x+t)d(x+t) vardir yani ¢(x) €L,(R)’dir.

~w0

g,(A) = ]g;o(x)e’“xdx = ]:G' f(x+ t)dt) e dx =J€ @f x+ t)e'“"dx) dt

f(x+1t) eL,(R') = Fubini teoremi kullamiir,
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8,(4)= f@f(x + t)e‘”"dx} dt=0

bulunur. @(x), diferansiyellenebilir oldugundan Dini kogullan saglamr. Bu durumda

_ 17 —itx
o) =7 [8, (e dA

&
g8,()=0=>p(x)=0=> [f(x +t)dx =0=>

hemen hemen her yerde f(x)=0dur.

3.1. Fourier Déniigiimiiniin Onemli Ozellikleri

f nin Fourier donigimi yani g,F[f] ile gosterilir. Bagka deyigle F ile L,(R) de
olusan ve her bir f eL,(R)’ye karst onun Fourier déniigimini, F[f] yi belirleyen
lineer operator gosterilir. F,L,(R) ’yi her zaman L,(R)’ye donistiirmez.

Lemma 3.1. {f,} c L,(R), L,(R) de yakinsak bir dizi ise {g,} = {F[f,]} dizisi tim
reel eksende diizgiin yakinsaktir,

Ispat: {f}cL,(R), L,(R) de f €L,(R) ye yakinsayan bir dizi olsun. L,(R), tam
metrik uzay oldugundan bu uzaydaki yakinsak her dizi Cauchy dizisidir. Bu nedenle
{f,} dizisi L,(R) de Cauchy dizisidir yani

Tlfn(x)‘fm(x)IdX% 0, m,n —» oo,

8,00 - 8 ()< JI6,00— £, OO |dx = ] £, (9~ £, (0l 0

=g, (1) - 8.(4)| >0 (n,m —> o, R de)
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Bu nedenle {g (1)}, VA eR i¢in Cauchy dizisidir R tam uzay oldugundan
{g.(41)}, R de yakinsaktir. {g (4)} dizisinin R de g(4) ya dizgiin yakinsak olmasi
Ve >0, In(e) >0, Vo> n(s) icin |g,(4) - g(4)| <& demektir.

le. (1) - ()] =| [ £, (e dx - {1, (x)e'“*dx{ < [If, 0 - f(x)ldx

{£}, L,(R) de yakmnsak dizi oldufundan
j I£,(x) - f(x)|dx ~>0, n—> (L,(R)de)=>|g,(2)-g(A)]—>0, n,m—>o(Rde)

yani, {g,(4)}, tim R de diizgiin yalinsaktir.

Lemma 3.2. [fleL,(R) ise g(4), R de sirekli ve sirh fonksiyondur. Oyle ki
gA) >0, |A| > .

ispat: |f| eL,(R) ise

g [lrofer i < flfcojix <o,

yani g(A) R de simrhdir,

g(A) min sirekliliginin ve IAI——) oo iken g(A1)—>0 oldugunun ispat1 igin oncelikle
f eL,(R) fonksiyonunun (a,b) aralifnm karakteristik fonksiyonu oldugu kabul

1, Y
f(x) = {o, x :g,b;



flFofix= f1dx=b-a

iib

+o b —ila _ -
g(4) = [f(x)e™dx = [1e™dx = i—af—— Bu halde g(1) nin sireklilifi agiktir.

ida —ib;.‘

Ig(ﬂ)!=l—e—~——lili—— sl—/ll—leo, |4 — o

F operatori lineer oldugundan keyfi basamak fonksiyonunun da Fourier dénigimi
|A| — o da sifira yaklasan siirekli fonksiyondur. Basamak fonksiyonlar L,(R)’de her
yerde yogun olduklanndan, Vf eL,(R)icin oyle {f,} basamak farklar dizisi var ki,
f —>f, n—>w L,(R) de. O halde Teorem 3.2ye gore g, = F[f ], n=12,... dizisi
tim R’de g=F[f] Fourier d6nigimiine diizgiin yakmsar. Bu durumda limit
fonksiyonu F[f]’de R ’de siireklidir ve [4| — oo igin g(1) — 0°dir:

V>0, 3n(6) >0, [80) -8 <7

3r>0, VA|>r igin

g
A —=
gn(a)( )I < 2

(A < 8 (A) ~ Bagey ()] + |0y (D) <§+§-= £, |A>r oldugunda & keyfi

oldugundan [,lz& g(A) = 0 bulunur.

Lemma 3.3. |f| cL,(R) = g=F[f], tim R "de diizgiin sireklidir.

ispat: VA,,1, eR, Ve>0,35>0, |1,-1,|<6,

lg(2,) - 8(4,)] = Ef(x)e‘“*"dx - j' f(x)e **dx| =
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?f(x)[e‘“"‘ — g ik ]dx < T}f(x)ﬂe‘”"‘ ~ e ix
< e, - 2,Jmaxehix <12, ~ 4, TlEC0kx < i, ~ 25) < o5

5$—§:>6p<s:> VA,,4, eR,

= 2| <6 foA,) - e(dy)| < &
Bu nedenle g(A4), tiim R ’de diizgiin sireklidir.

Lemma 34. B, || - o igin g(1) > 0 kosulunu saglayan ve tim R’de diizgin
siirekli olan fonksiyonlar kiimesi olsun. Bu durumda

F-L(R)—»B
f — F[f]

operatoril igin [F|=1 ve ker F =0 olur. Burada ker F, F ’in gekirdegidir.
ispat: Vg B igin |g], = sup|g(4)| olsun. g, *nin B *de norm olugturdugu agiktur.
AR

a) gl = suple(4) = sup) [ £(x)e <

sup j}ax)}ax = supfl, = [, = e, <If].

b) Aynca, |gl, = [FUE1], = Fllel, <Jel, =>IF] <1°dir
Oyle bir f bulunmalidir ki, |If], <1, |FIf]], =1 ve

_Jos, =1
£ = {0, x| >1

olsun.
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I, = [ifcolx = _jo‘dezl

sin
A

sind| ,. sind
7‘!’ tim 21 =<1

¢) VI.f, eL,(R) ve F[f]-Fif,]=0 olsun. F, lineer operatér oldugundan
F[f, ~f,]1=0= Teorem (3.1)’e gore f, —f, = Ohhh, = kerF=0 elde edilir. M

Fif]= ]ef (x)e #dx = _I[O,Se‘“xdx = A - ‘F[f]l =

-———Si;’l Jsind] < |2 = Hﬁzﬂ' <1

srlxp{FIf 1= sup

Lemma 3.5. f, her bir sonlu aralikta mutlak siirekli ve f’ eL,(R) ise
FIf'} = iAF[f]

ispat: Sonlu aralikta mutlak siirekli fonksiyon,
f(x) = £(0)+ j £'()dt
0

seklinde ifade edilir. f* mutlak integrallenebilir oldugundan li_{:lmf (x) ve }}Elm f(x) var
ve bu limitler yalmz sifir olabilirler.

+®

F{[(A) = Tf’(x)e'“"dx =f)e™| +@D) e f(x)dx =

-0

= qu(x)e-“xdx = {AF[f]

Eger f,f* mutlak strekti ve f,...,f® eL,(R) ise benzer yolarla
F[£®] = (iA)*FIf] 3.6)
oldugu ispatlamir. =
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(3.6) esitligi (14)* ya bolinir ve Fourier doniigiimiiniin her zaman sonsuzlukta sifira
yaklagtify gozoniine alimrsa,

¥l eL,®R)=> (3.6) >

ey
Z

-0, |/'ll—>co

[FE] =

olur. Bu durumda. F[f], sonsuzlukta —dan daha hizh sifira yaklagr. Boylece £ *nin

2
L,’den olan tiirevieri ¢ogaldik¢a, f’nin Fourier doniigiimii sonsuzlukta sifira daha
hizla yaklagir.

Lemma 3.6. f” var ve f” eL,(R) olsun. O zaman F{f] mutlak integrallenebilen
fonksiyondur.

F[f"l=(iA>2F[f1:>|F[f11=“"“'P|I,1f|§']', A= L0 o

Lemma 3.7. [f(x)], [xf(x)| eL,(R) ise g = F[f] diferansiyellenebilen fonksiyondur ve

onun diferansiyeli,
g'(4) = F-ixf(x)] EN))

seklindedir.

Ispat: g(1)= jf(x)e"“"dx.

g'(A)=—i Tf’(x)e‘““xdx , [xf(x)| €L,(R) oldupundan
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ls'(2)| = l-—i jxf(x)e‘”"dxl < I[xf(x)ldx <+ = g'(4) €L, (R) dir.

g'(A) = [ -ixf(x)e ™ dx = F[-ixf(x)]

i) Eger her f igin [F(x)|xf(x)],....[x"f(x)| €L,(R) = g®(4) vardir ve
gO(D)=Fi )], k=Tp

i) Vp eN igin [x*f(x)| eL,(R) > g €C*(R)

3.2. Hizla Azalan Sonsuz Piiriizsiiz Fonksiyonlarin Feurier Doniigiimii

J, sonsuz piiriizsiiz dyle fonksiyonlar kiimesidir ki, her f eC*(R") ve Vp,q €N igin
oyle ¢, , >0 sabitleri vardir ki,

RPEO(x)| <c,, (3.7

kosullan saglanir.
Burada J a hizla azalan sonsuz piiriizsiiz fonksiyonlar uzay: denir.

Teorem 3.2. f €J ise g=F[f]eJ.

Ispat: Ispat icin 6nce (3.7) esitsizligi var ise Vp,q €N igin x*f@(x) eL,(R) oldugu
gosterilir. (3.7), Vp,q €N igin dogru oldugundan

lxmf(q)(x)l < Cpizg

lxpf(q) (x)l = |x2 I "
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XPF(x) fonksiyonu, ;1-2— den daha hizh azalir. Bu nedenle x*f(x) cL,(R)’dr.

Vp,q €N igin (6. ii) ) 6zelligine gore F[f]eC”.

VqeN(p=0igig, f9 eL,(R) oldufundan Lemma (3.2) ye gore, g=F[f],

sonsuzlukta l_ﬂlI; *dan daha hizl sifira yaklagr.

g (1) = Fi(-ix)* f(x)] = (-1)* Fx"f(x)]

FI(x*f(x))*] = (iA)* F[x*f(x)]

(4)*g™ (4) = (1) () Fix"f(x)] = (<) FI(x*£(x)) ]

x*f®(x)<c,, olduundan son esitlikteki fonksiyonlarnn her biri integrallenebilen
fonksiyonun Fourier doniigimi gibi bir D, sabiti ile simrlanabilir. Boylece,

f €J = g =F[f] €J *dir. Bu teoremin tersi de dogrudur. Eger g = F[f] €7 ise,
f 3 dur.

£"(x) = Flg(4)]= [g(A)e™dd = f'(x) eI dr.

1 % ; 1 ; 1
= — e = —— ) ~il(-x) = 1"
£(x) 2”qug( Ye#*dAi 2”jg( )M Pdd = f"(x) €]

geJ=>f=F'[g]el dur.

Boylece, Fourier doniigiimiiniin J uzayin J uzayina donistiirdiigi ispatlanms oldu.

Lemma 38. f €J ve Ix’f(x)dx =0 Vp 20 olsun. Bu durumda f(x) = 0’dir.
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3.3. Fourier diniisiimii ve fonksiyoniarin biikiilmesi

Bilindigi gibi f,,f, €L,(R) oldugunda f, ve f, nin
£(x) = [ £,(Of, (x - &

bitkilimesi vardir. Burada f(x) €L,(R) dir.

Tf(xwl - Ta@te- §)d§dX‘ - II (£, (ﬂ)dﬁd'ri

f,.f, eL,(R) olduundan Fubini teoremine gére

|fjfl(§)fz(n)d¢dnl - 'Tfl(aff, (ﬂ)dndfl < [e.colae fle,cnlan <oo

= f(x) eL,(R) "dir.

£ = If,(g)fz (x- £ = F,

f eL,(R) oldugundan £’in Fourier doniigiima vardr.

if(x)e*““dx - L{f O (x- @dé}e‘“"dx -

=> Fubini teoremine gore ve X — £= 77 defisken degistirmesi yapilarak_
i{!f O, (x- f)d«ﬁ}e’”“dx - ifl (f){ij:fz (x- é)e“"‘dX}dﬁ -
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- Tf;(f){ffz(ﬂ)e“""’“f’dn}d& faeean= fr@evas

= Ff;*f,]=FIf, JFIf, ] (3-8

Bdylece, Fourier doniigiimii ile biikiilmenin iligkisi daha basit olan garpma iligkisine
donistiirilir.

Fourier déniigiimiiniin uygulanmasinda 6nemli bir rol oynayan su ézellik verilir:
Bilindigi gibi Fourier dontgiimi diferansiyel iglemini bagimsiz degigkene garpma

islemine donGgtiirir. Verilen denklem sabit katsayih lineer diferansiyel denklem ise,

Y +a,y" P+ 4a_ Ly +ay=e(x) >

Fly® +2,y" " +.+a,,y' +a,y]= Flo]=

Fly®1+a,Fy“ 1+ +a,_ Fy]+a,Fyl = Fol

= (i1)"Flyl+a,(4)" ' Fiyl+.. +a, ,i4)Hy]l+2,Fy]l = Flo] =
[GA)" +a,(i1)* " +.. +a,_,(i2) +a, JFly]= Fle].

3.4. L,(R) Uzaymda Feurier Doniisimii

f eL,[~m, 7] olsun. O halde onun Fourier katsayilar dizisi,

c, = 51; __[f (x)e™dx, neZ

esitligi ile belirlenir. Eger f €L,[-#, 7] ise, onun Fourier katsayilan
—i 2

Fle <o
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kosulunu saglar.

Bu durumda L,[-7, 7] den 1, ye bir doniigiim bulunur. Oyle ki bu déntigiim lineerdir
ve Parseval 6zdegligi saBlanr:

273 e = fleeol’ ax (3.9)

f=—h

Tim R de belirlenmiy fonksiyonlar ve onlann Fourier donigiimleri aragtinir,
L,(R)zL,(R) oldugundan L,(R) den olan fonksiyonlar igin bilinen anlamda

Fourier doniigiimii belirlenemeyebilir. Fakat L,(R') *den olan her f fonksiyonu igin

Fourier doniigiimii farkh sekilde belirlenebilir. Bu durumda Parseval egitliginin (3.9)
benzeri olan bagka bir esitlik ispatlanarak agagidaki teorem bulunur:

Plangerel Teoremi: VI cL,(R) ve VN igin
N -

gx(d) = [f(x)edx
-N

egitligi ile belirlenen g, (1) eL,(R’) dir ve g, (4) fonksiyonlanmn yakinsadifi dyle
bir g(1) €L,(R) fonksiyonu vardir ki

-2-1; [lear = [leof ex (3.10)

Burada g(4) €L,(R) fonksiyonuna f eL,(R) fonksiyonunun Fourier donistimii
denir. Eger f,L,(R) uzayma ait ise g = F{f] dur.

Ispat: Teoremin ispat1, 2 kisimdan olusur: Once (3.10), J siufindan olan déniigiimler

igin ispatlamr. Daha sonra, J=L,(R) oldugundan toim L,(R) uzayma limit
kullanilarak gegilir.
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1. f,,f, €J olsun. JcL,(R) oldugundan onlar icin F[f,] ve F[f,] Fourier
donigiimleri vardir. g, = F[f|], g, = F[f,]

THR G = T{fﬂ— Is (A)e‘*'*dz}’f;'(i‘)dx

Fubini teoremine gore |g,(1)f,(x)e"| € L,(R”) oldugundan

ifl (X)?X{)dx = El;Tﬁgl (;L)sz (x)e—iﬂx dx] i1 =

—oo) )

- o [ @m

Son egitlikte f =1, =f, ve g=g, =g, yazilirsa, f €J igin
iif(x)lzdx = ;;ilg(ﬂﬂ’dﬁ

elde edilir.

22a) f €L, (R) ve Ja eR, Vx ¢(-a,a) igin f(x) =0 olsun.
felL,(-a+a)cL,(-a,+a)=>f eL,(R)>

g = F[f] vardir.

D(R)cJ ve D(R)=L,(R) (bkz. Lemma 2.7)J = L,(R) drr. Burada J =L,(R)
oldugundan (~a,a) digmda sifir olan 3{f} < J vardir ki, Vf €L,(R) igin

fu>f (LR deo)
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fu—>f (L,(~a,a) da)
{fy} dizisi ve f finit fonksiyon oldugundan (tagiyicilant (—a,+a) aralifindadir)

fyo>f (Li(-s,a)>f, > f(L,R)=>
- (R’de)

VN igin {fy}cI={gy} T, T=L,(R)= {g,} €L,(R) ve {gy}, L,(R)de
Cauchy dizisidir. Bu nedenle yakinsaktir: 3g €L, (R) 6yle ki,

Bx(A) —»>g(d), (L, (R)de)
ispatin birinci kismina gore

2 1 2
"fN"L, = "2‘;“&«“1,

Buradan limite gegilir:

M, = ugL

elde edilir.

b) Vf eL,(R) igin

_H(x), ]xl 2N
() = {0’ l"l <N

olsun.
{fu} eL,(-N+N)cL,(-N,; +N) = {f,} eL,(-N, +N)
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= {fy} eL,(R) = {g\} = FHf,] vardur.

g (A)= IfN (A)edA = lim if(x)e*‘xdx

ispatinin (2a) kismina gére Ve > 0,3N(g) > 0, VN,M > N(¢) igin
I 6l = - e el =

It - ull, = -l -8, =

fy»>f L,(R)={f} , Cauchy dizsidir.

= - fu]l >0, NM o=

lex —8x] >0, NM—> o,
{e.} , Cauchy dizsidir.

Bu nedenle 3g(4) eL,(R), g, > g (L,(R) de), N>

I, = 5-lewll, =161, = Slel:

= (3.10), Vf €L, i¢in dogrudur.
3. feL,R)NL,(R)=>g=[f] var =

fy—>f L,(R) de =g, =>gR' de
limitinin tekliginden R de hemen hemen her yerde

8y 8 N—o>w
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Sonug 3.1. (3.10) esitliginden V1,,f, eL,(R) icin
i £, (F; (ydx = 5‘; _[,, 8,(A)g; (A3

elde edilir.

ispat: f, ve f, nin Fourier doniigimleri sirastyla g, veg, ise (f, +£,) nin Fourier

donitsiimii, g, +g, "dir:

1) = lim g (1) = lim [ 6,00+ £,)e =

+N N

= fim [£,(e " dx+ fim [ £,(x)e”dx = £,(2) +8,(2)
~N -N

ispat igin (3.10) egitliginde f yerine (f, +f,) yazhr:

2 iy 2
py" __L l8,:(4) +8,(A) dA = _‘[, I, + £,(0)f dx =

1 % 2 1 F 2 1 7% —
37 B d o [l @ dd+ - [2Ren, (g, (22 =
= [l dx + [IE, 0 dx+ [2Ref, (x), ()

1 % —_— -2 —_—
== _{, g,(M)g, (A)A = i £, ()F, (x)dx

elde edilir.
(3.10) esitligi Fourier déniigiimi yapildiginda L, normunun de@ismemesi demek ise,
sonuncu esitlik L, de skaler carpimin degismemesi demektir.
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3.5. Genellesmis Fonksiyonlarin Fourier Doniisiimii

J uzaymmn dual uzayr olan J'’da Fourier doniigiimiinii belirlemek icin, oncelikle
Fourier doniigimiiniin  J yi kendisine doniistiirdiigii ve bu doniigiimiin birebir ve
orten oldugu hatirlanmahdir. Burada, J c L,(R) oldugundan J' 5L (R)=L,(R)
dir.

Tamm 3.2.
@) =2x(f.p), v =Fp] (3.11)

formiillii ile belirlenen ée] * genellesmis fonksiyonuna feJ' genellegmis

fonksiyonunun Fourier déniigiimi denir. (3.11) formiili,

(FIf1,p) = 22(f,p) = 22(f,F '[p])
seklinde de yazilabilir.
F:J - J donistimi birebir ve orten oldugundan (3.11) esitligi, tim J de tammlanmg

bir fonksiyonel tammlar. Burada é nin lineerligi ve siireklilidi kolaylikla ispatlanabilir.

O halde F[t\: 1€’ dir. Mutlak integrallenebilen fonksiyonlarin J' uzayma ait olduklar

agiktir. Onlar igin Fourier doniigimiiniin her iki tamm da aymdir (yani klasik
fonksiyon gibi Fourier doniigiimii ve genellesmis fonksiyon gibi Fourier déniigiimii).

Gergekten de eger f €J, ¢ €J,g = F[f], v = F{@] ise, Plangerel teoremine gore

2z(f,p) = (FIf1,Flo]) = (8,¥) (3.12)

Buradan ise her iki tarafta limite gegerek (3.12)’nin Vf € L,(R) i¢in de dogru oldugu
bulunur. J de yakinsaklik,agsagidaki sekilde belirlenir:

Va.f.x’D%9, 3 x’Dpk >wo={p,}clpeclo, >p.k>olde (3.13)
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Lemma 3.4. D cJ dir ve J *da yakinsakhk, D de yakinsakliktan bulunur.

ispat: {p,},9 €D igin ¢, >, k—> o (Dde) ise suppe, ’larn hepsi genellikle
smurh olduklanndan (3.13) kosulu Vea,B igin dofrudur. Bu nedenle ¢, — ¢,
k — oo (J da) *dur.

Lemma 3.5. D uzay, J uzayinda her yerde yogundur. Yani,

Veoel, Hp, D, ¢, 9, k>, (Jda)

ispat: D uzayina ait olan ve
X
00 =9 2), k=12,..

(burada neD ve 7(x)=L[x<1 oldufunda) esitligi ile belilenen ¢, (%)
fonksiyonlan J ’da ¢(x) fonksiyonuna yakinsar (k — ).

Teorem 3.3. Diferansiyelleme @"@(x) ve argiimanin lineer yer degistirmesi islemi
@(Ay+b), det A # 0, iglemi J *den J ye siireklidirler.

ispat: J uzayinda yakinsaklik tamm kullamilarak kolaylikla ispatlanabilir.

Diger taraftan, sonsuz piiriizsiiz fonksiyona carpma iglemi J yi J ye
doniigtirmeyebilir. Omegin,

e e =1gJ
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Tanmm 3.3. 6,,, 6yle a(x) € C*(R") fonksiyonlan kiimesidir ki, 8,,’den olan her bir
a(x) fonksiyonu tiim tiirevleri ile birlikte |x] — oo da polinomlardan yavag artar. Yani
Va,dc, >0,3m, €N,Vaef,,

ID"a(x)| < ¢, (1+x)™ (3.14)
Lemma 3.6. a €8,, fonksiyonuna garpma islemi J den J ye siireklidir.

Ispat: Once a €6, €J i¢in ap €J oldugu, daha sonra ag: J —J doniigiminin
siirekliligi ispatlanir;

Ve €] oldugundan Vp,q €N i¢in 3¢> 0, Vx,

pr¢(q) (x)l <cp,

dir. Son egitlikte ¢ yerine a@ yazilarak

e (a()p() | < ¢,

oldugu gosterilmelidir. Burada

@) = 3,200 p(x)
[x* @) | = Tle, a0 x"p(x) | =1 (3.15)

a(x) €6,, = Tamm (3.3) den

laG0)®| < k, (1 + pe™ (3.16)

(3.15) ve (3.16) den
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15 T a0 hero 00} s T, 1+ o] <

<MY’ lx"(o“‘*" (x)’ + [x"x‘“‘qp‘““’ (x)| SMY Cpas +Comas SChy

Burada M, polinomlardaki katsayilarin maksimumudur.

1= (a®ex)®|<c),

oldugundan a(x)p(x) €J dir.

ag:J — J sirekliliginin ispat: igin,

Vip,}cJ, 0, >0k>o (J de) >ap, >0k—o (J de) oldugu
ispatlanmahdir: @, > 0,k—> o, (J de) olsun. J de yakinsakhk tanmuna gore
Va,p,

D%p, =0, k> (] de)

dir. a =0 igin

00, < K™ 20, < K0, +1"0,)

[k’|p. >0, k> ve [{™7p, -0, k— o (J de) oldugundan

la(x"qpk)l < k(lxlﬁ oy +™ qyk) >0=> la(x”qok){ -0, k> (J’de)

Tamm 3.4: J temel fonksiyonlar yzayinda tammlanmig siirekli lineer fonksiyonele
yavag arimh genellesmis fonksiyon denir. Yavag artimh genellesmis fonksiyonlar
kimesi, J'=J'(R") ile gosterilir. J’, linecer kiimedir ve burada yakinsakhk,
fonksiyonellerin zayif yakinsakh$ gibi tammlanr;

81



vifi} ¥, fel,

fu «—)E‘, koo Vel (ﬁ,.p)-»(%,go), k>

Tanmm3.8: J’ lineer kiimesine bu yakinsaklikla birlikte yavay artimli genellesmisg
fonksiyonlar uzay: denir.

Lemma 3.7. Tamim (3.4) ve (3.5)’den, J' <« D’ oldugu ve J' ’da yakinsakliktan D’
da yakinsaklik ¢iktifit sonucu elde edilir.

fspat: Eger feJ ise feD’ dir. Cunki DcJ ve D’de yakinsakliktan J’da

yakinsakhik ¢ikar, Bunun diginda efer i{k -0, k— oo (J'da) ise, o halde
(¥k,¢)->0, k—w, VeeDc]

Demek ki, fi -0, k> co(J* *da).

Teorem 3.4, (L. Schvartz), j uzayinda lineer f fonksiyonelinin J’ ’a ait olmast igin
gerekli ve yeterli kosul, 3¢>0,Ip eNuU {0}, Vo €J

(£:0)|s o, @17
olmasidir. Burada

ol = sup (1+} D 00

dur.
Ispat: Yeterlilik:

sup
je|<p.y eR®

Jdalineer f fonksiyoneli herhangi bir ¢ > 0 ve p= 0 igin (3.17) kosulu saglansin. O

halde fel oldugu ispatlanmahidr.
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Vi{p.} cJ,i¢in ¢, > 0,k — o (J da) olsun. Bu durumda

"¢k"p -0, ko>wo=x
l(\t,‘,(ok)‘ <deif, 20, k>o= £,J °da siireklidir. Yani f €J" dir,

Gereklilik: feJ' olsun. 3¢>0 ve 3Jp=20, (3.17) kosulunun saglandif
ispatlanmahdar. Ispat igin, aksi farz edilir. boylece, ¢ > 0 ve p = 0 yoktur. O halde

2 kKo |, (3.18)

spact. [io)

Burada

- ¢k(x) k=
V/k (X) JE“¢k“k ” 172> Qoo

dizisi J da (k—> oo igin) sifira yakinsar. Bunun nedeni ise, k>|a| ve k=|f|
oldugunda

N o
lx D V,k (X)l J]E"w-krk < k

olmasidir. Buradan ve fey oldugundan

(E‘,y/k)—-) 0, kow

Diger taraftan (3.18) esitsizliinden,
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oy B e
()= = T

(i wk) >k

elde edilir. Bu ise, f €] olmasiyla yani (£,y,) —> 0 ile gelisir. Bu nedenle (3.17)'yi
saglayan dc>0,Ip e N U {0} vardur.

=
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BOLUM 4 SOBOLEV UZAYLARI

4.1. Sobolev Uzaylar1 ve Ozellikleri
En basit Sobolev uzay1 H,(R") =L, (R") *dir.

Bilindigi gibi, f oyle olgiilebilen fonksiyondur ki, onun igin
[lF)f dx <oo;

Rﬂ

Iel, =( J If(x)l’de ; (£.8) = | £x)e(x)dx

Vs eN i¢in H (R") uzayy,

H,R") = {f eL,(R")

Vie|<s, D*f eL,R™)}

olarak belirlenir. Burada @ °f, { nina mertebeden genellesmis fonksiyon anlaminda

tirevidir. @ = (@,,...,@,),|a| = a;+.. +a, dir.

Bu uzayda skaler ¢arpim ve norm

(£,2), = j 3 D*f(x)D*g(x)dx, |f]} = j (Z|D”f(x)|zjdx

RV|el<s R™\|afss

formiilii ile belirlenir.

Teorem 4.1 : H (R"), tam uzaydir.
Ispat: {f,,}, v=12,..., H,de Cauchy dizsi olsun. H (R") uzaymn tammina gore

Vl|a| <s igin {D°*f,}, L,(R") de Cauchy dizisidir: |® *f, - ®*f, | 2> 0,n,m —>



[p-f, - D*f,, Df, -D°f,| dx =

=z

R®|zl<s

= [(i. - £l +18 - £ 408, - Do) dx < I, ~ £, dx+ |8~ ofixt.
R" R® R®

{f,},H,(R") ’de Cauchy dizisi oldugundan,

[l —ffax—>0, [lf:-fifdx>0,..., [|D'f, ~D'f,[ dx >0

R® R® R®

= [D*f, - D*f,| — 0, L,(R") de = {D"f,},L, ’de Canchy dizisidir.

Burada a =0 igin |f, - f,] — 0 L,(R*)’de oldugundan {f,},L,(R") de Cauchy

dizsidir. L,(R"), tam uzay oldugundan V|e|<'s i¢in 3g, €L,(R"),
D*f, >g,, (L,R") de)

Burada, H (R") uzaymn tamh@min gosterilmesi i¢in, once, g, =D “g (g=8,)
oldugu ispatlanmalidir:

Gergekten de f, — g,(L,'de) oldugundan L, c D’ oldugundan f, — g (D'de) dir.
Diferansiyelleme iglemi D’’den D’’ye lineer siirekli oldugundan © “f, ->® “g,
(D’’de) bulunur. Ote yandan © *f, >g,, (L, de) ve, L, cD’ oldugundan,
D°f, >g, (D'de).Limitin tekliginden V|a|<s i¢in g, =0 g bulunur. V|a|<s
ign © * gel, oldugundan geH,(R")’dr. Bundan baska Via|<s i¢in
Df, >0%  (L,(R") de) olduundan, f, >g (H,(R") de) bulunur. Yani,

H,.(R"), tam uzaydir.
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H, cL, cJ oldugundan, Vf € H, igin onun Fourier déniigiimii vardir.

Lemma 4.1. f eH (R") olmas: igin gerek ve yeter kosul, f €J’ ve V|p|_<_ s igin
(271&)PFf] €L, olmasidir.

Ispat: feH,(R") olsun. H,cJ' oldugundan feJ'’dir. Ote yandan
f eH,(R") » V|p|<s i¢in f® eL,(R")’dir. Buradan, Plangeral teoremine gore,
Vipl<s igin  FfP]eL,R)’dr. F[f®]=GEFf] oldugu bilindiginden,
(EPFIf] L, (R") veya 2&PF[f] €L, (R") dir.

Tersinin ispat: igin, £ €J’ ve V|p|< s i¢in (22i£)’F[f] €L, (R") oldugu kabul edilir.
(24 EPFfleL,R™) © F[f®P]eL,(R*) = f® eL,(R*) = f ¢H,(R") bulunarak

Lemma ispatlanmig olur.

F[D “f] = 2#i&)"F[f] oldugundan, Plangerel teoremine gore, H (R") i¢in agagidaki

norm belirlenir:

Jef; = b |eagrreie), = | HZ|(2ni.§)"|2|F[f](§)|2dx

If ||: = I > |D"f lz dx = V|p| < s i¢in Planserel teoremine gore,
Rﬂ

(27[ | ZID"f(x)'de] 2(.; | |F[DPf1|’d§J =(l}|: | |(2ﬂi§)“F[f]l2d5] =

R7(plss

- (z J I(Zniaplzlﬂfll’d% )

lp|<sge
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p* =|g = E+..+& olsun. Kolaylkla ispatlanabildigi gibi dyle 0<c<C sabitleri
vardir ki,

Y |@agy[ <q+p’y < C|Z1: @&y [ 4.1

|ex|<s

Bu nedenle, H (R") uzayinda yeni norm belirlenebilir ve bu norm, (4.1) kosuluna gore
onceki norma denk olacaktir.

67 = [a+|ofy[FieNof g

fl

veya

; =Ja+lehFene),

Sonuncu normdan gériildiigu gibi H, uzay1 Vs €R i¢in de tammlanabilir:
feH ofel ve (1+p*)F(f) eL,.

Teorem 4.2. Vs eR igin H (R"), tam uzaydir.

Ispat: {f,} c H (R")’de Cauchy dizsi olsun. O halde H,(R")’in tammna gore,
{(1+p2)5’2F[fv](§)}, L,(R*)’de Cauchy dizisidir. Buradan ve L,(R") tam uzay

oldugundan If L, (R"),
1+ p*)*Hf,1(§) - £(&), (L,(R")°de)
g=(1+p*)¥*f olsun. g €]’ oldugu gosterilmelidir:

Vo €] igin
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(&) =|[ e®p(Id| = |[ (1+ p*) £ Ip(r)dx < [ o)1+ p7) e(x)|dx
<(llowa+ oy ) ([lfcof o)

(1+ p*)™** €8, olduundan 6,,’ye carpma iglemi J ’den J *ye , J’ *den J' ’ye siirekli
oldugundan ¢(1+ p*)™* €J *dur.

JcL, :>(J'¢(x)(l+p2)""2dx)<oo’d1r = |(g,p)| <0 olur. =>gel’dr

Burada 6,,, Oyle sonsuz piiriizsiz fonksiyonlar simfidir ki, (R" de), tiirevleri
polinomlarla majorantlanabilir. Bilindigi gibi, 8,,’den olan fonksiyonlara ¢arpma iglemi,

J’den J'’ye ve J’dan J’ye strekli doniigimdir. Bundan dolay
AT €)', F[T] =g dir.

f=1+p)?g=>0+p)”F[T]eL,(R*) ve TeJ'=>TeH (R*)’dir. O halde,
f,>T, (H,(R") de) oldugu gosterilmelidir.
f,>T, (H(R") de)<> [(1+p")[FIf,]-FIT| d&=0

Rn

[+ YIFIE,1-FITI dg = [+ p*)[FIE,1- o dE =

Rﬂ

= [a+ 2 Y[FIE1- A+ 02y 21 de = [|a+ o2 Hif, 1~ £ a6 [|f - f dg = 0=

= T eH,(R") ve {f,} dizisi, H (R") de T ’ye yakinsar.

Tanmm 4.1, Vs €R igin H (R") *de skaler ¢arpim,
(5.0), = A+ FIEKD, -+ FieiD),
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esitligi ile tanimlamr. Bu garpimla H_ uzay: Hilbert uzay: olugturur.

Teorem 4.3. H_(R"), aynlabilen uzaydir.

ispat: Once, H (R") ’in Hausdorff uzay1 oldugu ispatlanmahdir.

H_(R"), lineer uzay oldugundan Vy,,y, €H, i¢in Vy, ve Vy, c H(R") agik alt
kiimelerinin, y, € Vy,,y, €Vy, ve Vy, nVy, = olacak sekilde bulunabilecegi

gosterilmelidir. Burada Vy,,y, €H,, y,=0, y,=y#0 olsun. Ispat igin,

V, NV, # 0 oldugu kabul edilir. Burada

V& = {x eH,(R")

pi<f. n-T=.

L

8

Vy(m) = {x eH (R")

1
py-si<y}. m-
m
Kabule gore, Vn,m €N igin V{¥ V™ = 0 Bu esitsizlikte limite gegilirse,

V& A 1im V™ # 0
olur.
V& 5VED o ise lim V™ =y *dir. (4.2) esitsizliine gore,
m—>®
1
V@ ny2@=>yeV® oly|, <=
n

Bu esitsizlik, Vn i¢in dogru oldugundan,

I, <lim—=0

.0 1N
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Norm tanimna gére,
Ivl, =0 (4.4)

(4.3) ve (4.4) esitsizliklerinden, |ly|, = 0 bulunur. |y| =0=>y=0.

Buise, y, =y # 0 olmast ile gelisir. O halde H_(R"), Hausdorff uzayidir.
Teorem 4.4. H (R") uzayr C(R") uzaymnm |}, normuna gore kapanmasidr.
fspat 1) u € H, olsun. Bilindigi gibi

ueH,(R™) & V(&) = Flul(&)(1 + p*)** eL,(R") dir.

Bundan dolay1 ve L, normuna gore C? = L, oldugundan AW, (O} Cy,

W (&> v(E), k>, (L,(R")de)

__W.()
v (8) = A+ p>)~

eC2 = W, (&) = v, (H(1+p*)” dir.
Son egitlikten ve a’f =L, oldugundan,
Vi @(+ 0" > v(E), k>, (L,(R") de)

CocI=>v (&) el dr

Fourier doniigimii, F:J —J izomorfizm oldugundan u, =F'(v,)e] oyle ki,

oy —u, >0, (k—>ow)dr:
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Ju, —uf} = fa+p%y

Rﬂ

Flu, —u}(@) d& = [ 1+ p*)'[Flu, }(&) - Flu)(&)f d& =
fla+ 0" Flu 3@ - 1+ o) Flul@f d >0, k—>w

Rﬂ

O halde |u,-u| >0 (k—>w) dir. Yan, VueH, i¢in Iu}cC;c],

u, >u, k—>oo (H, de)oldugundan J = H, dur.

2) C2 =] (JH, normuna gore) oldugu ispatlamr:

M, in temmna gore,

s >5[, >l Vss eRr.
Bundan dolay1 | eN, 1> s igin
CZ =T (|}, normuna gore)
oldugunu ispatlamak yeterlidir.

vel ve v, (x)=h(ex)v(x) olsun. Burada, heC;, [x<1 i¢in h(x)=1,
= v, (x) eCy(R") dir.

V. =¥l = [h(ex)v(x) — v(x)]; = v - h(e))|; h(x)=1 |x<1
oldugundan,

1 11
h(ex) =1 |xe| < 1= [x] <—= sup h(ex) = (—;’;)

li_r)xgmpph(ex) =R=>1-h(ex)=0, €¢>0
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v @)} = [ 3 (D [v(x)1 - h(zx))]) dx -0, &0

R°al=1

s=0 igin H,(R*)=L,(R") drr.

[vG)(1 - h(a)];. = [v>(x)(1-h(ex))*dx = |(v* (x), (1- h(ex))’|

<[], la-hee?],,

lim|(1 - h(x))?|, = lim [ (1~ h(ex))*dx =

_ ;[iderde: gilgl(—fdx+ide - litgl[(—%+N) +(N——3]=O

N0\ —®© % N

Bu nedenle C2 =1J ([, normuna gore) dir. 1> s oldugundan Ce=J ([Hl, normuna

gore) olur.

1) ve 2) den elde edilen sonuglara gére E =H, dir.

Teorem 4.5. u eH_(R") ve veH_/(R") ise,

I, }, v, cCo(RY), o, v, >0, |vi-v|, >0 k—>o ve

lim [ u, (v, (x)dx

vardir. Bunun diginda,

[uGvGxdx| < ul, M.,

esitsizligi dogrudur.
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spat: [u, (x)v, ()dx = (27) | Flu, J(FIv, 1()d& =

(u,,v, €Cy cL, =u,,v, €L, = Planserel teoremine gore Fu,LFv,jeL,

vardir)

= @m)™ [+ Py Flu, IO+ p*) " FIv, J(§)dE

oldugundan ve L,(R")’de

1+ p*)Flu, 1(&) > (1+ p*)*Flul(§), k>,
1+ p*)PHv, (&) > 1 +p°) " HVIE), k>,

oldugundan son esitlikte limite gegerek,

lim [ u, (O, Gdx = (22) [ FLul(§FIVI2)e

bulunur. Burada,

f F[u](§)F[V](6)d5l =

[FLul©0 + p) " FIVIB( + 2™ d&i <

< ( [IFruxel a +p2)8d5) ( [ a+p? )‘sdéj =

= el ML, <o

= lim [0, GV, (x)dx vardur.
Rﬂ

[ uGovCadx

@7)™ [ Ful(HFvI(EXx =
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@)™ [Flul O+ p*) " FIVIO(+ o )'“dfl <

< [[Fru)@)|1+ p*)" d& f[FIVIOI1+ p*) 2 d& =l J¥] ..
Teorem 4.6. u c H_ (R") ise,

JuGovGadx
ol = o2

Ispat: Kogula gore ue H, > uel,, veCy =>velL,’ dr

JuCv(ax = 27)* | Ful(OFvIEE

u, (&) = FlulO+|8")*?, v,(&) = FIvI & +|g) ™

olsun. O halde u,,v, €L, (R") dir. Bu fonksiyonlanin tammina gére,

ol =Tl I = vl e

@Vl <ol Vil

0@ <lulivl, =l =42

Vv €C; oldugundan,

l(ul 1)|}
-2 4.5)
“u “ sup{ "Vl"
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Ozel durumda u, = v, oldugunda

_ l(uv ul)l
"ulllo ““1“0

Burada [ju, |, (4.5)daki kiimenin elemanlarindan biri oldufundan,

I(ul 7V1)|
bl el @9

(4.5) ve (4.6) egitsizliklerinden

bl - s el

o0
v,€Cy

Bu esitlik, Vv e Cy igin gosterilmelidir.

|, v)
ol < s;p{——

v,

C® =L,(R") oldugundan 3fu,} €CZ, u, >u, k—>w (L, de) ise, L, uzaymda

normun siirekliliinden,

= u, . =su |(_uk_,v_)_[ =10
"uk"L2 “ “Lz’ " k“L2 p{ “ VIIL2 }a k=1,

Burada limite gegilirse, skaler ¢arpmmun limitinin siirekliliginden,
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"u"h < sup {I(u, v)l}’ V20
eC,

veCy "V"L2
bulunur.

Teorem 4.7. H. uzayma ait olan 1 elemam
Iw) = f u()v(x)dx

seklindedir. Burada veH _ ve

=1, dur.

ispat: A (u) = (1+ p*)**Flu](£) olsun. Eger u eH, ise, Ajucl, ve

A ul

0 = Ilu“s dlr

A;H, > L, izometri oldugundan H. uzaymna ait olan | fonksiyoneli i¢in L)

uzaymndan olan bir eleman vardir. L, = L, oldugundan, 3w €L,,

[wlo =il ve @.7)

I(w) = (w,u) = [ W(DAudE= [w(g)(1+ ") Flul(£)ds

Burada v, H__ uzayindan olan yle fonksiyondur ki,

F[vI(§) = (1+ p*)*w(&) = V(&) = F [+ p*)* w(&)]
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v(x) = [ W(E1+p*) e g

veH, o vel' ve [[FIvI(Qf (1+p")*dE <

[V 1+ p*)*de = [Iw(@f 1+ p*)(1+ ) *dE = [[w(& dE <o
> FvI®0+p)™*? eL,(R*) > veH,

VP, = [V (1+ p*)*dé = [[w(d)] dg =

A
VP, =W ve (4.8) esitliginden,
M, =
elde edilir.

Teorem 4.8. u cH_(R") ve u,(x),u fonksiyonunun ortalamasi olsun. O halde
Juy —uf, >0, —>0

ispat: u,(x),unun ortalamasi yani, u,(x)=(u.w,)(x) oldugundan onun Fourier

doniisimi,
Flu, 1(8) = Flul($)Fw, 1(5)
seklindedir. Burada,

Flw, 1(5) = Flw](h¢) dur (4.8)

Flw,1(&) = J;wh(x)e'ié‘dx = EITIW(—B e ¥ dx = Iw(%) e_i(hé)@ dG:—) (4.9)
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3;; =y olsun. O halde
Flw,1(&) = | w(y)e™¥dy =F[w](h&) dir

F{w] strekli oldugundan, Flw](h&) fonksiyonlan h’a gore diizgiin siirhdirlar ve

Fiw](hé) — fIw](0),h— 0 ve

FIw}(0) = [ w(y)e™dy = [w(y)dy =1

Bu yakinsakhk, her bir kompakta diizgiin yakinsakliktir. O halde, Lebusgue integralinin

ozelliklere gore,

oy —ul, = [[FIu, 1 - Frul(@f @ +|) de =

= [IFLu&)FIw, 1) - FLul(§) 1+[&2)"dé =

= [ )@ [FIw, () - 1 +]gprde <

<suplFlwih) 1 [[Flul(af (1+[¢7)az
< Msup[F[w](h&) - 1" - 0
&eR®

luy —uf, >0,h—>0

Not 4.1: (4.10) formilindeki €™ fonksiyonu siirekli oldugundan (£ye gore)
Flw](h&), her bir kompaktda diizgiin stireklidir. Bu durumda w(y) = w,(y) dir. Yani,
1 yangaph kiirenin diginda w(y)=0 dir. Bu nedenle y,1 yancaph kiirede degerler
alrsa, &  ¢ifti, kompktda deferler alwr. Bunlann anlamu  ise,
Flw](h¢&) — lyakinsaklifinin her bir kompaktda diizgiin olmasidir yani F[w](hé) = 1.
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Not 4.2: F[w](h&) fonksiyonlari h’a gore diizgiin simirhdrriar:

Gergekten de,

[Flwl(he)|=

[ w(y)e **0dy
R

< j[w(y)“e“’“‘f) ldy
R

< I[w(y)e'iy““f)dyl =1 drr.
R

Teorem 4.9. Sobolev’in Gimme Teoremi:
Eger u eH,(R"), s> k+% ise, ueC* dir. Oyle ki,
Julle < Alul,

ve A,u’ya bagimh degildir.
Ispat: ispat, 2 kisimdan olugur:

1) u ecy (R")olsun. O halde, Ve,
o 1 ’ Y] i
o w0 =( L) [ao Fui@eras
) %
ve bundan dolay1 || < k oldugunda

|Du(x) | < @x)™ [[Flul @l +] ) 1+ |g*) > &=dg <

S(z,r)-n[ le[u](é)lz(Hl«ﬁz)“df] [I

Rn

¢“|2(1+|5|2)-*d§]
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o] < s—% ve

flef a+lefy=ag= fa+igy"a+lgdg

<]

(1+|§| T Ry

—d& <o dir.

= [aslghyae= [

Bu nedenle

1/2

[D*u(x)|< (27:)-"[ [IFrulef a+ |§|2)sd§i| [ flga+ |§|2)‘“d§] <

A

u

= ol < Alul, dir.

Burada |u|., . = Iﬁﬁflu(x)l + r{%%|u'(x)|+...+ I{(l)fﬁ(lu(k) (x)‘ dur.

c[0,1]
2) u eH_(R") olsun. Teorem (4.4)’ e gore,

Hu, } eCTR™),

u, —uf, >0,m—>c
Teoremin birinci kisminda ispatlandiina gore,
00— vl < Afun —va], dur.

Bu nedenle v e C*,u_ — v(C* da), m — . Ayrica,

u(p) = lim [u,(p(X)dx = [v(x)o(x)dx, ¢ €c7(R")

o halde ,hemen hemen her yerde u(x) = v(x) ve
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[ol.e < Alu], dr.

Yani u fonksiyonu, olgiisii sifir olan kiimede degistirilerek k mertebeden tiirevleri
stirekli olan fonksiyonlar haline getirilebilir.

4.2. Gomme Teoremleri

® cENF ved,E veF de her yerde yogun olsun. Yani, ®=E,®=F olsun. (Genel
olarak sonsuz piiriizsiiz fonksiyonlar kiimesi, ® ile gosterilir).

Vo e ® igin
lel, < clel,, e, sabit (4.10)
esitsizligi dogru olsun.

LE — F &yle operator olsun ki, I her bir ¢ e En¢ fonksiyonunu I(¢) =¢ e Fn®

ye donigtirsiin. (4.10) esitsizligine ve ® =E kosuluna gore, lineer I operatérii tiim E
ye siirekli genisletilebilir. Bu durumda her bir ¢ €E, I(p) €F e déniigmii§ olur. O
halde E,F ye gomiilmiistiir denir.

I gomme operatoriiniin 6zelliklerinin (siireklilik, tam stireklilik gibi) ispati, gomme

teoremlerini olusturur.

Burada aragtinlacak olan uzaylar D’ veya D[, uzaymin alt kimeleri oldugundan
gomme, asagidaki gibi de anlagilabilir:
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E ve F,R lineer topoloji uzaymun alt kiimeleri olsunlar. Bu durumda EninF ye
gomiilmesi, kiimelerdeki gibi E nin F ye ait olmas: gibi anlagilir, yani E — F. Bu halde

I, tim E uzaymnda tammlanmg olur ve o, LR — R birim operatoriinin E ye
daralmig1 olur.

Burada gereken halde gobmmenin her iki tamm aym olacaktir.

Teorem 4.10. E ve F Banach uzaylani R lineer topoloji uzayinin alt kiimeleri olsunlar.
Oyle ki, ||, ve ||, normalarma gére yakinsakliktan, R de yakinsaklik elde edilir.

Bunu diginda ® =ENF kimesi E veF de her yerde yogundur. O halde EcF
kosulu ve (4.10) esitsizligi denktirler.

Ispat: (4.10) esitsizligi dogru olsun ve u € E, keyfi eleman olsun. Bu durumda u €F
oldugu ispatlanir;

®=F ise Hu,} ¢, VueE igin, u, »>u, (E de), n— o olduundan ve (4.10)
kosulundan {u_},F de de Cauchy dizisidir. ({u,} c®,®cF= {u,} cF), yani F de
yakinsaktir. Teoremin sartina gore u, > u, R’de, n— o dir.

Bundan dolayr {u,} dizisinin limiti F uzayinda da u dur. O halde u €F dir. Yani
E c F’dir.

Yeterliligin ispat: i¢in E — F oldugu kabul edilir.

Ly ¢E —> ¢ €F I, birim operatdér olsun. 1’ nin kapali operator oldugu ispatlamr:

Bu operatér, tiim E de tammlandifindan, Banach teoremine gore, siirekli olacaktir.
Siireklilik ise, (4.10) esitsizligine denktir. Kapaliligin ispat: igin,

lu], >0 ve n—oo=|Iu)-ul =u,-uf, >0, n>e
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oldugu kabul edilir. O halde

u, >0 E’de ve u, >u (n—>ow)Fde, I(u,)>10) ve I(u,)—>uF’ de

= u=1(0) = 0°drr.

Yani I operatorii kapalidir. Yani E — F olmas: ise (4.10) kogulu saglanir. Bu ise,

teoremin ispatidir.

Bilindigi gibi H*(Q) ve C(Q)’ daki topolojiler D'(Q2) daki topolojiden giiglidiirler.
Bundan dolay1 (R = D’ veya R = D'(Q2)) oldugunda Teorem (4.7), H"(Q) ve C(QQ)
uzaylarna uygulanabilir.

Boylece E — F, bir uzaymn digerine topolojisi ile birlikte bir uzaymn digerine aitligi gibi
veya (4.10) kosulunun saglanmast gibi anlagihr. H"(QQ) uzaylan igin gomme

teoremlerinde Fourier déniigiimleri kullamlmaz ¢iinkii u e H*(Q2) fonksiyonlan tim

R" de belirlenmemislerdir.

4.3. R® Uzaymda Tammlanmis Fonksiyonlar icin Gémme Teoremleri:

1. H, uzaymm H, ve C uzaylarina gémiilmesi.

Teorem 4.11. H, uzaymmn H, ’ye gdmiilmesi igin,

v(&Ou'(&)<C  C,sabit 4.11)
esitsizliginin saglanmasi gerekli ve yeterlidir.

Burada u(&) ve v(&), agirhk fonksiyonlardir. Onlarn siirekli olmasi ve 6rnegin,

#(¢) igin
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- 1
#OE" () < {1 +]¢ - 1)
kosulunun (herhangi bir ¢ ve | sabitleri i¢in) saglanmasi farz edilir.

Ispat: Teorem (4.10)’a gore, (4.11) kogulunun

o, <

. ueCy, (4.12)

kosuluna denk oldugunu ispatlamak yeterlidir.

V(&) < cu(&) olsun. O halde,
Vi <€)
esitsizlifi Vu € C; igin |F[u](§)|2 ile carpilir ve integrali alimirsa,

[IFu1l' v (©)dg < & [ IFul@) 12 (9)dg = |l < e,

elde edilir. Yeterliligin ispat1 i¢in, (4.12) kosulunun varhig: kabul edilir. Vu € Cy igin

ol < clul, & [Frul©) v*(@dé < o [Frul(@) u*(©)ds

Son esitsizlikte h(&) = Flu](&)u(£) yazilirsa,

[ ©@f dg < c [l dg

elde edilir.
1) u,C,; da degistigi zaman, {H(B} =L,(R") oldugu ispatlanmalidir:
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w eL,(R") olsun. C? =L, oldugundan, Hw,}cCy, w, > w,n—>w (L,’de)..

v, igin {w,} eCy ise w,(£).47(£) eCy oldugundan, V, i¢in I{u,} < H,

Fu,1(§) = w, (&£ (&) = Fu, I (&) = w, (&)

Aynca {u,} c H,,C = H, oldugundan, V, igin

El{u,’m}CCff, u,, —>u,, m—>co H’de (4.13)
Bu nedenle, (4.13) kosulundan gorildigi gibi, 3{u’,,,} =C;,

Flugm (& u(8) > w(s), (L,)de, m—

Burada, {F[u,,, J(©)x(9)} = {b(9} oldugu agiktrr.

O halde, {E:)} =L,(R,) di.

2) (4.13) kosulu tim L,(R") uzaymnda dogru oldugundan, w(&) €L,,

w(&) > v(Qu (Ow() €L,

dontsimi, L, den L, ye lineer ve siireklidir (stmrhdir). O halde bu lineer dontigiimiin

normu,

( [v©n (f)déJ =low e,

esitligi ile belirlenir. Bu nedenle,
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[V ©@u*(©dE<wo

V(Ou(E) >0, VEeR" ve integralleme tiim R boyunca oldugundan v(&)u (&)
siirhdir yani, v(&u — (&) < ¢ dir.

Teorem 4.12. H, uzaymmn C(R") uzayina gémiilmesi igin,
[m*(©de=A* <w (4.14)
REI

kosulunun saglanmasi gerekli ve yeterlidir.

Yani, keyfi uecH, fonksiyonunun 6lgiisii sifir olan kiimede degistirmekle siirekli
olmasi i¢in (4.14) kosulunun saglanmas: gerekli ve yeterlidir.

Ispat: Teorem (4.10)’a gore, (4.14) kosulunun

m§x|u(x)| < cjul

ueCy (4.15)

kosuluna denk oldugunu ispatlamak gerekli ve yeterlidir.

Ispat igin, once, (4.14) kosulunun dogru oldugu kabul edilir. Ters Fourier

dontiglimiiniin tanimina gore,

u(x) = 27)™* [ Flu)(§)e'®"d¢

formiiliine Schwarz esitsizligi uygulamr ve (4.14) kosulu da gézoniine alinirsa,
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Juta)| < 27)™* [[FlulOm(@)p (EHE <

12

s(zn)-“( [[Fru1@ ey d:] ( | |;r‘(:)2|dfj < A%

-+
> ueCq

elde edilir. Yani (4.15) kosulu saflamr. Bu nedenle (4.13) dogru ise H, < C(R") dur.
Yeterliligin ispat1 igin, (4.15) kosulunun saglandigi kabuil edilir. Ozel durumda,

u(0)| < c||uﬂ” Yani,
o(x):u(x) — u(0)
6 fonksiyonu H, de siireklidir. Bu nedenle 6 e(H )"

(Hu)' =H1 oldugundan 6 eHl ve F[6]=1,0 eHl c:Ll;F:Ll _)Li izomorfizm

B i n n p p
oldugundan F[8]eL, dir. Yani 1eL, ise u'(&) €L,(R")dir. Bu ise, teoremin
n N
yeterlilifin ispatidir.

Bu teoremden, 6zel durumda agagidaki sonug bulunur (Sabolev’in gobmme teoremi):

wi (R*) c Colmas icin gerekli ve yeterli kogul,

1> g olmasidir. wP(R*)=H,, = (1+|&)"* ye dur.

Boyle p igin (4.14) kosulu, J' (1+4’)"d& <o olmas demektir. Bu esitsizlik ise,
Rn

1> g oldugunda dogrudur.

108



2) H, uzaymm L, ye gomiilmesi

1 1 . . . PP
; +? =1 oldugunda L, =L, dir. Yani, ueL;, ¢ €L, ise Holder esitsizliginden,

lu(o)|= < ( | Iu(x>|"de (I o) dx] = Il hul, <o

=>u(9) = IU(X)(p(x)dx <o

[ux)e(x)dx

elde edilir.

Lemma 4.2. L,(R") = {u eD’ |u((P)| < °||‘P

¢ €D l+i—1}
T 7p o

ispat: 1) u eL,(R*) ve Vo eD(R") olsun. Vp’>0 i¢in @ €L, oldugu agiktir.

Holder esitsizligine gore,
I/p Vp
[u(e)] =| [ ux)p()dx s( 1% (x)ldxj ( Jlo* (x)ldx) < ul, Jol.. = clol,,
R" R" R”

2) Tersinin ispat1 i¢in, u € D’ 6yle fonksiyon olsun ki, V@ e D(R") i¢in
u(e)| < cel, (4.16)
kosulunun varlig kabul edilsin. D=L, (R") oldugundan ve (4.16) kosulundan

@) <cle],, Ve eL,R")igin 4.17)

P P

O halde, ueL,, L, =L, l+i'=1 oldugundan, u €L, dir. Bu ise, lemmanin
p p

ispatidir.
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1, 1<r<2, dyle lokal integrallenebilen (&) fonksiyonlar uzay: olsun ki, onlar igin

(flﬂ(&)F[m(f)lzdéJ <de|., ¢eC; 4.17)

kogulu saglansin. (4.17) kosulunu saglayan c sabitlerinin en kigigi, u’(B) ile
gosterilir.

Teorem 4.13 H, uzaymin L, ye (p>2) gomiilmesi i¢in, p~'(£) €y}, kosulunun
saglanmas: gerekli ve yeterlidir.

Not 4.3. p = oldugunda p’' =1 ve g’ =L, dir. Bu durumda Teorem (4.12), Teorem
(4.13)’tin limit halidir.

Ispat: 1) Yeterliligin ispat1 igin, 4™'(£) € 4%, oldugu kabul edilir.

VueH, ve Vo €Cy olsun. Schwartz esitsizligine gore,

[u(e)| <

[uCyeGdx| = | [ Ful@)FielE)e| =

= ([ [Frux@u@ e ©Fole)|e

Rn

< [ [ ©Fe1e) d&] o,

lu(o)|

=Sl = sup T
* oeCy |ol,

< cll,,

Buise, H, c L, demektir.

2) Gerekliligin ispat1 igin,

[, < e

ueH, (4.18)

L
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oldugu kabul edilir. Bu durumda belirtilmis V@ € Cy igin 1,(u) = u(e) fonksiyoneli
H, de siirekli olacaktir: Holder esitsizlifine gore,

p’

|1q,(u)| = |u(o)| = < ( j |u(x)|deJ ( j o) de (4.19)

J ()0
Rﬂ
Vp'>0igin ¢ eCy =>eL, dir. O halde (4.19) kosuluna gore,

I, )| < el lul, <[clel, fu], otur.

Sonuncu esitsizlikten gorildiigi gibi, bu fonksiyonelin normu [c||¢|lp,] yii agmiyor.

Ote yandan 1, fonksiyonelinin normu || . e esittir. Bunun nedeni ise, Schwartz

esitsizligine gore,

1,(w)|=

[ FrulGoFleltdx = | [[ueorulo] (x)ﬁ(x)]dx‘

1/2

< (I [wGoFTl’ dxj ( J I oFToIGOl dx] = ol Il

ve u=(u")p(x) ise

|1<v (u)| =

[ ueoGadr| = | [[n0Cof dx < [l oGl x =l ..

olur. O halde,

( ) u‘2(§)|ﬂ¢](5)|2d5] <del,. @eC;
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Bu ise, 4* uzaymmn tammina gbre, ' € ) demektir.

Not 4.4. Teorem (4.12) ve Teorem (4.13) tekrar edilirse sirastyla
m/2 m/2
(1 + Iflz) £ eL,(R") ve (1 + [6]2) (O en,

kosullarmmn H, = C™ ve H, c W™ gommeleri i¢in gerekli ve yeterli kosul oldugu

gorulir.
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