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YARI-LINEER PARABOLIK DIiFERENSIYEL DENKLEMLERDE BiLINMEYEN
KATSAYININ BULUNMASI iCIN SAYISAL PROSEDURLER

Nimet Kirgiz

Anahtar Kelimeler: Ters Problemler, Parabolik Denklemler, Bilinmeyen Katsayi, Sonlu

Fark Denklemleri

Ozet: Bu galismada, yari lineer parabolik diferensiyel denklemlerde bilinmeyen kontrol
fonksiyonunun bulunmasi igin yazili ters problemin ¢oziimiinde uygulanan sayisal ¢oziim

prosediirleri incelenmigtir.

Bir boyutlu durumda problem ele alinmig, ¢6ziim i¢in uygulanan sonlu fark semalarinin

ozellikleri incelenmis ve arastirilmigtir.

Farkli prosediirler kullanilarak testler {izerinde sayisal g¢oziimler yapilmis ve bu

prosediirlerin kargilagtirilmali analizi yapiimigtir.



NUMERICAL PROCEDURES FOR THE DETERMINATION OF AN UNKNOWN
COFFICIENT IN SEMI-LINEAR PARABOLIC DIFFERENTIAL EQUATIONS

Nimet Kirgiz

Keywords: Inverse Problems, Parabolic Equations, Unknown Coefficients, Finite-

Difference Equations.

Abstract: In this work, inverse problem for determining unknown control function in the

semi-linear parabolic equation is investigated.

One and two dimensional cases formulation of this problem is considered and the

properties of finite-difference schemes for the numerical solution is studied.

Numerical solutions for the comparative analysis of these numerical procedures are

presented.
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ONSOZ ve TESEKKUR

Parabolik kismi tiirevli diferensiyel denklemlerde ek wveriler kullanarak bilinmeyen

katsayilarin bulunmasi, uygulamali matematigin giincel problemlerinden biridir.
Bana bu konuda ¢alijma olanagi veren damigmanim sayin Yrd.Dog¢.Dr. Afet

FATULLAYEV (KO.U., FEN-ED. FAK.,, FiZiK BOLUMU), yardimlarindan dolay: Fizik

Boliimii aragtirma gorevlisi arkadagim Emine CAN’a tesekkiirlerimi sunarim.
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BOLUM 1

GIiRiS

Parabolik kismi tarevli diferensiyel denklemlerde ¢k wveriler kullanarak, bilinmeyen
katsayilarin  bulunmast, uygulamali matematigin gincel problemlerinden biridir. Ters
problemler denilen bu problemler, 6rnegin; s1 transferi problemlerinde, 1s1 gegiren cismin
dahilinde, sicaklik 6lgimlerine baglt olarak, cismin yilizeyinde 1s1 akiginin
degerlendirilmesi problemi; g6zenekli ortamlarin hidrolik o6zelliklerini bulmak i¢in yazili
difiizyon problemleri, sicaklik dagilimi ol¢iimlerine dayanarak sivi iz dagiliminin elde
edilmesi problemleri vs. dir. [12,13-33] Kaynaklarda, .ok sayida bu tir problemlerle

kargilagabiliriz.

Cogu zaman, bilinmeyen katsayilarin bulunmasi, ¢ok zor fiziksel deneylerin yapilmasini
gerektirmektedir. Ters problemlerin amaci, bu sekildeki, yapiimasi zor fiziksel

problemleri, irig verilerinin dlgilmesi kolay matematiksel problemlerle degismektir.

Boyle problemlerin ¢6ziimi igin gok sik kullamlan yaklagimlar, “En Kugiik Kareler Tipi”
yontemidir. Bu yaklasgimda ters problem optimizasyon problemi ile degistirilmekte ve
bilinmeyenlerin parametrik ifadelerindeki katsayilar oyle secilmektedir ki, elde edilen

¢ozlim, ek verileri ifade eden 6lgiim sonuglart ile en iyi sekilde bagdagmig olsun.

Ikinci yaklagim, bilinmeyen katsayilar, verilen ek kosullardan ifade ederek denklemde

yazip, elde edilen “lokal olmayan, klasik olmayan” denklemin ¢oziimiinden olugmaktadir.

Ters katsayi problemlerinde ek kosullar, i¢ noktada ve sadece simirlarda olmak {izere iki

tirlii verilebilir.
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Bazt durumlarda ek kosullarin i¢ noktalarda elde edilmesi imkansiz oldugundan, sadece

sinirda verilen kosullarda problem ¢6ziilmektedir.

Parabolik denklemler igin ters katsayr problemleri, sadece zaman degiskenine bagh
katsayilarin bulunmasi ile ifade edilmigse, (Bu katsayilara kontrol katsayilari denir.) bu
problemlere kontrol problemleri denir. Bu vb. bilinmeyen kontrol katsayilarinin bulunmasi

icin yazili ters problemler, yakin gegmiste [3, 4, 8-11] yazarlar aragtirilmmstir.

Bu caligmada yari-lineer diferensiyel denklemlerde bilinmeyen katsayilarin bulunmast

problemi incelenmigtir.
Tezin yapisi asagidaki sekildedir:

2. Bolumde, problemin ¢oziimi i¢in uygulanan ¢oziim prosediirlerinden birincisi ele

alinmigtir.

2.1. Alt bolimiinde, birinci ¢oziim prosediini asamalarla verilmis ve bu prosediirde

uygulanan sonlu fark semast yazilmis ve sayisal ¢oziimiin ozellikleri ifade edilmistir.

2.2. Alt boliimiinde bu ¢oziim prosediiriindeki sonlu fark semasinin yakinsakligi formiile

edilmis ve adimlarla ispati verilmistir.

3. Boliimde problemin ¢6zimii i¢in uygulanan ikinci prosediirii ele alinmustir.

4. Boliimde uygulanan iki farkli prosediirle sayisal ¢oziim sonuglari verilmistir.

4.1. Alt bélumiinde, sayisal ¢6zim igin test olusturulmus, ikinci alt béliimde, yapilan test
igin birinet -sayisal ¢oziim prosediirii, tigincii alt boliimde ise, ikinci ¢oziim prosediirii ile

sayisal ¢oziim prosediirii uygulanmistir.

Dordiincii alt bolimde, uygulanan bu iki prosedirle elde edilen sayisal ¢6ziim Ornekleri

iizerinde bu prosediirlerin kargilagtirmali analizi yapiimistir.
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BOLUM 2

YARI-LINEER PARABOLIK DIiFERANSIYEL DENKLEMLERDE BILINMEYEN
KATSAYININ BULUNMASI iCIN SAYISAL PROSEDURLER

Bu boliimde,

Ui = Ut p(HUH(x,1) , (x,t) € Qr=(0,1)x(0,T] 2.1)
U(x,0)= ¢ (x) , 0<x<1

U(0,t)=gi(t)

U(1,t)=ga(t) s 0<t<T

sistemini,

U(x*,t)=E(t) , 0<x*<1, 0<t<T 2.2)

Kosulu jle saglayan bilinmeyen U=U(x,t) ve p(t) fonksiyonlarinin bulunmas: ile ifade

edilen ters problemin ¢6ziimii i¢in uygulanan sayisal ¢oziim prosediirleri verilecektir.

2.1. Birinci Coziim Prosediirii

[-ip(s)&] [‘j'p(s)tls']
V(x,t) = U(x,t)e* ° , r(t)y=e* * 2.3)
ve
Uk, 1) =8 p(t) = L @4)

r(t) ’ ()



seklinde tanimlansinlar.

(2.3) ile ifade edilen (U,p)=>(V,r) déniigiimii, (2.1)’den p(t)U terimini elimine etmemize

imkan saglar.

(2.1)’de, (2.3) ve (2.4) donugimleri ele alinirsa:

V(x,t) = U(x, t)e("iv(s)‘k]

V(x,t) = U(x,t) r(t)

V(x,t)

U(x,t) = <0

Ve

(1) = i

oldugundan

= p(s)ds

rity=e°*  (-p()=rt)(-p(t))
olur. Buradan

_-r®
p(t) = o

bulunur.
(2.4)den,



V, (x,t)r(t) - r'(t)V(x,1)
0)i

t
~[pesyas ~[res

U, (x,t)=V,(xt)e° -p(He°  V(x,t)

U,(x,tj=

_ Vi1 p()
U, (x,t) = ——————r(t) + 0 V(x,t)

olarak bulunur.

o’U oV _ A V(x,1)
axz - axz .l'(t) ve p(t)U p(t) I'(t)

ifadeleri (2.1)’de yerine yazilirsa,

V,(x,t)  p(t) oV 1 V(x,t)
—r(t) + 0 V(x,t) = PERR +p(t) ) +f(x,t)

elde edilir.

Son ifadenin her iki tarafi r(t) ile ¢arptlirsa,

2

V,(x,1)+p(1).V(x,1t) = oV +p(t).V(x,t) + r(t).f(x, 1)

axl

bulunur.,

Sadelestirme sonucu bu ifadeden;

2

v +r(t)f(x,t)

2

V(x,t) =2

elde edilir.



0
.f pis)ds

U(x,0)= ¢ (x) ,i{(0)=e © =1 den,

V(x,0)  V(x,0)
r0) 1

U(x,0) =

U(x,00=V(x,0)= ¢ (x)

olarak bulunur.

U(0,t)=gs(t)

V(0,1

U
(0.0)= '

=gy(t)

Buradan,

V(0,t)=r(t).g1(t) ,

benzer olarak,

U(L,t)=ga(t)

V(L 1)

U(1,t
(LYy=——7"- "

=ga(t)

V(1,t)=r(t).gat)

olarak bulunur.
(2.2)’den,

V(x*,1)

U(x*,t)= o



V(x*,)=U(x*t).r(t)
Vx* )=E(t).1(t)

_ V(x*,t)

r(t) EQ)

elde edilir.

Biitiin bunlara gore (V,r) ikilisi asagidakileri saglar:
Vt=Vxx+r(t).f(x,t) > (X,t) [ QT (2.5)
V(x,0)= 0 (x) , 0<x<1

V(0,t)=r(t).g:1(t)
V(1,t)=r(t).ga(t) X 0<t<T

ve

%k
r(t) = Xi:%ig i 0<x*<1, O<t<T (2.6)

(2.6), (2.5)’de yerine yazilirsa, V’nin agagidaki lokal olmayan parabolik denklemi

sagladig gorulir.

%
=v_ + Y5 e

t T VYxx E(t) > (X,t) € QT

V(x,0)= ¢ (x e



_ V(LY
V(0,t) = E(D) g,(1) , 0<t<T
VLt = Vg‘(:;t) &) ,  0si<T
Burada,

F(x, = tV/E(t), Go(t)=gi(tVE() ve Gn(t)=gat)/E(t) ile isaretlenirse, (2.5) asagidaki
sekilde ifade edilir.

V=Vt VIXE ). F(x,1) , (x,t) € Qy 2.7
V(x,0)= ¢ (x) , 0<x<1

V(0,5)=V(x*,1) Golt)
V(1,)=V(x* t)Gx(t) , 0<t<T

N pozitif tamsayr ve h=Ax=1/N, x=ih, i=0,....,N olsun. M>0 pozitif tamsay1 ve =T/M,
ty=nt, 0=0,.....M olsunlar. (2.7) probleminin ¢dziimi i¢in sonlu fark semasimi yazmadan

once her P(x) € C*[0,1] piiriizsiiz fonksiyonu igin asagidaki lemmay ispatlayalim.

Lemma 2.1. P(x) € C*[0,1] olsun.

x*e lXio,Xio+| ise (2.8)
0 zaman,
P(x*)=l1——¥1§"—P(xio)+8h—"'P(xin,,)+O(hz) dir. 2.9

Burada, 8, =x*—x; dir. (Sekil2.1)



Ox
=
Pt
:xio X* X;
Sekil 2.1
Ispat:
P(x;, ) = P(x*) + AxP'(x*) + O(h?) Ax =x, —x*=-3,

P(x; )= P +(h -8 )P'(x*)+0(h?)  Ax=x, -x*=h-3§,

Bu ifadeler (2.9) da yerine yazilirsa,

P(x*) =1 [P( #)-§_P'(x*)+ O(h )]+ [p(x*)+(h 5,)P' (x*)+O(h?)]
P(x*)=(h‘8* +8—}:—)P(x*)—~—h§—‘—6 P'(x *)+ (h—8_)P'(x*)+O(h?)

islemleri ile (2.9) un saglandig goralir.
(2.9) ifadesi, sonlu fark gemasinda V(x*,t) terimine yaklasim igin kullanilacaktir. (2.7)

problemi igin tam kapali yema, denklem igin yaklagim ifadesi Q, = {(x,, n)}kafem (Sekil

2.2) tizerinde, t,
V-V VR -2V 4V .
i i i+l > i-1 +V()\ t) F(X t)
1 h :
n+l
i-1, n+lfi ,n+1 fi+], n+l
seklinde alinirsa ve bu ifadede, N o ofe oo oo o]e e
. i,n
! >
i-1 i i+l 1

Sekil 2.2
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Vi =V(x*,t), F =F(x,,t,) ve G,(t)=(x,,t,) ile ivsaretlenip diizenlenirse, agagidaki

sonlu farklar gemasi elde edilir.

Vi-VE OV -2V VY

= 2 +EV! (2.10)
T h
i=(1,....,N-1) , h21
Ve =g ,i=(0,1,...,N)
V' =Grv ,i=0,N, n=1
Burada, (2.9) a gore V,',
Ve = h-3, \'% +8—‘v;'+, , 0] (2.11)
h * h "
olarak tanimlanmustir.

Goruldiga gibi (2.10)-(2.11), yari-kapali sonlu farklar semasidir. Cankid V(x*t) icin
yaklagim ifadesinde bir 6nceki katmandan degerler alinmistir. (3.5)-(3.6) semasinin hatasi,
hiperbolik denklemler igin geriye sonlu farklar semasindan oldugu gibi O(h*+t) olur.
(2.10)-(2.11) min ¢oziimi, TDMA (Tree Diagonal Matrix Algorithma) yontemi ile

yapilabilir.

Lemma 2.2. |V, | < max |Vi" , 120 esitsizligi saglanmaktadir.
0<igN

ispat:

(2.11) ifadesinde,

Vo=max{Vy, V., } olarak alinsin.
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(2.11) da V;"’ler yerine bu maksimum deger yazilsin.

h-9

IVJ‘ < |—=2Vr +§—"—Vi“
] h Q

AV, = Vin = Vi e AV, = VimVir gioun. (2.12)
h h
Ay, = Y= zh\f Vi (2.13)
Vii—Vi V-V,
..o —V. ¥y 8 .. —2V. +V.
A;A:\,l = A-‘ (A-(-\V‘): A—-\ VH] vl - h h r V|+1 21 + i-1 (2)
' ‘ h h h
(1) ve (2) den,
A2V, =A AV, olarak bulunur.
AV, = Via - 2\2/‘ Vi ve her @; igin
h
A (mi\/i)z ALV, +V, Ao, + Ao, AV, +Ao, ALV, (2.14)

oldugu, sag ve sol taraf agik sekilde yazilip, esit oldugu gosterilerek bulunur.

(2.13) den,
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-20,V,+o,,V,,

h sol taraf elde edilir.

Alx (‘D;Va)= (Di+1Vi+l

(2.14) Gn sag tarafi agilirsa,

®, Vi —20,V;+0,V;, + 0, Vi —20,V,,, +0,,V,, + 0, -0, V-V
h? h? h ' h

o,-0, V,-V, oV, -20V,+o,V,, 0,V ~20,V,,, +0,,V,,
+ . = +

i i+l

h h h? h?
o,V,, -, V-0V, +o_V, oV, -0,V,-0,,V,+e,,V,
+ +
h2 hZ
V.. -20.V.—o. . V. -
- m1+lvn+l 20)|V| mu-—l i-1 elde edlhr‘

hZ

Sag ve sol tarafin esitliginden (2.14) gosterilmis olur. Bu ifade yakinsakligi gostermemiz

i¢in kullanilacaktir.
2.2. Birinci Coziim Prosediiriindeki Sonlu Fark Semasinin Yakinsakhg

¢—x*}ve T>0

Teorem 2.1. VeC*? (Qr) olsun. O zaman f, g verilerine, E, d = min {x *l,

degerlerine bagh dyle hy>0, To>0 degerleri var ki, her O<h<hy ve 0<1<70 lar igind ve T

degerleri ve V’nin C** deki normuna bagls,

< C(h,7)

max

i,n

Vit = V(x;,t,)

esitsizligini saglayan C>0 sabiti vardir.

Ispat: (2.10), asagidaki sekilde yazilsin,
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Adim 1: ¢! =V -V(x;,t,) olsun. O zaman bu ifade, (2.10) de yerine yazilsin.

vin = e? +V(xi>tn)

n n-1
n el yix 1 )= V(x.
o e | V0= V) g2 en L A2y, 1) 4 B €2 + V(e ty)
T T
n n-1
n_ e _ Vix..t. )= V(x
SO Aol 4 ERel + ALV(x,, b, ) ENV(xo, )~ it )~ VX ta)
T T
Burada,

V(xiatn ) - V(xi>tn—l)

g = A2 V(x;, t, )+ E'V(x,,th ) - ile isaretlenirse

T
ef —ef”!
A Al +Eel 8!
T
(2.15)
bulunur.
e =V -V(x;,t,) ifadesine sinir kogullari uygulansin.

VY = ¢ +V(x;,0) =i

e =i - V(x,0)
V(xi,0)=¢; oldugundan
e?=0 bulunur.

Vi =GV , i=0,N

el +V(x;,t,)=Gl (el +V(x.,t,,)



el =Glel™ +G]V(x,,t, ) - V(x;,t,)

Burada,

T =G} V(x,,t,) - V(x;,t,) ile isaretlenirse,
el =Glel ™ +7! elde edilir.

Bulunan ifadeler yazilirsa,

n n-l

%:Aie;‘ +E e, (L. N), N2 (2.16)
&’ =0

el =Glel ' +7 , 1=0,N, nx1

elde edilir.

Lemma 2.3 VeC* (QT) ve veriler pirizsiz olsun. O zaman Oyle K>0 sabiti ve

Cy = C,{|V|o. ) vardir ki, asagidaki esitsizlikler saglanmaktadr.

maxje?|< C, (h? +1) , max[f;‘] <C,(h%7) 2.17)
0<igsN,0<snsM 0<sis<N.O0<n<M
max|G?| <K , max|F;'| <K (2.18)
0<i<N,0<nsM 0<icsN.O=n<M

V(xi 9tn ) - V(xi s tn—l)
T

ispat: 8? = Asz(Xi,tn ) + Firl V(xt’tn—l ) -
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V(Xi,tn1), (Xi,tn) noktasinda Taylor serisine agilirsa,

2
V(X tao) = V(X t,) —TVI(x;,t n)+—2—V"(x|, n)———V "(X;5tq )+0(‘E )

ve buradan,

V(xn n) v(xnt —l) V'—EV"+iV"’—O(‘CS) (*)
T 2 3!

Benzer sekilde,

V(X;,ta) = 2V(x;,t, ) + VX, t,)
h2

Aiv(xiatn) -

ifadesindeki V(Xis1,tn) ve V(Xir1,tn) ler, (x;,t,) noktasinda sirasiyla Taylor sersine agilsin;

2 3
V(Xiu1s ) = V(Xiy 8 )+ BV (5 8 )+"‘—v (xit .,>+"—v (x;,t,)+ O )

2 3

V(X prty) = V(Ko t,) - hV(x.,.,>+92——v (Xty) —v "(x;,t,)+ O(h)

l—l’ n i>"n

Bu agilimlar AV(xi,t,) de yerine yazilir ve burada V=V(x;,) ile isaretlenirse,

h2 "4 h3 m h2 n h m 4
VeV 4=V oV +0(h*) -2V +V-hV'+— S V7= V70"

AN V(x;,t,) = v



h2

27V”+O(h4)

h2
= V"+0(h?)

(*) ve (**) dan elde edilen sonuglar " de yerine yazilsin.

Ein = Vxx(Xi,tn) + 0(h4) + F;"V(x*,t.,-l) - Vl(xi’t") + O(t)
(1.7) den,

Vix(Xi,tn) + F"V(Xu,tn1) — Vi(xitn) = 0 oldugu gordlir.

Sonug olarak &" = O(h?) + O(t) bulunur ve

<C,(h?+1) gosterilmig olur.

n
€5

max

0<isN,0snsM

-‘E:‘l = G?V(X*,tn_l)—V(Xi,tn), i=O,N

(2,7) ye 6re, G} V(x,,t,,) = V(x;,t,)

Bu T de yerine yazilirsa,

olacag agiktir.

max

<C,(h?%,7) yazlabilir.

=n
Y

05isN,0sn<M

(2.18) esitsizlikleri, F, G ve E#0 verilerinin piirtizsizligi kullanilarak gosterilebilir.

**)



Go(t) = git) / E(t)
Gn(D) = g2(t) / E(Y)

Burada g;(t) ve ga(t) sumirly, E(t)=0 oldugundan g;(t)/E(t) ve ga(t)/E(t) simrhdir.

max|G;

<K yazilabilir.

0<isN,0<n<M

Benzer sekilde,
F(x,t)=f(x,t) / E(t) ve burada f(x,t) sinirli, E(t)#0 oldugundan f(x,t)/E(t) sinirldur.

max

F'

<K oldugu goralur.

0£isN,0<snsM

Adim 2: o(x)=1+ Q{(x -x*)? }'ile tamimlansin. Burada Q>0 pozitif sabit olarak segilsin.

e =o;y; ,i=(0,1,....,N),0<n<M olsun, (2.19)
(2.11) dan,

n b8 o B o 2.20
* =Ty igYig h ig+1 Y ig+l (2.20)

=y: +Qy.
Burada,
h-38, O, :
M=y e (-8, din 221)
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Lemma 2.4. (2.21) ifadesinde,
Y, = max {y}‘o,y{’o +,} alinsin.
Bu maksimum deger, (2.21) de y;" ler yerine yazilsin. Bu durumda,

h —‘Sx 82v~n

h X i0+

n S, ~n
Yo S T(h—Sx)’yio

h-8, S,
<y —28§2 4+ X (h-§ )?
y.o( %% h( X)J
3 3
_yn 82 =Ox 15 ho2s? 4 0x
0 h *h
:y;:, (_83 +8xh)
- 2

=y hT <h?® max ly”

ya, <h? max ly'i‘

oldugu gorilar.

Burada,

F(8,)=-82 +38,h ile isaretlensin.

OF
85,

=-23, +h

-26,+h=0
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5y =
2

X
Bu deger F(3,) de yerine yazilsin.

h)+hh__hi W _-hieaht b
2

F@S,) =~ —
®.) (2 PR 4 4

(2.19) ve (2.20) dontgamleri, (2.16) da kullamlirsa,

n n-1
Q;¥; —0;Y;
T

=0, 80y7 +F (7 +Qui) +8
ifadesi elde edilir.
Burada Aa,y! degeri (2.14) dan yerine yazilirsa,

n n-1
0y —0;Y;
T

= (DiA:zxY? + Yi+1A2xmi + AJ.;‘D;-IAJ;Yi + A-;miﬂAt;Yi-l +F' (Y:-l + QY::‘) ""8?

bulunur.

Her iki taraf @; ile bélundrse, asagldziki ifade bulunur.

n -] 1 n 2 + +
P Y F' . iy . & AL, Ao, N Ao,
Yol Ay e i(yrt Q) ey, Sl ALy, SxTi Ay, Sai
T ©, o, o, o, ;
i=(1,...,N-1), | <n<M 2.22)
&’ =
m;y;°=0
0
P =—
o;

=0 ,i=(0,......,.N) (2.23)
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n__mn n-1 , =n L
e; =Gje, +T; ,1=0,N

=n

n _ ~n n-l
o;y; =Gje, +T

y, = Gi (o +Qy )+ ,i=ON,n>1 (2.29)
i i
Adim 3: A>0ve y! =eMr 2! Li=(0,....N),<n<M olsun (2.25)

(2.25), (2.22) de yerine yazilsin.

2
oMy A2 n Moy Fin n-1 n-1 8? n :
=e" ALz +e" ' —(z, +Qz, )+—+e" "z,

w; ©; i

At -
e’"‘“z}1 —gMn1 0!

T

+ +
M, n A+ A.'m‘-—l My At oD A,'(’)'—I T -
+e"nzl AT = 4 e ALz ———— ,1=(1,...,N),1<n<M
; (Di
Her iki taraf ™" ile boliinsiin.
n n-1 n [ ~AT 2
e Z: —Z: e B . ~ . & l-e Ao,
MIE L g+ Qe ) e I gr gy, S
T o, o, T ;
Ao, Ao, .
+A‘;z'i"‘—“+A‘;z’i’_,*m—" , 1=(1,....... N),1<n<M (2.26)

i i

bulunur.
(2.23) ve (2.24) e, (2.25) donigimil uygulansin.

yi =e*z] =0
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Buradan,
0
0 _
Z; = euo
z'=0 ,i=(0,.......N)

olarak bulunur.

G (g QUL+

i i

yi =

G; B ay T
Mzl =—LeMu (21 + Qi)+
® ©

i i

G! eMt I
z] =— (i7" +Qzi )+ e
o

Yo, M

i i

PV € _ L o4
z] =e MLzl +Qzl )+ e M
®

i i

e

olarak bulunur.

Lemma 2.5. Tim i = (0,.....,N) ser i¢in asagidaki esitsizlikler tanimlanmugtir.

2. Ax" o,
2% <2q : H <2Q
o, o,
£
AX"w; <2Q
i
<

,i=ON, nx1

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)



% <x'<1- % icin gergeklenir.

ispat:
Ao |0, -20,+o,| [1+Q(x,, -x") —20+Qx; -x)*) +1+Qx,, —x")’|
o [ | b || ho,

1

Qe - 2%, x" +x%) - 2-2Q(x? —2x,x" +x7 ) +1+ Q2 — 2x, X" +x7 )|
| |

2 2 2
=|Q(xi2+1 = 2%, X xY = 2xE H4xx* - 2xT 4 xE - 2% x " X" )|

h?w, l

Q(xi2+l +xi2—1 + ZX*(zxi =X ~Xig) 2xi2)|
h’o, l

o 2 2 2 2
_ Q[(Xm =X )+ (X = X) F 2% (X~ X F X Xy )]‘
h’w, |

Q[(xm =% WX +%; )+ (X =% )X, +%;)+ 2% (<h +h)j
h’;

Qh(x;,, - xi—1)|
h2e

Qe +x)+ C)xi +x,)) _[Qlh(xiw +x; —xiy —x,)
h?o, } [ h’o,

I

Qhzh| |2n?Q| |2q|

hzmil—lhzmil_lmil

<2Q
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|ax* m'll_’m, —o,,| |1+Q(x;-x)-1-Q(x; , -x")’|
o || b ] ho, |

- * o ‘: L 2
Q(x? -2x,x" +x" ) - Q(x2, —2x, X" +x )|:|Q(xi2-2xix +x7 —x}, +2x, X

x|

B j ho, n ho,

Qlex; =xi)+ 06 ~xi)+2x"(xiy =x)] _[Qlhex; +x,) +2x" (-h)
ho, . I ho;, l

il

Qh(x; +x,, —2x )| |2Q|
ho, | ]

1

|
|

[Axm]_lm,+l o, [1+Q(x,, -
| o | | boy || ho)i I

Q( |+| 2X
- ho. ]

Q[(xi+l = X J(Xi %) +2x"(x, '"xm)]’ - lQ[h(xm X5 )+2x‘(_h)]l
ho, ' l | ho,

lQh(x,+,+x ~2x")||Qexi -x)+(x, —X")I<|2Q|

ho; l l ; ' Ico,|

<2Q

=| 1 I___l 1 |<l

“\2 21—
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Adim 4: Bu adimda tiim 0 < h < hg, 0 < T <Tj igin hy=he(d,K)>0, 10=70(d,K)>0 seklinde

tamimlayajim.
Oyle ki,

max < Co(h*+1) (2.32)

n
Z;

0<i<N,0<n<M

n
Z;

. . P NP . - . e
lerin maksimumu (i ,n ) ile isaretlensin ve z;'. > 0 olsun. Bu takdirde iki durum vardir:

Durum 1: i’ sinir noktas: olsun ve M'= z;’.‘ olarak gosterilsin. (2.27), (2.28), lemma 2.1,

lemma 2.2 ve (2.31) den yararlanarak herhangi bir A>0 i¢in

W < K0+Qh?)

1708 M* +Cy(h% +1) (2.33)

Burada C,, sadece V ve T ye baghdir.
M = z:’ >0

Mn — e-—kt _gi(zn—l + Qzu—l)+ efht,, ﬁ_
(D * e

i i

—=h

n
M* < e”“gi—z'f:"l + e'“g?—zf;l e i
0, ; ;
KM*  KQh*M*
< +XQ +Cy(h? +1)

1+Qd?  1+Qd?
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2
S—ISQLQ};—)M* +C,(h? +7)
1+Qd
2K d
Q=— ve h< secilirse
d? V2K ¢

1-K+Q(d*-Kh?)>1 bulunur.

M < K(+Qh?)

170 M* +Cg(h? +1)

2
v K(@+Qh?)

170 M*+Cy(h% +1)

J;_K(1+Qn?) )
M(l 1700 jsco(h +1)

JSCO(hz—&-t)

M.(1+Qd2 ~K(1+Qh?)
1+Qd?

2 2
M.[1—K+Q(d ~Kh?)

T of ]SCO(h2+‘C)

M < Co(h? +7).1+Qd?) _ C,(h? +1)

- VT <Cy(h?
1-K +Q(d* -Kn?) 1—K+Q(d2_Kh2)< o(h? +7)

Durum 2: (i',j’) i¢ nokta olsun ve

. 1 d .
h<min {—,——=} secilsin.
{ZQ JzK} i

(2.34)

(2.35)
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Ayrik maksimum prensibinden ve (2.26) dan takip edilebilir ki,

1— -At

M* <K(M* +Qh*M*)+2QM* + C,(h? +1)

T < Tg olmasi igin A = 2{K(l +Q)+2Q+ 1} ve Ty > 0 segilirse

- - - 1 In2
e )‘.tev >e AT >e }\‘to — 5 Veya < ro _——
T

Ae™ — {K(1+Qh?) +2Q}> 1
M’ < Co(h*+1) oldugu bulunur.
Burada Cy, V, T, K ve d’ye baglidir.

Admm S: (2.32) ve (2.25) den kolaylikla gortlebilir ki,

< C(h*+1)

max |y;

0<isN,0snsM

Burada C<0, V, K, d, T>0’a baglidir.
Sonug olarak, (2.19) ve (2.39) dan,
<C(h*+1)  oldugu gorilir.

max e;

0<isN,0<snsM

Teorem 2.1’in ispat1 tamamlanmis olur.

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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BOLUM 3

PROBLEMIN COZUMU ICIN IKiNCi COZUM PROSEDURU

Eger p(t) ve U(x,t), (2.1)-(2.2) ters probleminin ¢dziimii ise 0 zaman,

E =U

_ TPME() +1(x,1) @3.1)

XX ix

saglanmalidir. Buradan,

( E -Ugl _-—f(x1) 32)
t)= — .
p(t) ED)
yazabiliriz Bu ifadeyi yeniden (2.1)’de yerine yazarsak,

Et _Uxx - "_f(x>t)
U,=U_,+ — U+f(x,t), 3.3)

E(t)

U(x,0) = o(x) G.4)
U(0,t) = g1(t) (3.5)
U(1,1) = go(t) (3.6)

standart baglangig sinir deger problemini elde etmis oluruz.

Bu problemi sayisal olarak ¢ozebiliriz. Elde edilen sayisal ¢oziimleri (3.2)’nin sag

tarafinda U yerine yazarsak, p(t) igin yaklasik ¢6ziim elde etmis oluruz.
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(3.3)-(3.6) sistemini tekrar sonlu farklar yontemi ile ¢ozecegiz.

Q, ={x.t,):x, =ih,t, = m,i=0,N,n=0,M,h = 1/M,t=T/M}
kafesi iizerinde sonlu fark semasi agagidaki sekilde olacaktir.

U;Hl —U: _ Un+| _2U;nl + U?—III

i+l

T h?

+k(un)urt 4 G.7)

Burada,

(Em -E; _ Uin‘+| B ZU?‘ + U?‘—l _fn]
T h? i

k(Uz)= ¢ Li=IN-1 a=2M-1

dir.

Ul =ox) , i=0,N (3.8)
Us=g(t,) , n=LM (3.9)
UI;\T =g2(tn) ’ n= I’M (310)

(3.7)’de ayn1 degiskenlerin katsayilarini toplayip denklemi tekrar diizenlersek,

1 n+ 2 1 0 n+ 1 n+ UT n+
(_h_z)UHI _('F_;—k( ;-))Ui l +(_‘1;’{)Um] :_[___C—_fi I]

elde edilir.

Her iki tarafi —1 ile garparsak, asagidaki ifade bulunur.



1
AiZ?,
2 1
C,=—+—+klU%),
" ht ot (‘)
1
B--:"’T—
S
ve
Fi=_l__J_i_+fiﬂ+]
T

olarak alinip yazilirsa,

AUii — GU; + BiUiy = -F;

elde edilir.

Sinir kosullarimi, TDMA yéntemini uygulamaya uygun bigimde asagidaki sekilde yazalim:

o+l _ n+l yra+l n+i
Ut = U g

1 1y 70+l 1
UN =30 UNL +1s

Burada,

a4+l __ o+l _
L =0 , 3 =0

urt =gy (t,,) .oy =g,(t)

dir.

29
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BOLUM 4

SAYISAL COZUM SONUCLARI

4.1. Test Olusturma

Problemin ¢ozimiiniin dogrulugunu kontrol igin test olusturalim.

Uy = Uy + p(HU + f(x,1) 4.1
U(x,0) = o(x) , 0<x<1, >0 (4.2)
U0, )=w(t) , 0<t<T 4.3)
U(1,t)=pa(t) , 0<t<T

probleminde,

U(x,t)=t sinx + 1
p(t) =t*

olarak alinsin,

Baglangig ve sinir kosullarim U(x,t) fonksiyonuna uygulayarak, @(x), pi(t) ve Ha(t)

degerlerini bulalim.

U(x,0) =0.sinx + 1 =1 = (x)
U@O,)) =t.sin0 + 1 =1 = py(t) (4.4)
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U(1,t) =tsin(1) + 1 = po(t)

U(x,t) fonksiyonunun, (4.1) i¢in gerekli olan ttrevlerini alalim.
Ui(x,t)=(t sin x +1)' = sinx

Ux(x,t)=t cosx

Us(X,t)=-t sinx

Bulunanlari (4.1)’de yerine yazarsak,

sinx = -t sinx + t3(t sinx + 1) + f{x,t)

sinx = -t sinx + t* sinx + t* + f{x,t)
elde edilir. Buradan,

f(x,t) = sinx + t sinx — t* sinx — ¢

f(x,t) =sinx (1+t-t') —t*
olarak bulunur.
Simdi de aym problemde f(x,t) = sinx (1+1 - t*) — t* ve (4.4) sinir ve baslangi¢ kosullarim

saglayan ve onceden bildigimiz U(x,t) fonksiyonunu bulalim.

Problemi istenen sekilde yazalim.

Ui = U + p()U + sinx (1-+t-t*)-t* (4.5)
Ux,0)=1 , 0<x<I, t>0 (4.6)
U, =1 |, O<t<T 4.7)
ULt =tsin(1)+1 ,0<t<T (4.8)
ve ek kosul,

Ux,t) =t sin(x) + 1 (4.9)

verilsin.



4.2. Birinci Coziim Prosediirii ile Sayisal Coziim

(4.5)-(4.9) problemine,

V(x, t) -Ip(s)ds'

U(x,t) = s ) r(t)y=e" s

donigimlerini uygulayalim.

f(x,t) = sinx (1 + t - £) - t* olarak alip, doniisiimlere gore (4.5)’i tekrar diizenleyelim.

V, =V, +r(t)sinx(1+t-t*) - t*]

Baglangi¢ kosuluna doniisiimi uygularsak,

V(x,0)
r(0)

U(x,0)=
U(x,0) =1, r(0) =1 oldugundan
V(x,0) = 1 olarak,

sinir kosullarina doniigimleri uygularsak da,

vO,H _,

U(,t) = den,
©,1) O
V(0,t)=r(t) olarak,
U,t) = y@.9 = tsin(1) +1 den ise sag sinir kosulu,

r(t)

p(t) =

(4.10)



V(1) = x(t)t sin(1) + r(t)

(4.9)’a donigimleri uygularsak,

_ V(x*,t)

U®x*,1) 0

tsin(x") +1= 5 28)

r(t)
V(x,t) =r(t) t sin(x’) + r(t)
olarak ek kosul elde edilir.

Buradan,

V', 1)
tsin(x*) +1

olarak ifade edilir.
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olarak bulunurlar.

4.11)

Déoniigiimleri uygulayarak elde ettigimiz baslangi¢, simir kosullart ve ek kosula gére (4.5)-

(4.9) problemini tekrar diizenlersek, problemi agagidaki sekilde ifade ederiz.

Vi = Ve + V1) F(x,1)
V(x,0) =1

V(x°,t)

V(0,t)=
©1 tsin(x")+1

k4

2

0<x<1 , T>t>0 4.12)
0<x<1 , £0 (4.13)
0<t<T (4.14)



V(x*,t)

V({,t) =—— (tsin()+1) 0<t<T (4.15)
tsin(x )+1

sinx(1+t—t*)—t’
‘tsin(x“)+1

Burada F(x,t) =

V] olarak V(x;t,)’nin yaklagimini kabul edersek, (4.12) denklemi igin tam kapali sema,
Q, ={x,t.):x, =(i-Dht, = (=) h = /N=1),t=TAM-1),i = 0,N,n = 0,M} (4.16)

olarak tamimlanarak, asagidaki sekilde yazilabilir.

VAL VAl X vl _2Vi;m +v! +v;.sm(x‘)“+f““ -t —te, 4.17)
T h to, Sin(x.)+1
V! =1 , i=0,N (4.18)
Vi =1 , n=1L,M 4.19)
n-1

-
1

_— n=1M (4.20)
t, sin(x.)+1

V2 = (t, sin(1) +1)

(4.17)-(4.20) sonlu farklar semasinin ¢6ziimii TDMA (Tree Diagonal Matrix Algorithma)

yontemi ile yapilacagina gére, (4.17)’yi ii¢ noktali sema seklinde yazalim,

(4.17) denkleminde ayni degigkenlerin katsayilarini toplay1p, diizenleyelim.

n . _ 3 _ 2
@ W P S AR
h h® = h T ! toa sm(xi.)+1

Her iki tarafi —1 ile garpip diizenlersek,
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n in(x, )(1 -t} )-t2
__Ez_vit:wltl _ %_i___l_JViml_‘_lzvi.:,] - L+v? sm(X,)( +Tml tml) n4+l
h h* =t h T ' by sin(x.)+1

Burada katsayilar,
AL

C = hiz + %
5L

ve

F =(Vin +Ve Sin(Xi)(l-Fth *ti”)—tj”J
T a

Tl toasin(x.)+1
olarak alinip tekrar yazilirsa,
AiVii - GV + BiViy, = -F;
elde edilir.
Stnir kogullarini, TDMA yéntemini uygulamaya uygun bigimde asagidaki sekilde yazalim.

o+l n+l n+t a+l
Vit = 1V

o+l n+ly o+l o+l
W =33 Vi +43

Burada,
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H;ﬂl: 0 , u:wl - O
n-1

=0 ) us = (t, sin(1) + ) ————
2 : » Sind )tnsin(xi.)+l

dir.



4.3. Bilgisayar Coziim Sonuglan

Ornek 1: Once, yapilan ¢oziim semalarinin yaklagim semalari oldugunu kontrol etmek igin

farkli zaman ve uzay adimlan kullanilarak sayisal ¢oziimler yaptimustir.

Bu sonuglar Sekil 4.1.a,b) ve Sekil 4.2.a,b) de gosterilmistir. Sekillerde diiz egri ile gergek

p(t) ¢oziimii, sembollii egrilerle ise yaklagik ¢6ziim sonuglar gosterilmistir.

Sekil 4.1.a) da zaman adimi sabit tutulmus, uzay adimi degistirilerck yapilan ¢oziim
sonugclari verilmigtir. Sekil 4.1.b) de ise uzay adimi sabit tutulmus, farkli zaman adimlarina

gore ¢6ziim sonuglari verilmigtir.

II. Algoritmaya gore de benzer iglemler yapilmis ve sayisal ¢6ziim sonuglar1 Sekil 4.2.a) ve
Sekil 4.2.b) de verilmistir. Sekillerden goriildiigii gibi adimlarin kiigulmesi, yaklagik ve
gercek ¢oziimlerin birbirine yaklagmasini saglamaktadir. Bu da, yapilan gsemalarin

yaklagim semas: olduklarini géstermektedir.

Ornek 2: Bu 6rnekte p(t) fonksiyonunun bulunmast igin kullamlan E(t) 6lgiim sonucu
iizerine hatalar (6l¢iim cihazinin hata payi) eklenmis ve yapilan semalarin bu hatalara karsi

duyarlilig aragtirilmistir.
Sekil 4.3.a) ve Sekil 4.3.b) de E(t) = E(t)(1 + 8(t,)) alinarak,

1) 8(t,a)=5=const ve
2) 8(t,a) (-a,a) aralif: iizerinde esit dagilimli rastgele fonksiyonlar oldugu durumlar igin

¢oziimler yapilmugtir.

1. Durum igin sonuglar Sekil 4.3.a) ve Sekil 4.3.b) de verilmigtir. 4.3.a) Sekli ile aym
zaman ve uzay adimlanyla yaplllan Sekil 4.1.b) deki *’la gosterilmis ¢ozim

kargilagtinldiginda yaklagtk ¢6ziimlerde Sekil 4.3.a) da az bir kotilegme gorilmisgtir.
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4.0 -
3 T=0.02 sabit
30 3 *-h=001
] A-h=01
—~ ] /
20 ]
Q. ]
]
] /
1.0 4 T
] //JA
g
] %
: e "
] - IS
r).(.) ﬁll—irlﬁll—{\ll 17T Irrrvi i rTrrirTriTrTrT T 77T T1TT1T17T 717717
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t
Sekil 4.1.a) 1. Algoritmaya gore hatasiz ¢oziimler.
4.0 -
: /
5 h=10.01 sabit {
10 d 0-T=2/499 ///
[J-1=2/59
—~_ ] A-t=2/79 Y /
220 A4— :
Q. ;
: s /z/
1.0 e
O-O %:;’i"ﬂllfl‘fl rvir7rrrorr1.TT TFrrrr1rrri T 7T T 17TUirrnrri
4.0 0.5 1.0 1.5 2.0

t

Sekil 4.1.b) 1. Algoritmaya gore hatasiz ¢oziimler.
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4.0 T /
] U-1=2/79,h=0.01
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Sekil 4.2.b) 11. Algoritmaya gére hatasiz ¢oziimler.
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1. Durum igin sonugclar Sekil 4.3.a) ve Sekil 4.3.b) de verilmistir. 4.3.a sekli ile aym: zaman
ve uzay adimlariyla yapilan Sekil 4.1.b) deki *’la gosterilmis ¢6ziim karsilastirildiginda

yaklagik goziimlerde Sekil 4.3.a)’da az bir kotillesme gortlmistir.

Ayni dyrum, II. Algoritma ile yapilan ¢oziimler iginde soylenebilir. Bu durumda Sekil
4.3.b) ve Sekil 4.2.b)’deki + ile gosterilmis ¢oziimler karsilagtirlmigtir. Sekil 4.3.b)’de az

bir kotilegsme gorilmiistir.

2. Durum igin yapilan sayisal ¢oziim sonuglar Sekil 4.4.a)’da verilmigtir. * ile gosterilen
goziimler §(t,0.01), U ile gosterilen ¢oziimler ise §(t,0.001) hatalari ile yapilan ¢oziimlere
karg1 gelmektedir. Sekilden gorildigi gibi bu durumda elde edilen sayisal ¢6ziim sonuglari

daha kotillesmekte ve ger¢ek ¢oziime belli bir integral normuna gore yaklagmaktadir.

Beklendigi gibi a degerinin kiigiilmesi ile daha iyi yaklasim elde edilmektedir.

Benzer ¢oziim sonuglari I1. Algoritma igin Sekil 4.4.b’de verilmigtir.

Ornek 3: Bu 6mekte I. ve II. ¢6ziim algoritmalarinin random hatalara gore duyarliklarini
kargilastirmak i¢in esit zaman ve uzay adimlarina gore bir dizi sayisal goziimler

yapilmistir. Bu sayisal ¢dziim sonuglan Tablo 4.1°de verilmistir.

Tablodan goriildagi gibi, ok kiigiik hatalara karsi I. ve 1I. Algoritmanin duyarlihigt ¢ok
fark gostermezken, biiyiik hatalara karst 11. Algoritma, 1. Algoritmaya gore daha az

duyarhilik gostermistir.

Ornek 4: Bu 6rnekte I. ve II. Coziim algoritmalar ile 6zdes olarak sifir baglangi¢ kosulu,
sifirdan farkli sinir kosulu olan bir problem ¢6ziimii yapilmistir. Boyle bir problemi, test
olusturma boliimiinde yapildif: gibi uygun sag taraf ve katsayilar segildiginde,

U(x,t)=t.sinx fonksiyonu ¢oziim olarak saglayabilir.
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I. Algoritma ile ¢6ziim yapildiinda, bu algoritmanin semasindan (2.10) gorildiigi gibi
Ozdes olarak sifir ¢oziimi elde edilecektir. Yani sema bu sekildeki problemler iizerinde

yaklagim saglamayacaktir.

Ayni problem II. ¢oziim algoritmasi ile ¢oziilebilir ve ger¢ek ¢oziime istenilen yaklagim
saglanabilir. Boylece yapilan sayisal ornekler 1. algoritmanin, 1. algoritmaya gore h ve
7’nun daha biiyiik degerleri igin yakinsak oldugunu; IL. algoritmanin ise 1. algoritmaya gére
bazi problemlerin ¢ozimlerinde daha iyi performans gosterdigini, olgiim hatalarina gore

daha az duyarli oldugunu ortaya koymustur.
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Sekil 4.3.a) I. Algoritmaya gore sabit hatali ¢6ziim.
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Sekil 4.3.b) I1. Algoritmaya gore sabit hatali ¢ozim.
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Sekil 4.4.b) I1. Algoritmaya gore random hatal ¢oziimler.
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Tablo 4.1. Pg(t;) =t — Gergek, Py(t;) — Coziim sonucu elde edilen
y

M 2
Y (o) - P, (1))
Gergek goziimle hatali ¢6ziim arasindaki standart sapma: = v
GERCEK COZUMLE HATALI COZUM ARASINDAKI
RANDOM HATA STANDART SAPMA
I. ALGORITMAYA GORE II. ALGORITMAYA GORE
0.005 2.99E-01 2.79E-01
0.01 3.7441E-01 3.65E-01
0.025 8.916668E-01 6.350840E-01
0.05 2.7224 1.63033
0.1 10.09 | 5.454
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