KOCAELI UNIVERSITESI * FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

GAMMA HALKALARI UZERINDE TUREVLER

YUKSEK LiSANS TEZI
Giilcan OZKUM
AT

AnaBilim Dali: MATEMATIK
Damigman: Yrd.Dog.Dr. Muharrem SOYTURK

TC YORSEROORETIM XV
SYON

SUBAT 2000



KOCAELI UNIVERSITESI * FEN BILIMLERI ENSTITUSU

GAMMA HALKALARI UZERINDE TUREVLER

YUKSEK LISANS TEZI
Giilcan OZKUM

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih: 11 Subat 2000

Tezin Savunuldugu Tarih : 30 Mart 2000
Tez Danigmani Uye Uye
Yard.Dog¢.Dr.M em SOYTURK Prof Dr.Kazim KAYA Dog.Dr.Neset AYDIN
- - -‘>‘Z f/: 2
s

SUBAT 2000



TUREVLI GAMMA HALKALARI

Giilcan OZKUM

Anahtar kelimeler: Gamma Halkasi, Tirev, Asal Halka.

Ozet: Bu ¢alismamiz esas olarak ii¢ bolimden olugmaktadir. Birinci bolimde daha
sonraki bolimlerde kullanilan, halkayla ilgili genel bilgiler ve ilizerinde galigtifimiz
konuyla ilgili 6nceden yapilan ¢aligmalar 6zet halinde ispatsiz verilmigtir.

Ikinci boliimde ise Gamma Halkalan ile ilgili temel tamm ve teoremler verilmis,
daha sonra tiirevli I'-halkalarimn komiitatifligi incelenip, halka teoride bilinen bazi
sonuglar sirasiyla (o,t)-tirevli, simetrik bi-tirrevli, ortogonal tiirevli I'-halkalarinda
ve modiil degerli (o,t)-tirevli halkalarda ispatlanmgtir.

Ugiincii boliimde de yine halka teoride bilinen bazi sonuclar asal I'-halkalar: iizerinde
tek yanh idealler ve tiirevler ve I'-halkalan iizerinde modiil degerli (o,)-tiirevler
tizerine genellestirilmigtir.



GAMMA RINGS WITH DERIVATIONS

Giilean OZKUM

Key Words: Gamma Ring, Derivation, Prime Ring.

Abstract: This study consist of three chapters. The first chapter provides a general
introduction about rings which will form the basis of the following chapters and
gives a review of the literature.

The second chapter starts with a general definition and theorem of Gamma Rings. It
also gives a detailed analysis of commutative property of I'-rings with derivation
and some of the known results of the ring theory are applied on I'-rings with
(o,7)-derivation symmetric bi-derivation, orthogonal derivation and rings with
module valued (o,t)-derivation.

In the final chapter, some of the known results of the ring theory are generalized on
prime I-rings, one-sided and derivations and T-rings with module valued
(0,7)-derivation.
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ONSOZ ve TESEKKUR

Bu ¢ahsmada Gamma Halkalar: Uzerinde Tiirevler incelenmistir.

Bu caligmayr yoneten ve yardimlarim esirgemeyen damigman hocam
Yrd. Dog. Dr. Muharrem SOYTURK’e igten tesekkiirlerimi sunarm.
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SIMGELER DIiZiNi ve KISALTMALAR

: Her

: En az bir

: Tam sayilar kiimesi

: Rasyonel sayilar kiimesi

: Gerek kogul

: Yeter kosul

- Gerek ve yeter kosul

: Bir kiimenin elemam olma

: Alt kiime

: Birlegim

: Toplam semboli

: Kartezyen ¢arpimi

: Direkt toplam sembolu

: P’nin timleyeni

Ann, U : U’nun sag sifirlayanlarinin kiimesi
Ann, U : U’nun sol sifirlayanlarinin kiimesi
Ker 0 : 0 donisiminiin ¢ekirdegi

r(A) : A’nunradikali

Char R : R halkasinin karakteristigi

MOXMCNM g oONL

BC TTCEXOCRETIM KURULY
MOYAYUNTASYON MERKEZY



BOLUM 1. GIRIiS

R bir halka ve d, o, 1, R izerinde toplamsal doniigiimler olsun.
Bu durumda Vx, y € R i¢in d(xy) = d(X)y + xd(y) ise d ye R de bir tiirev,
d(xy) = d(x)o(y) + 1(x)d(y) ise d’ye R de bir (c,1)-tiirev denir.

D : R x R —» R bitoplamsal donigim olmak tizere Vx, y € R igin
D(x,y) =D(y,x) ve D(xy,z2) = D(x,z)y + xD(y,z) esitliklerini sagliyorsa
bu durumda D ye, R de bir simetrik bi-tiirev ve f : R = R, f(x) = D(x,x) seklinde
tammlanan f donisimiine de D nin izi denir. C(R) = {a € R|ax = xa ,Vx e R i¢in},
Co R {c € R| co(x) = ©1(x)c, Vx € R igin} kiimelerine sirasiyla R nin merkezi ve

(o,t)-merkezi denir. R nin merkezi Z ile gosterelim.

R bir yar-asal halka ve d ile g, R nin Vx, y € R igin d(x)Rg(y) = 0 = g(y)Rd(x)
saglanacak gekilde tirevleri ise d ve g ye ortogonal tiirevler denir.
(0) # X bir R-bimodiil olmak iizere d : R — X toplamsal déniigiimii Va, b € R igin
d(ab) = d(a)o(b) + ©(a)d(b) esitligini sagliyorsa d ye modiil degerli (o,7)-tiirev denir.

R bir halka ve d, di, d2, R nin tirevleri olmak iizere d(R) < Z, d;dx(R) < Z,
d*(R) c Z ve [d(R),d(R)] c Z kogullarindan herhangi biri varken R nin komiitatif
oldugu degisik yazarlar tarafindan gosterildi. Daha sonra bu 6zelliklerde R yerine
R nin U ideali ,U Lie ideali , d yerine de (o,7)-tiirev alinarak sonuglar genellestirildi.

D;, D, bir R halkasinda simetrik bi-tiirevler ve di, d; onlann izleri olmak iizere
Vx € Rigin Dy(dx(x),x) =0 ise D; =0 veya D; = 0 oldugu ve B : RxR - R
simetrik bi-toplamsal donigiim ve f, B nin izi iken Vx € R igin dida(x) = f(x) ise

D, =0 veya D=0 oldugu gosterildi (Soytiirk, 1994).

Tezimizin 2.1 kesiminde daha once Nobusawa (1964) ve Barnes (1966) tarafindan

tammlanan ve tizerinde ¢aligilan Gamma Halkalan ele alinmigtir.



Yukanida bahsedilen sonuglari genellestiren Soytiirk, M. (1994, D. Tezi) nin yaptig
cahigmalar asagida 6zet olarak verilmig ve bunlar tezimizin ikinci bolimiiniin kalan

kismini olugturmustur.

(A): M bir asal I'-halkasi, char M#2ve 0=d: M — M tiirev, (0) # U, M nin bir

ideali, Z M nin merkezi olsun. Buna gore,

(1) d(U) c Z ise M komiitatiftir.

(2) Char M = 2, 3, d(U) c U ve d*(U) c Z ise M komiitatiftir.

(3) Char M # 2, 3, d; ve d;, M nin d1d2(U) c Z, d»(U) c U olacak gekilde tiirevleri
ve a eMolsun. [di(U),a},cZ,VyeT'ise ac Z dir.

(4) Char M #2,3,0+d; d; Mnin d;d(U) < Z, d2(U) c U olacak sekilde tiirevleri
ise M komiitatiftir.

(B): M bir asal I'-halkast, d M nin bir (o,7)-tiirevi,(0) # U M nin bir ideali ve
a € M olsun. Buna gore,

(1) aI'd(U) =0 (veya d(U)['a=0) ise a=0veyad =0 dur.

(2) dU)=0 ise d=0 duir.

(3) CharM # 2 ve d*(U)=0 ise d=0 dur.

(4) d(U) c Z ise M komitatiftir.

(5) CharM # 2,3, d(U) cUve d(U) cZ ise M komiitatiftir.

(C) : M bir asal I'-halkasi, char M = 2, D; ve D, simetrik bi-tiirevler, d, D; nin izi

olsun. Buna gore,

(1) Vx € M igin Dy(dx(x),x) = 0 ise D; veya D, =0 dur.

(2) M, bir yar asal I'-halkasi, char M # 2, D simetrik bi-tiirev ve d, D nin izi olsun.
Vx € M igin D(d(x),x) =0 ise D =0 dir.

(3) Char M = 2, 3, D; ve D, simetrik bi-tiirevler ve B, M nin simetrik bi-toplamsal
donigimi ve di, dy, f swrayla D;, D, ve B nin izleri olsunlar.
Eger Vx € Migin didx(x)=1f(x) ise D;1=0 veya D, =0 dir.

(4) M bir yar: asal I'-halkasi, char M # 2, 3, D simetrik bi-tiirev, B M nin simetrik
bi-toplamsal doénigimii ve d, f sirasiyla D ve B nin izleri olmak iizere
d(dx)) =1f(x), Vx €M ise D=0 drr.



(D) : M bir yar asal I"-halkasi, char M #2 ve d, g: M — M iki tiirev olsun.
1) d ile g nin ortogonal olmas: igin gerek ve yeter kosul agagidaki kosullardan
birinin saglanmasidir.
i) dg=0
i) dg+gd=0
iii) dg tlirev
iv) Vx € M i¢in (dg)(x) = aox + xBb olacak sekilde a, b € M ve a, B € I vardir.
v) M nin agagidaki kosullarim saglayan U,, U, idealleri vardir.
a) Ui Uz =(0) dir ve U;®U,;, M nin essential idealidir.
b)) dM->Uveg: Mo U,
¢) d nin U;@U; ye kisitlanmasi, d; : U; — U, tiirev ve 0, : U; —» U, sifir
donugiim olmak uizere di®0, dir. d; =0 ise d =0 dir.
d) g nin U;®U; ye kisitlanmasi, 0, : U; — Uj sifir déniigim, gz : U, — U,
tirev olmak lizere 0,0g; dir. g, =0ise g =0 dur.

(E) : R, karakteristigi 2 ve 3 den farkli olan bir asal halka ve d, R nin bir (o,7)-tiirevi,
U # (0), R nin bir ideali olsun. Buna gore d(U) c U ve d*(U)  Z ise R komiitatiftir.

(F) : R bir halka, X # (0) bir R-bimodiil, d : R — X bir (o,7)-tiirev, U # (0), R nin bir

ideali olsun.

xeX,aeRicinxRa=0isex=0veyaa=0 (G1)
xeX aeRiginaRx=0isea=0veyax=0 (G2)
diyelim.

1) a € R igin (G1) (veya (G2)) saglamyor ve d(U)a = 0 (veya ad(U) = 0) ise
a=0veyad=0dimr.

2) (G1) saglamyor ve [X,U] c C(X) ise R komiitatiftir.

3N (G1) saglamvor ve [X 1], C,. (X) ise R komiitatiftir.

4) X, 2-torsion free, di: R — X bir (o,7)-tiirev, d; : R — R, d2(U) < U olacak gekilde
bir tiirev olsun. Eger (G1) saglamiyorsa ve d;d,(U) =0 ise d; = 0 veya d; = 0 dir.

5) X, 2-torsion free, d : R — X bir (c,7)-tiirev olsun. Eger (G1) saglamyor ve a € U
i¢in [d(U),a],.=01ise a € Z veyad = 0 dur.



6) X, 2-torsion free, d : R — X bir (o,1)-tiirev olsun. Eger (G1), (G2) saglamyor ve
a € Uigin [d(U),a).. < C..(X)ise a € Z veyad = 0 dur.

Son béliimde ise kendi yaptigimiz ¢aligmalar asagidaki sekilde sunulmustur.

M, char M = 2 olan bir asal I'-halkas1 , (0) # U sag ideal ve 0 # d, M nin bir tiirevi ve

L = Ann, U olmak tizere,

1- M nin d(U) ile iretilen alt halkasinin M nin sifirdan farkli higbir sag idealini
kapsamamasi igin gerek ve yeter kosul d(U) c L olmasidir.

2- 0#3 , M nin ikinci bir tiirevi olmak iizere 8d(U) = 0 ise d(U) c L, 8(U) c L dur.

M bir I'-halkasi , X M-bimodiil ve (0) # U bir ideal olmak iizere
(G)) xeX,acRiginxIMI'a=0isex=0veyaa=0
(G2) xeX,aeRiginalMIx=0isea=0veyax=0

kosullar: tanimlansin.

3- (1) Eger (Gy) (veya (Gy)) varsa M asaldir.
(ii) Eger (G) (veya (Gy)) var ve X, 2-torsion free ise M de 2-torsion free dir.

4- (Gy) (veya (Gy)) var ve Vx € X , a € M igin xI'UT'a = (0) (veya al UI'x = (0))

isex=0veyaa=0 dir.

5- d: M — Xbir (o,7)-tiirev olsun ve (G;) saglansin.

(i) d[U)=(0) ise d=0 dur.

(ii)) ae M igin al'd(U)=(0)isea=0veyad =0 dir.

6- M komiitatif olmayan I'-halkasi, (0) # X, 2 torsion free bir M-modiil olsun ve
(Gy) saglansin. d; : R — X bir (o,7)-tiirev, d2: M —> M, da(U) < U olacak sekilde
bir tiirev olsun. Bu durumda d,d2(U) = (0) ise d; = 0 veya d, = O dir.

7- M bir I'-halkasi, (0) # X, bir M-bimodiil ve (G;) saglansin. Bu durumda

0#d: M — X bir (o,1)-tiirev olmak iizere d(U) c C(X) ise M komitatiftir.



1.1. Genel Bilgiler

Tamm 1.1.1: R bir halka, A, B ve P, R’nin idealleri olsun.
Bu taktirde AB c P oldugunda A c P veya B c P oluyorsa P ye asal ideal denir.

Teorem 1.1.2: (Mc.Coy, 1964, Theorem 4.3) R bir halka ve P, R’nin bir ideali olsun.
Buna gore agagidakiler denktir.

i) P asal idealdir,

i) Va,be Rigin aRbc P ise acP veya b e P dir,

iii) Va,b € Rigin (a)(b)c P ise ae€ P veya b € P dir,

iv) Uve V, R’nin iki sol (sag) ideali olmak tizere UV c P ise Uc P veya V c P dir.

Tamm 1.1.3: R bir halka olsun. R iizerinde (0) ideali asal ideal ise R’ye asal halka

denir.

Uyann 1.1.4: R’nin bir asal halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Va,beRigin aRb=0 = a=0 veya b=0 olmasidir.

Tamm 1.1.5: R bir halka ve Q, R’nin bir ideali olsun. Her A R ideali i¢in A>c Q
oldugunda A c Q oluyorsa Q ya R nin yari-asal ideali denir.

Teorem 1.1.6: (Mc.Coy, 1964, Theorem 4.12) R bir halka ve Q, R nin bir ideali
olsun. Buna gore agagidakiler denktir.

i) P yan-asal idealdir,

i) Vae Rigin aRac Q ise a € Q dur,

iii) Va € Rigin (a)’c Q ise a € Q dur,

iv) U, R de bir sol (sag) ideal ve U’c Q ise Uc Q dur.



Tamm 1.1.7: R bir halka olsun. Ya € R i¢in na = 0 olacak gekildeki pozitif n
tamsayilarinin en kiigiigiine R halkasinin karakteristii denir ve char R = n ile

gosterilir.

Tamm 1.1.8: R bir halka olsun. a € Ri¢in a"= 0 olacak sekilde bir n tamsayisi varsa
a ya nilpotent eleman denir. a"=0 fakat a~' = 0 ise nye a mn nilpotentlik

indeksi denir.

Tanmm 1.1.9: R bir halka ve A, R nin bir ideali olsun. A nin her elemam nilpotent ise

A ya nil ideal denir.

Tamm 1.1.10: B, R nin bir ideali olmak iizere B" = (0) olacak sekilde bir n pozitif
tamsay1 varsa B ye nilpotent ideal denir.

Ayrica her nilpotent ideal nil oldugu halde bunun tersi her zaman gegerli degildir.
Tanmm 1.1.11:Stfirdan farkl1 nilpotent idealleri olmayan halkaya yar1 asal halka denir.

Tamm 1.1.12: Bir R halkasinin yari-asal olmasi igin gerek ve yeter kogsul Va € R
icin aRa=0 oldugunda a=0 olmasidir.

Tanim 1.1.13: R bir halka ve A, R nin bir alt kiimesi olsun.
r(A)={reR|ar=0, Va € A igin}
I(A)={reR|ra=0, Va € Aigin}

kiimelerine sirasiyla A kiimesinin sag ve sol sifirlayanlar kiimesi denir.

Lemma 1.1.14: (Herstein, 1976, Corrollary 1) R bir yari-asal halka ve A, R nin bir
ideali olsun. Bu durumda r(A) =1(A) dir.



Onerme 1.1.15: (Herstein, 1968, Lemma 2.1.1) R bir asal halka olsun. Bu durumda
R nin sifirdan farkli her sag (sol) idealinin sag (sol) sifirlayan sifirdur.

Tanm 1.1.16: R bir halka ve 0 # n bir tamsay: olsun. Vx € R igin nx =0
oldugunda x =0 oluyorsa R ye n-torsion free halka denir.

Onerme 1.1.17: (Herstein, 1969, Lemma 1.1) R bir halka ve (0) # p, R nin bir sag
ideali olsun.
Va € p igin a"= 0 olacak gekilde sabit bir n tamsayist varsa bu durumda R nin

sifirdan farkh bir nilpotent ideali vardar.

Tamm 1.1.18: R bir halka ve X, R nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.
Cr(X) = {a € R|xa =ax, Vx € X} kimesine X in R deki merkezlestiricisi denir.
Cr(R) ye ise R halkasinin merkezi denir ve Z ile gosterilir.

Onerme 1.1.19: (Herstein, 1976, Lemma 1.1.6) R bir asal halka olsun. a € R olmak

uzere, a R nin sifirdan farkh bir sag idealini merkezlegtiriyorsa a € Z dir.

Tamm 1.1.20: R bir halka olmak iizere x,y € R i¢in xy - yx ifadesine komiitator

carpim denir ve [x,y] ile gosterilir. Aynica [[x,y],z] = [x,[y,Z]] + [v,[zx]] esitligine
Jacobi 6zdesligi denir.

Uyan 1.1.21: (Brauer Trick) Bir G toplamsal grubu iki 6zalt grubunun birlegimi

olarak yazilamaz.

Tamm 1.1.22: R bir halka ve U, R nin bir ideali olsun. R nin her I # (0) ideali igin

Un1#(0) ise Uya R nin bir essential ideali denir.



Tamm 1.1.23: Bir R halkasinin toplamsal bir U alt grubu ig¢in [UR]Jc U ise Uya
R nin bir Lie ideali denir. Bu tamma gore her ideal bir Lie ideal fakat tersi her

zaman gegerli degildir.



1.2. Materyal
Bu boliimde kullandigimiz baz1 makaleleri, 6zet halinde ispatsiz olarak sunacagz.
1.2.1.Tiirevli halkalar

Posner, E., 1957

Tamm 1.2.1.1: R bir halka ve d : R — R bir déniigiim olsun.

Vx, y € R i¢gin agagidaki kogullar saglayan d’ye R’de bir tiirev denir.
i) dix+y)=d(x) +d(@)

i) d(x . y) = d(x)y + xd(y)

Lemma 1.2.1.2: R bir asal halka, d R’de bir tiirev ve a € R olsun.
Bu durumda Vx € Rigin ad(x)=0 ise a=0 veya d =0 dur.

Lemma 1.2.1.3: R bir asal halka ve p, q, r € R olsun. Bu durumda Va € R igin

pagar = O ise p, q, r lerden en az biri sifirdir.

Teorem 1.2.1.4: R, char R # 2 olarak sekilde bir asal halka ve d;, d2 R nin iki tlirevi

olsun. Bu durumda d,d; tiirevse di=0 veya dy=0 dur.

Lemma 1.2.1.5: R bir asal halka ve d, R nin bir tiirevi olsun. Va € R ig¢in
ad(a) -d(a)a=0 ise d=0 veya R komiitatiftir.

Teorem 1.2.1.6: R bir asal halka ve d, R nin bir tiirevi olsun. Bu durumda,
Va € Rigin ad(a) -d(a)a € Z ise R komiitatiftir.



Lee, P. H. ve Lee, T. K., 1983

Teorem 1.2.1.7: R, char R = 2 olan bir asal halka ve d # 0, R nin bir tiirevi U = (0)
R nin bir Lie ideali olsun. Eger d*(U)c Z ise Uc Z dir.

Teorem 1.2.1.8: d ve 3, char R # 2 olan bir asal R halkasinin tiirevleri ve U, R nin bir
Lie ideali olsun. d3(U) c Z ise U Z dir.

Teorem 1.2.1.9: R, char R # 2 olan bir asal halka ve d # 0, R nin bir tirevi, U R nin
bir Lie ideali olsun. a € R igin ad(U)c Z ise a=0 veya Uc Z dir.

Awtar, R., 1983

Teorem 1.2.1.10: R, char R # 2 olan bir asal halka ve U, R nin bir Lie ideali olsun.
Eger Rnind # 0 tiirevi igin d*(U)c Z ise a=0 veya Uc Z dir.

Teorem 1.2.1.11: R, char R # 2 olan bir asal halka ve U ¢ Z, R nin bir Lie ideali
olsun. Eger R nind ve 8 tiirevleri igin 8d(U) cZ ise d=0 veya =0 dir.

Bergen, J. ,Herstein, 1. N. ve Kerr, W. J., 1981
Teorem 1.2.1.12: R, char R # 2 olan bir asal halka ve U & Z, R nin bir Lie ideali
olsun. Bu durumda [M,R] c U fakat [M,R] & Z olacak sekilde R nin bir M ideali

vardir.

Teorem 1.2.1.13: R, char R # 2 olan bir asal halka ve U & Z nin bir Lie ideali olsun.
Bu durumda Cr(U)=2 dir.

Teorem 1.2.1.14: R, char R # 2 olan bir asal halka ve U, R nin bir Lie ideali olsun.
Bu durumda Cg([U, U]) = Cg (U) dur.
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Teorem 1.2.1.15: R bir asal halka ve U, R nin bir Lie ideali ve d # 0, R nin bir tiirevi
olsun. Bu durumda d(U)=0 ise Uc Z dir.

Teorem 1.2.1.16: R bir asal halka ve U, R nin bir Lie ideali ve d # 0, R nin bir tiirevi
olsun. Bu durumda d(U)c Z ise Uc Z dir.

Teorem 1.2.1.17: R bir asal halka ve U ¢ Z, R nin bir Lie ideali ve d # 0, R nin bir
turevi olsun. Bu durumda t € R igin td(U)=0 (d(U)t=0) ise t=0 dir.

Teorem 1.2.1.18: R bir asal halka ve U, R nin bir Lie ideali ve 0 = d, R nin bir
tiirevi olsun. Bu durumda d*(U)=0 ise Uc Z dir.

Teorem 1.2.1.19: R, char R # 2 olan bir asal halka, U ¢ Z, R nin bir Lie ideali ve
6,d Rnin 8d(U) =0 olacak sekilde tiirevleri ise bu durumda 6 =0 veya d =0 dir.
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1.2.2. (o,7)-Tiirevli halkalar

Tammm 1.2.2.1: d : R — R bir doniigim ve o, T: R = R iki fonksiyon olsun. Bu
durumda Vx, y € R igin d(x + y) = d(x) + d(y) ve d(xy) = dx)o(y) + ©(x)d(y)
esitlikleri saglamyorsa d ye R nin bir (o,7)-tlirevi denir.

Cs: = {c € R| co(x) = 1(X)c, Vx € R igin}

seklinde tammlanan kiimeye ise R halkasinin (o,7)-merkezi denir.

Ayrica VX, y € Rigin [X,ylo:=x0(y) - 1(y)x olmak tizere VX,y, z € Rigin

[[X.¥]ox»2l6 = [X,[y,2] )02 + [[X.2]0,5,Y Jox
dir.

Hirano, Y. ve Tominaga, H., 1984

Burada, (x,Y)s. = x0(y) + t(y)x olarak alinmistir. Ayrica ¢ ve 1, R nin iki

otomorfizmidir,

Onerme 1.2.2.2: R bir asal halka, d # 0 R nin bir (o,1)-tirevi ve U # 0, R nin bir
ideali olsun. Bu durumda [u’,u] = 0, Vu € U olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin

komiitatif olmasidir.

Onerme 1.2.2.3: R bir asal halka, d # 0, R nin bir (c,7)-tiirevi ve U # 0, R nin bir
ideali olsun. Bu durumda [u’,uls: = 0, Vu € U ise bu taktirde R komiitatif ve

=1 dur.

Teorem 1.2.2.4: R bir asal halka, char R = 2, d # 0, R nin bir (o,7)-tiirevi ve U = (0),
R nin bir ideali olsun. Bu durumda [u’,uls: € Cs:, Yu € U olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul [u’,u]s:=0, Vu € U olmasidur.
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Kandamar, H. ve Kaya, K., 1992

Lemma 1.2.2.5: R, char R # 2 olan bir asal halka, 0 # d, R nin bir (o,t)-tiirevi,
U # (0), R nin bir Lie ideali olsun. Bu durumda d(U)=0 ise Uc Z dir.

Lemma 1.2.2.6: U ¢ Z, R nin bir Lie ideali, d # 0, R nin bir (o,t)-tlirevi olsun. t € R
i¢in td(U)=0 (d(U)t=0) ise t=0 dir.

Lemma 1.2.2.7: dU)c Z ise Uc Z dir.

Lemma 1.2.2.8: U, R nin d(U) c U ve d® (U) = 0 kosulunu saglayan bir Lie ideali
ise UcZ dir.

Lemma 1.2.2.9: 2 € R ve U ¢ Z, R nin bir Lie ideali olsun. Bu durumda [U,a] c Z
ise ae Z dir. -

Teorem 1.2.2.10: Eger [U,d(U)]c Z ise Uc Z dir.

Aydin, N., Kaya, K., 1992

R bir asal halka, d, R nin bir (o,7)-tiirevi, U#(0), R nin bir ideali olsun.
Lemma 1.2,2.11: d(U) c Z ise R komiitatiftir.

Lemma 1.2.2.12: a € Rigin ad(U)=0 (d(U)a=0) ise a=0 veya d=0 dir.
Lemma 1.2.2.13: d(U) =0 ise d=0 dir.

Teorem 1.2.2.14: charR#2 ve d#0 iken a € Rigin [d(U),als:=0 isea € Z dir.
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Lemma 1.2.2.15: char R #2 ve d #0 olsun. a € R igin ad(U) c C,; ise a=0 veya
R komiitatiftir.

Lemma 1.2.2.16: char R # 2 ve d # 0 olsun. a € R i¢gin [d(R),a]c < Cs: ise a € Z dir.
Kaya. K., 1991

Lemma 1.2.2.17: R, char R # 2 olan bir asal halka, 0 # d, R nin bir (o,t)-tirevi,
U # (0), R nin bir ideali olsun. Bu durumda a € U igin [d(U),a]s: < Co: ise

acZ dir.

Teorem 1.2.2.18: 0 = d; : R —> R bir (o,7)-tiirev ve 0 # d; : R — R bir tiirev olsun.
U # (0), R nin bir ideali ve d2(U) = U iken d;da(U) < Cs; ise R komiitatiftir.

Teorem 1.2.2.19: R, char R"~ 2 olan bir asal halka ve U, R nin bir (o,t)-sag Lie
ideali olsun. Eger [U,Uls: cCs, ise U Z veya U c Cs,; dur.
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1.2.3. Modiil degerli (0,p)-tiirevier

Tamm: R bir halka ve X bir sol R-modiil ve d : R — X toplamsal bir donigiim olsun.
Eger,

Vx, y € R igin d(xy) = xd(y) + yd(x) ifadesi saglamyorsa d ye bir sol tiirev, Vx € R
igin d(x*) = 2xd(x) ifadesi ger¢eklegiyorsa d’ye bir sol Jordan tirev denir.

X bir R-bimodiil ise bu durumda Vx, y € R igin d(xy) = d(x)y + xd(y) ifadesi
saglamyorsa d’ye bir tiirev,

Vx € Rigin d(x*) = d(x)x + xd(x) ifadesi gergekleniyorsa d’ye bir Jordan tiirev denir.

Bresar, M. ve Vukman, J., 1990

Onerme 1.2.3.1: R bir halka ve X, 2-torsion free sol R-modiil olsun. D : R — X sol
Jordan tiirevi ise bu durumda agagidakiler gergeklesir.

1) D(ab + ba) = 2aD(b) + 2bD(a)

2) D(aba) = a’D(b) + 3abD(a) - baD(a)

3) D(abc + cba) = (ac + ca)D(b) + 3abD(c) + 3cbD(a) - baD(c) - bcD(a)

4) (ab - ba)aD(a) = a(ab - ba)D(a)

5) (ab - ba)(D(ab) - aD(b) - bD(a)) = 0

Lemma 1.2.3.2: R bir halka, X, 2-torsion free sol R-modiil olsun. D : R —» X
doniigimi sifirdan farkh bir sol Jordan tiirevi olsun. Eger D(a) # 0 olacak sekilde bir

a € R varsa bu durumda Vx € R igin (a(ax - xa) - (ax - xa)a)> =0 dur.
Lemma 1.2.3.3: R bir halka, X, 2-torsion ve 3-torsion free sol R-modiil ve

D : R — X, sifirdan farkli bir sol Jordan tiirevi olsun. Bu durumda Va € R igin a>=0
ise D(a)=0 dur.

15



Lemma 1.2.3.4: R bir halka, X, 2-torsion free ve 3-torsion free R-bimodiil ve
D : R > X doniigimi sifirdan farkh bir sol Jordan tirevi olsun. Bu durumda
R komiitatiftir.

Teorem 1.2.3.5: R bir halka, X, 2-torsion free ve 3-torsion free sol R-modiil olsun.
Vae Rve Vx € X i¢in aRx =0 ise bu durumda a =0 veya x = 0 ozelligi
bulunsun. Eger D : R — X’e sifirdan farkli bir sol Jordan tiirevi bulunabiliyorsa bu

durumda R komiitatiftir.

Sonu¢ 1.2.3.6: R, karakteristigi 2 ve 3 den farkli bir asal halka olsun. Bu durumda
D : R — R sifirdan farkh bir sol Jordan tiirevi bulunabiliyorsa R komiitatiftir.

Not: R herhangi bir halka ve R' 2-torsion free bir halka olsun. f: R — R' i¢ine bir
doniigiim olmak tizere,

f ye Jordan homomorfizm denir ancak ve ancak her a, b € R i¢in f{a + b) = f(a) + f{b)
ve f{ab + ba) = f{a)f(b) + f(b)f{a) esitlikleri saglaniyorsa.

Sonu¢ 1.2.3.7: R, karakteristiZi 2 ve 3 den farkli bir asal halka ve f: R - R,
D : R — R doniigiimler olsun. Bu durumda D toplamsal bir doniigiim olmak tizere
file D, Vx € R igin D(x*) = DX)f(x) + xD(x) ve DX)f(x) = xD(x) esitliklerini
saglarsa D = 0 dir.

g: R — R bir Jordan homomorfizm ve Vx € R i¢in (ag(x) - xa)g(x) = x(ag(x) - xa)
olacak sekilde bir a € R varsa bu durumda Vx € R i¢in ag(x) =xa dir.

Onerme 1.2.3.8: R bir halka, X bir sol R-modiil ve D : R — X bir sol tiirev olmak
uzere,

i) Va € R, x € X i¢in aRx = 0 iken a = 0 veya x = 0 oldugunu kabul edelim. Bu
durumda D # 0 ise R komiitatiftir.

ii) X = R bir yan asal halka olsun. Bu durumda D : R — Z(R) déntigiimii bir tiirevdir.
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Sonu¢ 1.2.3.9: R bir halka, X bir sol R-modiil ve D : R — X bir Jordan sol tiirevi
olsun. Va € R, x € X igin ax =0 iken a = 0 veya x = 0 oldugunu kabul edelim. Bu

durumda D =0 ise R komiitatiftir
Bresar, M ve Vukman, J.

Tamm: R ve T iki halka ve 0, ¢ : T — R homomorfizmler olsun. X bir R-bimodiil
olsun. Va, b € T i¢in d(ab) = d(a)¢(b) + 0(a)d(b) sartim saglayan d : T — X toplamsal
doniigiimiine (0,p)-tiirev denir. Va € T igin q(a2) = d(a)p(a) + O(a)d(a) sartim
saglayan d’ye bir Jordan (0,0)-tiirev denir.

Teorem 1.2.3.10: T bir halka, R komiitatif olmayan bir halka olsun. 6, ¢ : T > R
homomorfizmler ve X bir 2-torsion free R-bimodiil olsun. ¢’nin {izerine ve Vx € X,
a € R i¢in xRa = 0 oldugunda x = 0 veya a = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
herd : T — X Jordan (0,p)-tiirevi bir (0,p)-tirevdir.

Teorem 1.2.3.11: R, char R # 2 olacak sekilde bir komiitatif asal halka olsun. Bu
durumda 0 ve @, R’nin iki endomorfizmi olmak iizere R’nin her d Jordan (0,¢)-tiirevi

bir (8,0)-tiirevdir.

Ayrica 0 #¢ ise bu durumda Va € Rigin d(a) = A(o(a) - 0(a)) olacak sekilde R nin

F kesirler cisminde bir A elemam vardir.
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1.2.4. Simetrik bi-tiirevier

R bir halka ve D(.,.)) : RxR — R bir doniisiim olsun. Bu durumda Vx, vy € R igin
D(x,y) = D(y,x) esitligi saglaniyorsa D ye simetrik donigiim denir.
Ayrica Vx, y, z € Rigin D(xty,z) =D(x,z) + D(y,z) ve D(x,y+z) = D(x,y) + D(x,2)

esitlikleri saglamyorsa D ye bi-toplamsal doniigtim denir.

Tamm: R bir halka, D bir simetrik doniigiim olmak iizere Vx € R igin f(x) = D(x,x)

ile tammlanan f: R — R doniigiimiine D nin izi denir.

Tanm: R bir halka ve D(.,.) : RxR — R simetrik bi-toplamsal doniisiim olsun. bu
durumda Vx, y, z € R igin D(xy,z) = D(x,2)y + xD(y,z) esitli§i saglaniyorsa D’ye
simetrik bi-tiirev denir.

Bu durumda f donigiminin ¢ift oldugu ve Vx, y € R igin
fixty) = f(x) + f{y) + 2D(x,y) oldugu goriilebilir.

Vukman, J., 1989

Teorem 1.2.4.1: R, char R # 2 olacak sekilde komiitatif olmayan bir asal halka olmak
uzere D(.,.) : RxR — R ve d sirasiyla simetrik bi-tiirev ve onun izi olsun. Bu

durumda d, R de commutting ise D=0 dir.

Teorem 1.2.4.2: R, char R # 2, 3 olan komiitatif olmayan bir asal halka olsun.
D(.,.) : RxR — R ve d sirastyla simetrik bi-tiirev ve onun izi olsun. Bu durumda d, R

de centralizing ise D = 0 dur.
Teorem 1.2.4.3: R, char R # 2 olacak gekilde bir asal halka ofsun. D;(.,.) : RxR > R

ve Da(.,.) : RxR — R simetrik bi-tiirevler ve d;, ¥x € R i¢in Dy (da(x),x ) = 0 olacak
sekilde D2 nin izi olsun. Bu taktirde D; = 0 veya D,=0 dur.
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Teorem 1.2.4.4: R, 2-torsion free yan asal bir halka olsun. D simetrik bi-tiirev ve d,
D nin izi olsun. Bu durumda Vx € R igin D(d(x),x) = 0 saglaniyorsa D = 0 dur.

Teorem 1.2.4.5: R, char R # 2, 3 olan bir asal halka, Di(,,) : RxR —- R ve
Dy(,,.) : RxR — R simetrik bir tiirevler olsun. d;, d2 ve f sirasiyla D;, D; ve B nin
izleri olmak tizere Vx € R igin di(dz(x)) = f{x) olacak sekilde bir B(,,.) : RxR - R
simetrik bi-toplamsal do6niigiimiiniin varoldugunu kabul edelim. Bu taktirde
D=0 veya D,=0 dur.

Teorem 1.2.4.6: R, 2-torsion free ve 3 torsion free yari-asal halka olsun.
D(.,.) : RxR — R simetrik bi-tiirev, B(.,.) : RxR — R simetrik bi-toplamsal doniigiim
ve d ve f sirastyla D ve B nin izleri olmak iizere ¥x e R i¢in d(d(x)) = f{x) saglansin.
Bu durumda D=0 dur.
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1.2.5. Ortogonal tiirevler

Tamm: R yari-asal bir halka, d ve g R’de iki tiirev olsun. Bu durumda Vx, v € R
icin d(x)Rg(y) = 0 = g(y)Rd(x) esitlikleri saglamyorsa d ile g’ye ortogonal tiirevler

denir.

Not: R, ve R; asal halkalar olmak iizere R = R; ® R; olsun. Bu durumda R yan-
asaldir. Ayrica 0 # d;, R, tizerinde bir tiirev olmak tizere V(r,12) € Rigin d(r,rz) =
(di(1),0) R de sifirdan farkli bir tiirevdir. Bu durumda 0, R de sifir doniigiimii
olmak iizere d ye d; ve 0z tiirevlerinin direkt toplamidir denir ve d =d; @ 0, seklinde

gosterilir.

Aym sekilde 0 # gs, Ry uizerinde bir tiirev olmak iizere V(r;,r2) € R igin g(ry,r3) =
(0,82(r2)) seklinde tammlanan g de R de sifirdan farkl bir tiirevdir. Bu durumda 0;,
R, de sifir doniigiim olmak iizere g ye 0; ve g, tiirevlerinin direkt toplamidir denir ve

g =0; ® g, seklinde gosterilir.

Bresar, M. ve Vukman, J., 1989

Teorem 1.2.5.1: R, 2-torsion free yari-asal halka olsun. d ve g, R de tiirevler olmak
tizere, d ile g’nin ortogonal olmasi igin gerek ve yeter kosul asagidakilerden birisinin
saglanmasidir.
i) dg=0
il) dg+gd=0
iii) Vx € Rigin d(x)g(x)=0 dir.
iv) Vx € Rigin d(x)g(x) + g(x)d(x) =0 dir.
v) dg bir tirev
vi) Vx € Rigin (dg)(x) =ax +xb olacak gekilde a,b € R vardur.
vii) Asagidakiler saglanacak sekilde R’de U; ve U, idealleri vardir.
a) Uy n Uz =(0) dir ve U; © U,, R nin bir essential idealidir.
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b)d: R— U; ve g: R — Uz igine iki doniigimdiir.

¢) d; : Uy — U, bir tiirev ve 0, : U, — U, bir sifir tiirev olmak iizere d’nin U; @ U,

ye kisitlamasi d; & 0, geklinde bir direkt toplamdir. Ayrica d; =0 ise d=0 dir.

d) 0, : Uy — U sifir tiirev ve g; : Uy — U, bir tiirev olmak tizere g’nin U, @ U,
ye kisitlamas: 0; © g, seklinde bir direkt toplamdir. Ayrica g, =0 ise g=0 dur.

Sonu¢ 1.2.5.2: R, char R # 2 olan bir asal halka olsun. Bu durumda R nind ve g
tiirevleri Teorem 1.2.5.1 in denk kosullarindan birini sagliyorsad =0 veyag=0 dur.

Sonu¢ 1.2.5.3: R, 2-torsion free yar: asal bir halka olsun. R nin bir d tiirevi Vx € R
igin d(x)* = 0 kogulunu sagliyorsa d = 0 dir.

Sonu¢ 1.2.54: R, 2-torsion-free yart asal bir halka ve d, R nin bir tiirevi olsun.
Her x € R igin d*(x) = ax + bx olacak gekilde a, b € R varsa d=0 dur.

Sonug¢ 1.2.5.5: R, 2-torsion free yan asal bir halka ve d, R nin bir tiirevi olsun. Bu

durumda d* tiirevse d = 0 dir.

Teorem 1.2.5.6: R, 2-torsion free yan asal bir halka ve d, g R nin d® = g? bir tiirevi
olacak sekilde tiirevleri olsun. Bu durumda d + g ve d - g tiirevleri ortogonaldir.
Boylece R nin U; © U, essential ideali ve U iizerinde d =g ve Ujiizerinded =- g
olacak sekilde Uj ve U, idealleri vardir.

Sonug 1.2.5.7: R, 2-torsion free bir asal halka ve d, g R nin tiirevleri olsun. d*= g2 ise
budurumdad=g veyad=- g dir.
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Teorem 1.2.5.8: R, 2-torsion free yarn asal bir halka ve d, g R nin tiirevleri olsun.
Vx € R igin d(x)* = g(x)” ise bu durumda d + g ve d - g ler ortogonaldir. Boylece R
nin, U; @ U, essential ideal ve U, lizerinde d = g ve U, tizerinde d = - g olacak

sekilde U, ve U, idealleri vardir.

Sonug 1.2.5.9: R, char R # 2 olan bir asal halka ve d ve g, R nin tiirevleri olsun. Bu
durumda Vx € R igin d(x)* = g(x)* ise d =g veya d =- g dir.
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1.2.6. Asal halkalarda tek yanh idealler ve tiirevler

R bir asal halka olmak iizere (0) = I, R’nin iki yanh ideali ve d bir tiirevi olsun.

Bu durumda,

(A) Eger d® # 0 ise bu durumda d(l) ile iiretilen alt halka R’nin sifirdan farkh bir
idealini igerir.

(B) Char R #2 ve 3, 3d(I) = 0 olacak sekilde R’nin bir tiirevi ise bu durumda ya
d=0 veya 6=0 dir.

(C) Vx e Iigin d(x)" = 0 olacak sekilde bir n € Z" varsa bu durumda d =0 dr.

siklarindan herbiri gergeklenmektedir.

Fakat I'min bir sag ideal olmasi durumunda istteki sonuglardan higbirisi
gergeklenmez. Bu durumda d(I)I =0 sartinda problem gikmaktadir.
Bu sart asagidaki makalenin ana konusudur.

Bu ¢aligma boyunca R bir asal halka, 0 # d R nin bir tiirevi, (0) # U bir sag ideali
L=Am, U = {x € R | xU = 0} olarak gosterilen sol sifirlayanlar1 kiimesi olarak
alinacaktir. Ayrica burada L nin bir sol ideal oldugu goriiliir.

Bresar, M. , 1994

Lemma 1.2.6.1: d, R’nin bir tiirevi, (0) # U sag ideali olsun. L = Ann, U ve Q, R nin

quationlarimin Martindale halkas1 olsun.Bu durumda agagidakiler egdegerdir.

) dU)cL

ii) d(U)*=0

i) d(U)a = 0 olacak gekilde 30 # a € R vardur.

iv) d = [q,0] olmak iizere qU = 0 olacak gekilde Iq € Q vardur.
Burada d = [q,0] ile Vx € R igin d(x) = [q,X] = gx - xq ifade edilmektedir. Yani d,
bir Kharchenko ig tiirevidir.
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Teorem 1.2.6.2: Char R # 2 olsun. Bu durumda R’nin d(U) ile iiretilen alt halkasinin
R’nin sifirdan farkls higbir sag idealini igermemesi igin gerek ve yeter kosul d(U) < L

olmasidir.

" Teorem 1.2.6.3: Char R =2 ve (0)# U Ranin bir sag ideali olsun. 0 = d, R nin bir
tiirevi ve 0 # & diger bir tiirevi olsun.

Bu durumda 6d(U) = 0 olmast igin gerek ve yeter kosul d(U) ¢ L, 8(U) < L olmasidir.
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BOLUM 2
TUREVLI GAMMA HALKALARI - TUREVLI HALKALAR
2.1. Gamma Halkalan

Bu kesimde daha 6nce Nobusawa (1964), Barnes (1968) tarafindan Gamma Halkalan

iizerinde yapilan ¢aligmalar ele alinmigtir.

Gamma Halkas1 kavramm ilk olarak 1964 yilinda Nobua Nobusawa tarafindan
agagidaki sekilde verilmigtir.
Tamm 2.1.1: M elemanlan a, b, c,.......... lerle gosterilen bir toplamsal grup I' da
elemanlan vy, B, a.,......larla gosterilen diger bir toplamsal grup olsun.
Farzedelimki Va,b € M ve Vy, B € I i¢in ayb, M’ nin bir eleman olarak yap da T’
nin bir elemam olarak tanimlansin.
Eger Va;, a3,a,b;,bs, b,ce Mve VY1, 7,5, 7, B € I'igin
1) (a1t az)yb=aryb + azyb,
a(y1 + 72)b = anib + aysb,
ay(b; + by) = ayb; + ayb,,
2) (ayb)Bc = ay(bBc) = a(ybP)c,
3) Eger herhangia, b e Miginayb=0isey=0

kosullart saglamyorsa bu taktirde M’ ye bir I'-halkasi denir.
Daha sonra 1966 yilinda Wilfred E. Barnes yukaridaki tammdaki baz1 kogullari

kaldirarak Barnes anlaminda Gamma Halkas1 tammini agagidaki sekilde vermistir.



Tamm 2.1.2: M= {a, b, c,...} ve T = {a, B, aty,.....} toplamsal degismeli gruplar ve
Va,b,c e Mve Vo, B € I'igin
i) aob e M,
ii) (a + b)ac = aac + bac,
a(a + B)b = aab + afb,
acy(b + ¢) = aab + aac
iii) (aotb)Bc = ac(bBc)
kosullan saglaniyorsa M’ye bir I'-halkas: denir.

Bu anlamda Gamma Halkasina bir ¢érnek verelim.

Ornek: X ve Y toplamsal degismeli gruplar, M = Hom (X,Y), I' = Hom(Y,X)
ve MxI'xsM - M olsun.
(a,a,b) - aob

Burada aab ile doniigtimler arasindaki bileske iglemi alinmaktadir. Bu igleme gore M
bir Gamma Halkasidir.
Gergekten;
Va,b,c e Mve Va, 8 € I'igin
pVxeX ve Vye Yigin
X —25Y 25X —5Y

acb: X —>Y

(aab)(x + y) = (aa)(b(x + y)) (Bileske igleminin tammindan)
= (aa)(b(x) + b(y)) (Fonksiyonlardaki toplamanin tanimindan)
= (aa)(b(x)) + (ac)(b(y))
= (aab)(x) + (actb)(y)
= aob € M =Hom (X,Y)
il) Vx € Xigin
[(a + b)ac](x) = [(a + bal(c(x))
= (a +b)(a(c(x)))
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= a(a(c(x))) + bla(c(x)))
= (aa)(c(x)) + (ba)(c(x))
= (aoc)(x) + (borc)(x)
= (acc + bac)(x)
= (a+b)ac =aac+bac
[a(o + B)b)(x) = [a(ce + B))(b(x))
= a[(a + B)(b(x))]
=ala(b(x)) + B(b(x))]
= a(o(b(x))) + a(B(b(x)))
= (aob + afb)(x)
= (o +B)b=aab +afb
[ac(b + ©)](x) = ac(b + c)(x)
= ao(b(x) + c(x))
= aab(x) + aac.(x)
= (acb + acc)(x)
= ao(b +c) =aob + acc
iii) Vx € X igin
[(acb)Be](x) = (aob)B(c(x))
= (aab)B(c(x)))
= aa[b(B(c(x))]
= ao[(bBec)(x)]
= [aa(bBe)](x)
= (aab)Bc = aa(bfc)

Tamm 2.1.3: M bir I'-halkasi, & = A < M toplamsal bir alt grup ve
ATM={acb|ac A,be M, a €I} olmak iizezre ATM c A ise A’ya M’nin bir
sag ideali denir.

Aym sekildle MI'A ={baa |be M, a € A, a € I'} olmak tizere MI'A c A ise
A’ya M’nin bir sol ideali denir.
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Eger A, M’nin hem sag hem de sol ideali ise yani iki yanl ideali ise bu durumda A’ya

kisaca M nin bir ideali denir.

Tanim 2.1.4: a € M olsun. a ile iiretilen esas ideal yani (a), a’yi igeren tiim ideallerin
arakesitidir ve bu ideal n e Z, x,y,u,ve M, a, B, y, 6 € I' olmak iizere

na + xaa + afly + uyadv bigimindeki tiim sonlu toplamlarn kiimesidir.

Tanim 2.1.5: A ve B, M’nin sag (sol yada iki yanl) idealleri olsun.
Budurumda A+B={a+b|ae A, b e B} ye A ile B’nin toplami denir ve A + B,
M’nin sag idealidir.

Not: i € I olmak iizere A; ler M I'-halkasinin sag (sol yada iki yanli) idealleri iseler
bu durumda NA,; de M’nin sag (sol yada iki yanli) idealidir.

iel

Not: A, M nin bir sag ideali, i3, M’ nin bir sol ideali ve & # S c M ise bu taktirde
n

SA=1:Ys;o4a;[s;e S, a;€T,a;€ A, neN"
i=1

M’nin bir sag idealidir. Ayrica BS, M’nin sol idealidir ve BA, M’nin idealidir.

Not: M bir I-halkasi ve A, M’nin bir ideali olsun. Bu durumda
M/A = {x + A | x € M} kiimesi,
(x+A)+(y+tA)= (x+y)+A ve (x+A)y+A)=(xay)+A

iglemlerine gore bir I'-halkasidir.

Eger halkamiz Nobusawa anlaminda bir I'-halkasi ise bu taktirde M/A, Nobusawa
anlaminda bir I'-halkas: olarak tammlanamaz. Ciinkii a(x+A)B y1 I" da olacak sekilde
tamimlayamayiz. Ayrica 3) den

x+A)Y(y+A)=0+A , VX, y e Mvey eI igin

= xyy+tA=0+A ,Vx,y e Mvey e Iigin
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= XYy € A ,Vx,ye Mvey eI igin

olmas1 y=0 olmasim gerektirmez.
Not: MI'M < M oldugundan M kendisinin bir idealidir.

Tamm 2.1.6: M ve N, I'-halkalart ve 8, M’ den N igine bir donugiim olsun.
Sayet Vx,y e M ve a € I igin

8(x +y) = 6(x) + 6(y) ve B(xay) = 8(x)ab(y)

sartlani saglamiyorsa ©° ya bir I'-homomorfizm denir. $ayet 0, 1-1 ve ortense 0’ya bir

I'-izomorfizm denir.

Not: M ve N, TI-halkalan ve 6 : M — N’ye bir I'-homomorfizm olsun.
Bu durumda Ker 8 = {x € M | 0(x) =0} M’nin bir idealidir.

Not: Daha genel olarak B — N bir sa3 (sol veya iki yanh) ideal ise
0'(B) = {x € M | 8(x) € B} olmak iizere 0 (B) de M’nin sag (sol veya iki yanl)

idealidir.

Not: Benzer olarak 8: M — N’ye 6rten I'-homomorfizm ve A, M’nin sag (sol veya iki
yanh) ideali ise bu taktirde,
0(A) = {0(2) | a € A}, N nin sag (sol veya iki yanl) idealidir.

Teorem 2.1,7: A, M I'-halkasinin bir ideali ve 0 : M — M/A’ya dogal doniigiim
olsun. Bu taktirde 0, gekirdegi A olan 6rten bir I'-homomorfizmdir.

Tersine N bir I'-halkasi1 olmak tzere 8: M — N’ ye cekirdegi A olan orten bir
I'-homomorfizm ise bu taktirde M/A, N’ye I'-izomorfiktir.
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Teorem 2.1.8: M ve N, I'-halkalar, 0 : M — N’ye 6rten I'-homomorfizm , Ker 6 = A
olsun. Bu durumda B’, N’nin bir idealidir ancak ve ancak 6”(B’) = B, M’nin A’ y1
kapsayan bir idealidir.

Yine bu taktirde M/B, N/B’ ve (M/A)/(B/A) larn tiimi I'-izomorfiktir.

Teorem 2.1.9: M bir I'-halkasi, A ve B, M’nin idealleri ve 0 : M — M/B kanonik

I'-homomorfizmi olsun.

Bu durumda A +B=0"(8(A)) ve (A+B)B=A/ANB dir.
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2.1.1. Asal idealler ve radikal

M bir I'-halkasi ve P, M” nin bir ideali olsun.
VA, B c M ideali i¢gin AB < P iken A < P veya B c P oluyorsa P’ye M’nin asal

ideali denir.
Not: (0) ideali asal olan I'-halkasina asal I'-halkas: denir.

Teorem 2.1.1.1: P, M TI'-halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda P nin asal olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul (a)(b) P iken a € Pveyab € P olmasidur.

Ispat: =: P asal ideal olsun. Bilindigi gibi a, b € M igin (a) ve (b), M’nin idealleridir.
Bu durumda (a)(b) < P iken P asal oldugundan (a) — P veya (b) < P dir.

Buradan a € (a) ve b € (b) oldugundan a € P veya b € P dir.

<: (a)(b) c P iken a € P veya b e P olsun.

A ve B, M’nin AB C P olacak sekilde idealleri ve A P olsun. Bu taktirde a € A ve
a ¢ P olacak sekilde bir a € M vardir. Ayrica herhangi bir b € B i¢in

(a)(b) < AB c P = (a)(b) < P dir.

Kabuliimiizden dolay1 a ¢ P oldugundan b € P dir.Buradan P asal bulunur.

Teorem 2.1.1.2: M, Nobusawa kosullarim saglayan bir I'-halkast ve P, M’ nin bir
ideali olsun. Bu durumda P asaldir ancak ve ancak al'b — Pikena € Pveyab € P
oluyorsa. Veya

P asaldir ancak ve ancak a ¢ P ve b ¢ Piken Ja € I'igin aab ¢ P dir.

Teorem 2.1.1.3: M, Nobusawa anlaminda bir I'-halkasi, A ve P, M’nin idealleri
olsun. Bu taktirde P asal ise P/A, M/A da asaldir.

Tersine, P’ M/A nin asal ideali ve : M — M/A ya kanonik homomorfizm ise bu
taktirde 6'(P’) =P, M’ nin A y1 kapsayan bir asal idealidir.
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Tamm 2.1.1.4: M bir I'-halkasi ve S < M olsun. $ =& veya Va, b € S igin

(@)(b) N S#JJ ise S’ ye bir m-sistem denir.
Not: P asal ve A c P dir ancak ve ancak P° bir m-sistem ve P° A= dir.

Ispat: =: P asal ve A < P olsun. Bu durumda Va, b € P° igina ¢ Pveb ¢ P
oldugundan P nin asallig: kullamlarak Jo € I' i¢in aab ¢ P bulunur = Ja € I igin
aab € P° bulunur. Aym zamanda aotb € (a)(b) oldugundan buradan (a)(b) N P° = &
elde edilir. O halde P bir m-sistemdir.

Ayrica A ¢ P oldugundan P° n A = oldugu agiktir.

Tersine P° m-sistem ve P° N A = & olsun. Bu durumda P nin asal ve A < P
oldugunu gosterelim.

A cPolsaacA veagP olacak sekilde en az bira € M vardir = a € P°dir.
Buradan P° n A = elde ederiz. Bu ise kabuliimiizle ¢eligir. O halde A ¢ P dir.

Simdi P’nin asal oldugunu gosterelim.

a¢Pveb ¢Polsun = a € P° ve b € P° dir.

Buradan Va € T icin aab € (a)(b) oldugunu ve P° bir m-sistem oldugundan
(a)(b) " P°£ D oldugunu kullanarak Jo € I' igin acb € P elde edilir.

= Jda € I'igin acb ¢ P dir.

Bu ise P nin asal olmasi demektir.

Tanmm 2.1.1.5: M bir I-halkas1 ve A, M’nin herhangi bir ideali olsun.
r(A)= {x e M|x € U, Um-sistem ve U N A =}

seklinde tammlanan kiimeye A idealinin radikali denir.

Not: A, M’nin bir ideali olsun . Bu durumda A c r(A) dir.
Gergekten;

x € Ave x € U, U bir m-sistem olsun,
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Buradan m-sistem tamimindan x € U,y € U igin (x)}(y) " U= O elde edilir.

Ayrica A, M’nin bir ideali oldugundan AI'M c A dir.

=>x € Aiginxay € A dir.

= x)}y)c Adr.

Ohalde xX}y) "nUz0 = AnU=z=D elde edilir. Bu ise radikal tammindan

x € 1(A) olmasi demektir.

Not: Eger P asal ideal ve A c P ise bu durumda r(A) c P dir.

Cunki;

P asal ve A c P ise bu durumda Not-I den P° bir m-sistem ve P° n A = & dir.

x € r(A) olsun. O halde x’i bulunduran her U m-sistemi i¢in U N A = & dir.

Ote yandan P° n A = @ oldugundan x e r(A) iken x ¢ P° dir. Ciinkii, sayet x € P°
olsa P°~ A # J olur. Bu ise geligkidir.

O halde x € P, dolayisiyla r(A) c P dir.

Lemma 2.1.1.6: A, S m-sisteminden ayrik bir ideal olsun. Bu durumda A’dan aynk

m-sistemlerin sinifinda maksimal olacak sekilde T © S m-sistemi vardur.

Ispat: S bir m-sistem ve A N S =@ olsun.
M= {S; | Si ler m-sistem ve A N $;=O, Vi € I igin} M’ deki m-sistemlerin bir sinifi
olsun. Oncelikle # # & dir. Cinkii S; =S almrsa AnS=C ve S bir

m-sistemdir. Kapsama bagintisina gére .# kismi siralidir. Zorn Lemma’ dan /#Z nin

T gibi bir iist sinir1 (maksimal elemani) vardir.

T e# oldugundan A N T = & dir ve T bir m-sistem ve .#Z de maksimal
oldugundan Vi e Iigin S;c T vedolayisiyla S T bulunur.
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Lemma 2.1.1.7: A bir ideal ve S, S N A = J olacak sekilde bir m-sistem olsun. Bu
durumda S ile aynk olan ve A’ y1 kapsayan ideallerin sinifinda maksimal olacak

sekilde bir P O A ideali vardir ve P asaldir.

Ispat: S bir m-sistem ve bir A ideali igih S N A = & olsun

M ={K|SnK=0, AcK} idealler ssmfim ele alalim. Oncelikle A € #
oldugundan #Z# O dir.

Zom Lemma’ dan .# ’ nin P gibi bir maksimal elemam vardir ve bu P ideali igin

SNP=C ve AcPdir.

Herhangi b, c €S i¢in b, ¢c ¢ P olsun. Butaktirde P+ (b) #P ve P+ (c) =P dir.

P’ nin maksimalliginden P + (b) ¢ #£ ve P + (c) ¢ A dir. Diger bir deyigle

P+)nS=2d ve P+Dd)NS=D dir.

Yanisj€ S,s5,€ P+ (b) ve s, S, sz € P+ (c) olacak sekilde s;, sz € S ler vardir.
Ote yandan S bir m-sistem oldugundan (s;}(sz) N S # & dir.

Ayrica,

$1= P11 b1, ;2=pat+ ¢, br € (b), c1 € (¢) igin

(s1)(s2) € (P + (b))P + (1)) < + GNP + (¢)) = P + (b)(c)

dir. Sayet burada (b)(c) c P olsa (s1)(sz) < P olur. Yani, P ~ S = & olur. Halbuki
P’nin segilisinden dolay: bu olamaz. O halde (b)(c) & P yani P asal bulunur.

Lemma 2.1.1.8: Bir M T'-halkasinin bogtan farkli bir P altkiimesi bir A idealini
kapsayan minimal asal idealdir (P, A’mn minimal asalidir) ancak ve ancak P°, A’dan

ayrik maksimal m-sistemdir.

Ispat: < : P°, A’dan ayrik maksimal m-sistem olsun. Bu durumda Lemma 2.1.1.7 den
P¢ile aynk olan ve A’y1 kapsayan ideallerin simfinda bir P; maksimal ideali vardir.
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Yani Py, # = {P;| A c Pi, P°n P;= &} kiimesinin maksimal elemam ve aym
zamanda Lemma 2.1.1.7 den asaldir. O halde P°nP1=@ = PicP = P, o P°
dir.

P; asal ideal iken P;°, A ile ayrik bir m-sistem ve P°, A ile aynk maksimal bir m-
sistem oldugundan P,°=P° = P;=P dir.

Yani P asal idealdir. Acik olarak P° nin maksimal m-sistem olmasindan P, A’nin
minimal asalidir.

Gergekten;

A c P'c P olsa bu durumda P°c P*, P° maksimal = P°=P* = P=P' dir.

=>: Tersine P, A’nin minimal asali olsun. Bu durumda P°, A ile ayrik bir m-sistemdir
ve Lemma 2.1.1.6’den A ile ayrik olan, P° yi kapsayan bir maksimal S m-sistemi
vardir, yani P° ¢ § dir. Ilk kisimdan dolay1 (S°)° = S maksimal bir m-sistemdir.
SNA=0 ise S° A’mn minimal asahdir ve A c S° dir. Ote yandan P° S ise
S° ¢ P olur. Buradan A ¢ S°c P olmasindan ve P’nin minimalliginden P = S° elde
edilir. O halde S = P°, A ile aynk olan maksimal bir m-sistemdir.

Sonug¢ 2.1.1.9: Eger P asal ideal ve A < P ise bu durumda P, A’min bir minimal
asalim kapsar.

Ispat: P asal ideal ve A C P ise Lemma 2.1.1.8 den P°, A ile ayrik bir m-sistemdir.
Bu durumda Lemma 2.1.1.6 dan A ile ayrik bir maksimal S m-sistemi i¢in P° S dir.
Yine bu durumda S° ¢ P olmasindan ve Lemma 2.1.1.8 in ilk kismindan (S°° =S, A
ile aynk maksimal m-sistemse bu durumda S°, A’mn minimal asalidir. Dolayisiyla

A ¢ S°c P bulunmus olur.
Teorem 2.1.1.10: A bir M I'-halkasinin herhangi bir ideali ise bu durumda r(A),

A’nin minimal asal ideallerinin arakesitidir. Yani P; ler A’nin minimal asal idealleri
olmak tizere r(A) = NP, dir.
icl
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Ispat: A bir M T'-halkasmnin herhangi bir ideali olsun.
Vi e Iigin P;” ler A’nmin minimal asal idealleri ve A ¢ P; ise Vi € I i¢in r(A) < P; dir.

Buradan Vi € Ligin r(A) c NP; elde edilir.

Simdi NP, c r(A) oldugunu gosterelim. Herhangi bir x elemam igin x ¢ r(A) olsun.
iel

r(A) min tammindan x’i bulunduran bir S m-sistemi vardir ve S N A = J dir. O halde

Lemma 2.1.1.6 dan S; O S ve A ile aynk olacak sekilde bir maksimal S;, m-sistemi
vardir. Fakat Lemma 2.1.1.8 den S,°=P, A’ nin minimal asaldur.
Oteyandan x e Sc S; = x¢ P = x ¢ NP, olur. Buradan NP, Cr(A) dir.

iel

icl

Sonug olarak r(A) = NP, elde edilir.

iel
Sonug 2.1.1.11: Bir idealin radikali yine bir idealdir.
Sonug 2.1.1.12: A bir ideal iken r(r(A)) = r(A)
Sonug 2.1.1.13: Sayet R = r(0) ise bu durumda r(M/R) = 0 dir.

Ispat: x e Migin x + R # 0 + R oldugunu varsayalim. Bu durumda x ¢ R = r(0) dur.
R =1(0) = NP, , P;’ler M’nin asal idealleri oldugundan P o R olacak sekilde bir P asal
iel

ideali vardir ve x ¢ P’ dir. Diger yandan P, M nin asal ideali ve R c P oldugundan
P/R, M/R nin bir asal ideali ve x + R ¢ P/R dir. Boylece r(M/R) nin tanimindan
x +R ¢ f(M/R) olur. O halde r(M/R) =0 dir.

Sonu¢ 2.1.1.14: A ve B, M TI-halkasinin herhangi idealleri olmak iizere
(A N B)=1(A) N (B) dir.
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ispat: (A n B) = NP,, A n B c P;, P’ler asal idealler olmak iizere A’ nin asal
iel

bolenleri Wy ler yani A ¢ W; olsun. Ote yandan A N B ¢ A ¢ W; oldugundan W;’

ler A B nin de asal bélenleridirler.

O halde r(A m B) < r(A) dir. Benzer sekilde A N B ¢ B c Uj oldugunda U;’ ler
A N B’ nin de asal bélenleri olurlar. Bu taktirde (A n~ B) c 1(B)
= (A N B) c 1(A) " r(B) olur.

Y
Tersine r(A) N r(B) < (A N B) oldugunu gosterirsek ispat tamamlanms olur.
Eger A B c P asal ise AB c P ve P asal oldugundan Ac P veyaB C P dir.
Yani r(A) c r(A N B) veya r(B) < r(A N B) = 1(A) n 1(B)  r (A n B) olur. O halde
(A N B)=r(A) n r(B) dir.
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2.1.2. Primary idealler

Tamm 2.1.2.1: M bir I'-halkas1 ve A, B onun herhangi iki ideali olsun. Bu taktirde
herhangi bir Q ideali i¢in AB c Q iken A c r(Q) veya B c Q sart1 saglaniyorsa Q ya
sag primary ideal denir.

Benzer sekilde sol primary ideal tanimlanabilir.

Biz buradaki ¢aligmalarimizda sag primary ideallerini kullanacagiz.

Teorem 2.1.2.2: M bir I'-halkas1 ve Q, M’nin bir ideali olsun. Bu taktirde
Q primary idealdir ancak ve ancak (a}(b) < Q oldugunda a € r(Q) veya b € Q ise.

ispat: = : Q primary ideal olsun. O halde (a) ve (b), M’ nin idealleri oldugundan
(a)(b) c Q ikena € r(Q) veyab € Q dur.

< :(a)(b) c Qiken a € r(Q) veyab € Q olsun. Herhangi A, B idealleri i¢in AB ¢ Q
ve B ¢ Q olsun.

Bu taktirde A c r(Q) oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir.

B & Q oldugundan b € B fakat b ¢ Q olacak sekilde bir b € M vardir. Bu durumda
b € B n Q° dir. Buradan herhangi a € A igin (a)(b) c ABC Q = (a)(b) c Q dir.
Hipotezden a € r(Q) veya b € Q idi. Fakat b ¢ Q kabul ettiimizden Va € A i¢gin
a € 1(Q) olur. Bu ise A c r(Q) olmasi demektir.

Teorem 2.1.2.3: M, Nobusawa anlaminda bir I'-halkast ve Q bir ideal olsun.
Q primary idealdir ancak ve ancak Va, b € M igin alb ¢ Q iken a € r(Q) veya
b € Qoluyorsa (<> a g r(Q)veb € Q = al'b N Q° = D).

Ispat: = : Q primary ideal ve al'b c Q, a ¢ r(Q) olsun. (a)(b) nin herhangi bir
clemam Vn,me M, Va,b,c,d,e,f,g,hjkeM,Vo,By5ppnv.Enel iin

(nat+coatafBd+eyadf)p(mb+gub+bvh+jEbnk)
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bigimindeki elemanlarin sonlu toplamu geklindedir.

Buradaki herbir terim Q’nun elemam oldugundan dolayisiyla (a)(b) < Q ve
Teorem 2.1.2.2 den b € Q bulunur.

Tersine al' b ¢ Q iken a € r(Q) veya b € Q olsun.

Herhangi A, B idealleri icin AB c Q ve B & Q olsun. B ¢ Q oldugundan
b € B n Q° olacak sekilde bir b € M vardir. Bu durumda herhangi a € A igin
albc ABc Q = al'bc Q dur.

Hipotezden Va € A i¢in a € r(Q) oldugundan A c r(Q) olur. Buradan Q primary

bulunur.
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2.2. Tiirevli Gamma Halkalarimin Komiitatifligi

R bir asal halka, char R #2ve 0 # d : R — R bir tiirev olmak iizere

i) (R) c Z ise R komiitatiftir.

ii)0 # d; : R - R, 0 #d2: R — R herhangi iki tirev olmak iizere d;d2(R) — Z ise R
komutatiftir.

olduklan daha 6nceden Vukman (1989) tarafindan ispatlanmigtir. Bu kesimdeki

amacimiz R halkas1 yerine bir M I'-halkasinin (Barnes anlaminda) U idealini ve

d tiirevi yerine de M TI'-halkas: tizerindeki tiirevi alarak sonuglari genellestirmektir.

Tanmm 2.2.1: M bir I'-halkast ve d, M iizerinde taniml1 toplamsal bir donigiim olsun.
Vx,y € MveVa €T igin

d(xay) = d(x)ay + xad(y) esitligi saglaniyorsa d ye M I'-halkas: iizerinde bir tiirev
denir (Jing, 1987).

Tanmm 2.2.2: M bir I"-halkas: olsun.
Z={ceM|cdm =mdc,Vm € M, VS € I igin}
seklinde tammlanan Z kiimesine M I'-halkasinin merkezi denir. Ayrica Va, b € M ve
Va e I'igin aab - boa = [a,b] , seklinde gosterilecektir.

p
Bundan sonraki ¢aligmalarimizda M, Barnes anlaminda bir T-halkasi olarak
alinacaktir.

Lemma 2.2.3. M bir I'-halkas1 olsun. Bu durumda Va, b, c € M ve VB, y € T igin
agagidakiler gerceklenir.

i) [ayb,c];=aylb,c]y+ [a,c],vb + ay(cb) - aP(cyd) dir.
ii) a € Z ise bu durumda [ayb,c],= ay[b,c], dir.
iii) a € Z ise bu durumda ay[b,c] ;= af[b,c], dir.



iv)M asal I'-halkas1 olsun. Bu durumdaa e Zveal'b=0 isea=0 veyab=0 dir.
v) M asal I'-halkast olsun. Budurumdaa e Zvealbc Zisea=0 veyab € Z dir.
vi)M, char M # 2 olan asal I'-halkas: olsun. Bu durumda a € Z ve ay[bc],= 0

ise a=0 veya [b,c] =0 dur.

Ispat: Va, b, c € Mve VB, y e Iigin
i) Tamm 2.1.2” nin ii) ve iii) giklan kullamlarak

ay[b,c]; + [a,c]p vb + ay(cBb) - aB(cyd)

= ay(bBc - cfib) + (aPc - cBa)yb + ay(cPb) - aB(cyb)
= ay(bBc) - ay(cBb) + (aBc)yb - (cBa)yb + ay(cBb) - aP(cyd)
=ay(bPc) + aP(cyb) - (cBa)yb - aP(cyb)
= ay(bBc) - (cBajyb
= (ayb)Be - cB(ayb)
= [ayb.c],
elde edilir.
ii) a € Z olsun.
Bu durumda Gamma halkasindaki merkez tammindan
ay(cBb) - aP(cyb) = (cPb)ya - aP(cyb)

= cf(bra) - aB(cyb)

= cB(ayb) - aP(cyb)

= (cPayyb - aB(cyb)

~ (@Bowb - aB(crb)

= ap(cyb) - aB(cyb)

=0
oldugunu ve [a,c], = 0 oldufunu i) de kullanarak [ayb,c], = ay[b,c]y elde ederiz.
iii)Va € Z i¢in ayfb,c]; = ay(bBc - cfb)

= ay(bBc) - ay(cBb)
= (bBc)ya - (cBb)ya
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= bB(cya) - cB(bya)
= bB(ayc) - cB(ayb)
= (bBa)yc - (cBajyb
= (aPb)yc - (aBchyd
= aP(byc) - aB(cyb)
= ap[(byc) - (cyb)]
= af[b,c],
elde edilir.
iv)M asal I'-halkasi olmak tizere a € Z ve Vb € M i¢in al'b = 0 olsun.
Bu durumda Vt € M ve V3, y € I igin 0 = ty(af3b)
= (tya)Bb
= (art)Bb
=> alMI'b = 0 bulunur. Buradan M’nin asallif1 kullamlarak a = 0 veya b =0
sonucu elde edilir. .
v) M asal I'-halkas: olmak tizere a € Z ve Vb € M igin al'b  Z olsun.
Bu durumda (i) den 0 = [ayb,c] ;= ad[b,c]; bulunur. Buradan

ad[b,c];=0, Vc e M, VB,8 €T igin 2.1
elde edilir. (2.1) de iv) kullamlirsa a=0 veya [b,c],=0 bulunur.

Sonug olarak Vc e M, VB e T'igin a=0 veya b € Z elde edilir.
vi)M, char M # 2 olan asal I'-halkas: olmak iizere a € Z, Vb,c e Mve Vy € I' i¢in
ay[b,c],= 0 olsun.

Bu durumda Vv, B € I'igin 0 = a(B + pib.clp+y = aPlb,c],+ aylbe],, yani
Vb,ceM, VB, vy e I'igin aB[b,c], +ay[b,c];=0 elde edilir.
Bu durumda iii) den 2ay[b,c],= 0 ve buradan char M # 2 oldugunu kullanarak

ay[b,c] ;= O bulunur. Bu son ifadeye iv) uygulanirsa a = 0 veya [bc]l;= 0 elde

edilir.
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Lemma 2.2.4: M bir asal I'- halkast olsun. Bu durumda

i) (0) # U, M nin bir sag ideali ve U c Z ise M komiitatiftir.

if) (0) # U, M nin bir sag (sol) ideali ve a € M iken UT'a= 0 (al'U =0) ise a=0 dur.
i1} (0) # U, M nin bir ideali ve a, b € M igin a'UI'b=01ise a=0 veyab =0 dir.

Ispat :
i) (0) # U, M nin bir sag ideali ve U c Z olsun. Bu durumda Lemma 2.2.3 ii) nin
kullanilmasiyla Vu € U igin, Va,b € M, Vy, B € I'igin
0 = [uya,b] ;= uy[a,b], ve buradan

UI'la,b];=0, Va,be M, Va e Uve VB € I'i¢in 2.2)
elde edilir.

(2.2) ye Lemma 2.2.3 iv) nin uygulanmasiyla Va, b € M, Vu € U ve VB € T i¢gin
u =0 veya [ab];= 0 elde edilir Buradan da U = (0) oldugundan
Va,b € M, VB e I igin fab],= O elde edilir. Bu ise M nin komiitatif olmasi
demektir.

it) (0) # U, M nin bir sag ideali ve a € M olmak iizere Ul'a = 0 olsun.

Budurumda Vue U,Vxe M, Vy, B € 'igin 0 = (ayx)Ba bulunur. Yani Vu € U,
Vx € M i¢in ulMI'a = 0 bulunur. Buradan M nin asalhg ve U # (0) oldugu
kullamlarak a=0 bulunur.

iii} (0) # U, M nin bir ideali ve a, b € M igin al'UI'b =0 olsun. Bu durumda
VueU,Vme M, Va, B, ye I'igin ay(upm)ab € alUT'b =0 dir.

Buradan Vy € I j¢in ayUT'MI'b =0 bulunur.

Son ifadede M nin asallif1 kullanilarak Vy € T i¢in ayU =0 veya b =0 elde edilir.
Buradan a'U=0 veya b=0 elde edilir. Eger al'U = 0 ise ii) den a = 0 bulunur.
Sonug olarak a=0 veya b=0 elde edilir.
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Lemma 2.2.5: M bir asal I'-halkas1 ve d, M nin bir tiirevi olsun. Bu durumda

i) (0) # U, M nin bir sad ideali ve d(U) =0 ise d=0dur.

ii) (0) # U, M nin bir ideali ve a € M iken al'd(U) =0 (d(U)I'a =0) isea =0 veya
d=0dr.

iii) Char M # 2 ve (0) = U, M nin bir ideali olsun. Bu durumda d*(U)=0 ised=0
dir.

iv) Char M # 2, (0) = U, M’nin bir ideali ve d,, d, M’nin iki tiirevi olsun. Bu
durumda dx(U) c U ve did2(U)=0 ise di=0 veya d,=0 dur.

Ispat :

i) Hipotezden ve U nun ideal olmas: tammindan Vu € U, Vm € M, Va € I i¢in

0 = d(uam) = d(u)oum + uad(m) = uod(m)

= UI'd(M) =0 bulunur.

Burada Lemma 2.2.4 ii) kullanilirsa U # (0) oldugundan d(M) = 0 ve buradan dad =0
elde edilir. )

ii) Hipotez ve U’nun ideal oldugu kullanilarak Va, B € I, Vm € M igin

0 = aad(upm) = aad(u)Bm + acuPd(m)

= 0=al'UI'd(M) elde edilir.

Bu ifadeye Lemma 2.2 4 iii) uygulandiginda M # (0) olmasindan a=0 veya d =0

bulunur.

Benzer sekilde d(U)I'a=0 i¢in a=0 veya d =0 sonucu bulunur.
iti)Hipotezden ve U’nun ideal oldugu kullamlarak Vu, v € U ve Va € T igin
0 = d*(uawv) = d(d(w)av + uad(v))

= d()av + dwad(v) + dyad(v) + vad’(v)

=2d(wad(v)
ve char M # 2 olmasindan 0 = d(u)ad(v), Vu, v € Uve Va € I igin
ve buradan da d(U)I'd(U) =0 elde edilir.



Bu ifadeye ii) uygulanirsa d(U) =0 bulunur ve bu son ifadeye i) uygulamirsa d = 0
elde edilir.
iv)Hipotezden ve U nun ideal olmasindan Vu, v € U ve Va € I igin
0 = didx(uav) = di(d2(u)av + uadz(v))
= dida(u)av + d2(u)ad;(v) + di(u)ada(v) + uad;da(v)
= dy(u)ad;(v) + di(u)adz(v)
elde edilir.
Burada u yerine dx(u) alinirsa Vu, v € U, Va € I igin
0 = dy ((wad;(v) + didz(u) adz(v) = dz 2(w)ad;(v) elde edilir.
= 0=d, 2(U)I'dy(U) dir.
Bu son ifadeye ii) uygulamrsa d;*%(U)=0 veya d;=0 bulunur.
d(U) = 0 ise iii) den d;=0 bulunur ve sonug olarak d;=0 veya d>2=0 elde edilir.

Bundan sonraki kisimda U, M’nin sifirdan farkli bir ideali olarak alinacaktir.

Lemma 2.2.6: M bir asal I'-halkasi, char M # 2, 0 # d M’nin bir tiirevi olsun. Bu
durumda d(U) c Z ise M komiitatiftir.

Ispat: Lemma 2.2.5 i) den dolay1 Z # (0) dir.
Buna gore Vu e U, Vy e M, Vz € Z ve Vy € I igin
0 =[d(uyz),y], = [d(u)yz + uyd(z).y], = [d(u)rzy], + [urd(2),y],

bulunur.

Burada d(u) € Z, z € Z oldugu ve Lemma 2.2.3 ii) kullamlirsa
0=[uylyd(z), VueU,VyeM,VzeZveVy eI igin
elde edilir. Bu ifadeye Lemma 2.2.3 vi) uygulanirsa
VueU,VyeM,VzeZveVyelign [uy],=0 veya d(z) =0 bulunur. Yani,
d(Z)=0 veya [UM], =0, Vy eI igin (2.3)

bulunur.
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Burada Vy € I' igin [UM], =0 oldugunda U c Z ve Lemma 2.2.4 i) den M komiitatif
bulunur.

d(Z) = 0 ise d(U) c Z oldugum kullanarak d>(U) c d(Z) =0, yani d*(U) =0 elde
edilir. Bu ise Lemma 2.2.5 iii) den d =0 olmasim gerektirir. Bu da hipotezle geligir.
O halde M komutatiftir.

Teorem 2.2.7: M bir asal I'-halkasi, char M = 2, 3 ve 0 # d, M’nin bir tiirevi olsun.
Eger d(U) c U ve d*>(U) c Z ise M komiitatiftir.

ispat: Hipotezden, Vu € U, VB, vy € T ve Vy € M igin d*(d(U)) = &’U) € Z
oldugunda
0 = [d(d(u)yd(w)).yls
= [d{d’@)yd(u) + du)yd’@)},yls
= [P (u)yd(u) + d*(u)yd’(v) + d*(upd’(w) + du)yd’@).yls
= 2{P@yd(u) + upd*@)}.yls
= 2[d’(u)yd(u).yls + 2[d*(u)yd’(w).ylp
elde edilir. Burada char M = 2, d(U) c Z ve d’(U) c Z oldugu ve Lemma 2.2.3 ii)
kullambirsa
0 = d@nld@u)ylp + C*Nld @)y
= P(u)y[d(u),yls, VueU,VyeM, VB, ye igin
bulunur. Bu ifadeye Lemma 2.2.3 iv) uygulamrsa
dPu)=0 veya [d(u),ylg=0, VueU, VyeM, VB, yel igin
yani,
d*(u)=0 veya d(u)eZ, Vue Uigin 2.4
elde edilir.

Eger d°(u) = 0 ise bu taktirde, Vu € U, Vy € M, VB, y € [ igin
0 = [d*uBd()).y],
= [d{d(u)Bd(u) + uBd’(w)},y],



= [()Bd(v) + du)Bd’(u) + du)Bd’(w) + uBd’(u).yl,
= [3d*(0)Bd(v).yly
olacagmdan char M # 3 ve Lemma 2.2.3 i) den 0= d*(u)B[d(u),y}, bulumur.
Bu son ifadeye Lemma 2.2.3 iv) uygulandiginda
d*(u) =0 veya [d(u)yl,=0, Yu € U, Vy e M, Vy € T'igin
bulunur. Boylece (2.4) ifadesi
d*(u)=0 veya d(u) € Z, Yu € Uigin
bigimine doniigir. O halde,
K={ueU|du)=0} ve L={ue U|d{u) € Z} kimelerini tammlarsak K ve L,
U’nun iki toplamsal alt grubudur ve U = K U L dur. Hipotezde d # 0 kabul
edildiginden Lemma 2.2.5 iii) den U=K dir.
O halde Brauer Trick’ten U =L yani d(U) c Z elde edilir.

Bu ise Lemma 2.2.6’dan M’nin komiitatif olmasinm gerektirir.

Lemma 2.2.8: M, char M # 2 olacak sekilde bir asal I'-halkasi, a € M ve Z = (0)
olsun. Eger Vy € I'igin [U,a], =0 ise bu takdirde a € Z dir.

Ispat: Vu e U, Vx, y, t € M ve V8§, B, y € T igin udtByyx € U olduundan Lemma
223 1) den

0 = [udtByyx,al, = udtByy[x,a], + [udtBy,alyyx + udtByy(ayx) - udtByy(ayx)
=ubtByy[x,a],, Vue U, Vx,y,t e M, V3,B,y € I'igin
elde edilir ve dolayisiyla,
0=UI'MI'My[M,a], , V&€l igin

bulunur. Burada M’nin asallign ve U # (0) olmast kullamlarak V8 < I igin
My[M,a],= 0 bulunur. Boylece 0 # z € Z ve Vy € I i¢in zy[M,a], =0 elde edilir.
Bu ifadeye Lemma 2.2.3 vi) uygulamirsa Vy € I' igin [M,a}, = 0 elde edilir. Bu da

a € Z olmasini gerektirir.
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Lemma 2.2.9: M, char M # 2, 3 olan bir asal I'-halkasi, 0 # d;, d; M’nin d,d,(U) = Z
ve d2(U) < U olacak gekilde iki tirevi olsun. Bu durumda did;*(U) = 0 ise M
komiitatiftir.

Ispat: Hipotezden Vu € U, VB, y € I' ve Vy € M igin
0 = [d1d2(d2(u)Bdz(u)).yly
= [di(dy’@)Bda(v) + da(u)Bdy"(w)).y)y
= [d1d2*(u)Bd(u) + d;"(u)Bd1da2(w) + didz(u)Bda’(u) + da(u)Bdrds ).yl
=2{[d1d’(u)Bdz(u).y], + [did2(u)Bdz’(u),y}}
= 2[d1da(w)Bds’(w).yly
Char M # 2 ve Lemma 2.2.3 ii) kullanilirsa,
0 = didx(u)B[d>’(u),yl, ,Yu € U, VB, vy € T ve Vy € M icin ve burada Lemma 2.2.3
iv) kullamlirsa
did2(u) =0 veya [d2*(u),y},=0, Yu e U, VB, y e I' ve Vy € M i¢in
elde edilir ve burada Lemma 2.2.3 iv) kullanilirsa
dida2(u) =0 veya [d.*(u)y},=0, Vu e U, ¥y € M ve Vy e I'i¢in
bulunur. Bu da,
d1d2(u) =0 veya dr’(u) € Z (2.5)
olmas: demektir.
K={fueU|ddx(u)=0} ve L={ueU| d*(u) € Z} dersek K ve L, U'nun
toplamsal alt gruplan ve U =K U L dir. Hipotezden d; # 0 ve dz # 0 oldugundan
Lemma 2.2.5 iv) den U # K bulunur.
Bu durumda Brauer Trick’ten U = L yani, d;*(U) c Z bulunur. Bu ise Teorem 2.2.7

den M’nin komiitatif olmasim gerektirir.

Lemma 2.2.10: M, char M # 2 olan bir asal I'-halkasi ve 0 # d;, d;, M’nin
d1d2(U) < Z, do(U) < U olacak sekilde iki tiirevi ve a € M olsun. Bu durumda
Vy e I'igin [dy(U),aly=0 ise Vy e I' igin [d2(U),a}, = O dur.
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Ispat : Hipotezden Vx € U ve Vy e I' igin
0 = [di(da(x)yd2(x)),aly
= [2d1dx(x)yd2(x),a)y = 2[d1dx(x)yd2(x),a},

Char M # 2 oldugundan ve Lemma 2.2.3 ii)den

0 = dida(x)y[d2(x),a),, Vx € U, Vy € I'igin
elde edilir. Burada Lemma 2.2.3 vi) ii kullanarak Vx € U i¢in

did2(x) =0 veya [dx(x),a), =0, Vy € I' igin 2.6)
elde edilir. K= {x € U | d1d2(x) =0} ve L = {x € U | [dy(x),a}, = 0, Vy € I i¢in}
kiimelerini tanimlayalim. K ve L, U’nun toplamsal alt gruplant ve U =K U L dir. Bu
durumda d; # 0 ve dz # 0 oldugundan Lemma 2.2.5 iv) den U # K dir. O halde Brauer
Trick’ten U=L, yani Vx € U, Vy € T'igin 0= [dx(x),a], elde edilir. Buise Vy € I'
i¢in [d2(U),a], = 0 olmas1 demektir.

Lemma 2.2.11: M, char M # 2 olan bir asal I'-halkasi1 ve 0 # d;, d M’nin
did2(U) € Z, d2(U) < U olacak sekilde iki tiirevi ve a € M olsun. Bu durumda
Vy e I'igin [di(U),a}, =0 ise a € Z dir.

ispat : Vy e T'igin [d;(U),a}, =0 ise Lemma 2.2.10 dan Vy € I igin [dy(U),a}, =0
elde edilir. O halde Vx € U ve Vy e I igin
0 = [dydz(xyx),al,

= [dy(d0yx + xyda()),aly

= [didz(x)yx + da(x)ydi(x) + di(x)yda(x) + xydid2(x),a)y

= [2d1da(x)yx,2]y

= 2[didxX)ealy
Burada char M # 2 olmasim ve Lemma 2.2.3 ii) yi kullanarak
0 = did2(x)y[x,a]y, Vx € U, Vy € I' igin
bulunur. Bu ifadeye Lemma 2.2.3 vi) uygulanirsa

did2(x) =0 veya [x,a},=0,Vxe U, Vy e I'i¢in 2.7

elde edilir.
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K={xeU|ddx(x)=0} ve L={xeU|[xa],=0,Vy eI igin} denilirse KveL
U’nun toplamsal alt gruplan ve U = K U L oldugu agiktir. d; # 0 ve d2 # 0
olmasindan Lemma 2.2.5 iv) den U # K dir. O halde Brauer Trick’ten U = L, yani
Vy € T'igin [U,a], =0 bulunur. Bu durumda Lemma 2.2.8 den a € Z dir.

Lemma 2.2.12: M, char M # 2, 3 olan bir asal I'-halkas1 ve 0 # d;, d; M’nin
d1d2(U) c Z ve dz(U) c U olacak sekilde iki tiirevi ve a € M olsun. Bu durumda Vy €
I'igin [di(U),a}y,c Zisea € Z dir.

Ispat: Eger Z = (0) ise did2(U) = 0 ve boylece Lemma 2.2.5 iv) den d; = 0 veya
d2=0 olmahdir. Bu ise hipotezle geligir. O halde Z # (0) dir. Bu durumda hipotezden
ve U’nun ideal olmasindan VxeU, VzeZ ve VB, v € I igin

Z > [di(xBz),a}y = [di(x)Bz + xBd:(2),a}, =[d:1(x)Bza], + [xBdi(2).aly

bulunur. Bu durumda Lemma 2.2.3 ii)den

Z > [di(x),a),Bz + [x,a]YBdl(.z) ve [di(x),a},Bz € U oldugundan buradan

Z > [x,a],Bdi(z), Vx € U, Vz € Zve Vv, B € I'igin

elde edilir. Yani,

[U,al,Bdi(Z)cZ, Vy,B € I'igin (2.8)
dir. (2.8)’de Lemma 2.2.3 v) uygulanirsa,

Vy e T'igin [U,a], cZ veya di(Z)=0 2.9
elde edilir.

Eger Vy e T'igin [U,al,cZ ise Vme M, Vu e Uve VB, y € T'i¢in 0 = [[u,a},,m]g
elde edilir. Burada u yerine uyu,y € I' alirsak,
0 = [luw,ah,mlg = [uy[ualHuahy, mlpg = [umlgyual, + [ua)ylum]p
= 2[u,m]gy[u,al, ve char M # 2 oldugundan bu ifade

0 = [u,m]gy[u,a},,Vmm € M, Vu € U, VB, vy € T igin (2.10)
haline doniigiir.
(2.10)’a Lemma 2.2.3 vi) uygulandiginda Vu € U igin

[umlg=0,Vm e M, VB €' veya [u,a],=0, Vy € 'igin
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yani,
[Ual,=0,Vyel (2.11)

elde edilir.
(2.11)’e Lemma 2.2.8 uygulandifinda a € Z bulunur.
Eger di(Z) = 0 ise bu durumda d,d;d2(U) =0 olur ve Vx € U, Vy e I igin
0 = did1dz(da(x)yd2(x))

= dydy(d2(x)yda(x)) + didi(dz(x)yds*(x))

= dy(d1d2(x)yda(x) + do’(x)yd1da(x)) + di(didz(X)yda>(x) + da(x)yd1d2%(x))

= 4d;d*(x)yd1d2(x)

Char M # 2 oldugundan buradan
0 = did 2 (x)yd1da(x), Vx € U, Vy € Tigin

elde edilir. Buna Lemma 2.2.3 iv) uygulanirsa Vx € U igin

didz2(x)=0 veya did2(x)=0 (2.12)
bulunur. i
K={x e U|dids(x) =0} ve L= {x e U|did?(x) =0} kiimelerini tammlarsak,
K ve L, U’nun toplamsal alt gruplari ve U =K U L dir. Lemma 2.2.5 iv) den dolay1
U # K ve dolayistyla U = L dir. Yani d;d;*(U) = O dir. Bu ise Lemma 2.2.9 dan M’nin

komiitatif olmasim gerektirir. Yani her iki durumda da a € Z elde edilir.

Teorem 2.2.13: M, char M # 2, 3 olan bir asal I'-halkasi ve 0 # d;, do M’nin
did2(U) <« Z ve dx(U) < U olacak sekilde iki tiirevi olsun. Bu durumda M

komiitatiftir.

Ispat: Hipotezden Vx, y € Uvey € I igin
Z > dida([x,da(y)}y) = di([d2(x),d29)]; + [x,d2° )]
= [d1dx(x),d2(y)]y + [d2(x),d1d2(y)]; + [di(x),d2 ()], + [x,d1d2° D)y

= [d:1(x),d:°¥)]y
buradan,
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[di(U),d’(V)};, c Z, Vy e T igin (2.13)
bulunur. (2.13)’¢ Lemma 2.2.12 uygulamirsa d;*(U)  Z ve buradan da Teorem 2.2.7
den M’nin komiitatifligi elde edilir.

Béylece (Posner, 1957) nin Teorem 1' i I-halkalarinda agagidaki bigimde ispatlanarak

genellestirilmiy olur.

Uyan 2.2.14: M, char M # 2 olan bir asal I"-halkas1 ve d;, d M’nin iki tiirevi olsun.
Bu durumda d;d, tiirevse d; =0 veya d; =0 dur.

Ispat: d;d; M nin tiirevi oldugundan,
dida(xay) = dida(x)ay + xadida(y), VX, y € M, a € I igin (2.149)
olur. Ote yandan
dida(xary) = di(da(x)ary + x0dz(y))
= didz(x)aty + da(x)audi(y) + di(x)od(y) + xadida(y)
yani, Vx,y € M, Va € I igin

didz(xaty) = dida(x)ay + da(x)adi(y) + di(x)oudz(y) + xoud1dz(y) (2.15)
bulunur. (2.14) ve (2.15)’in egitliginden
d(x)ad;(y) + di(x)ad2(y) =0, Vx,y e M, Va € I' i¢in (2.16)

bulunur. (2.16) da x yerine xBdy(z), Vz € M, VB € T igin alirsak bu taktirde
Vx,y,ze M Vo, B € T igin 0 = day(xBdi(z))adi(y) + di(xBdi(z))adz(y)
= d(0)Bdi(2adi(y) + xBdxdi(2)adi(y) + di(x)Bdi(2)adz(y) + xBdy*(2)oda(y)
bulunur.
Yani Vx,y,z € M, Va, B € I'igin
0 = dy(x)Bdi(2adi (y) xBdadi(Z)adi Yy i1 ()Bdi(Roda(yy+xBdr*(Daday)  (2.17)
elde edilir. Ayrica (2.16) da x yerine d;(z) almrsa
0 = dydi(Z)ad;i(y) + di(2)adx(y), Vy, z e M, Ya € I'igin (2.18)

bulunur. Bu durumda (2.18)’i (2.17) de kullanarak

0 = d2(x)Bd1(z)adi(y) + di(x)Bdi(Z)ad2(y), VX, ¥, z € M,Va, B € I' igin (2.19)
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elde edilir.
Bu defa (2.16) da x yerine z € M alinirsa
di(z)ady(y) = - dxy(z)adi(y), Vy, z € M, Va € T igin (2.20)

bulunur.

Boylece di(x)B(di(z)adz(y)) = - di(x)B(d2(z)audi(y)) elde edilir. Bu ifade ve (2.19)
dan d;(x)Bdi(z)ada(y) = - d2(x)Bd1(z))audi(y) oldudu son esitlikte kullanilirsa
(d2(x)Bd1(2) - di(x)Bd2(2))adi(y) =0, Vx,y,ze M, Vo, B € I'igin (2.21)
oldugu goriliir.
(2.21)’e Lemma 2.2.5 ii) uygulandiginda

d; =0 veya dz(x)Bdi(2) - di(x)Bdx(z) =0, Vx,ze M, VB e I'igin
bulunur. Eger d; # 0 ise bu durumda

dx(x)Bd1(2) - di(x)Bdx(z) =0, Vx, z € M,VP € I igin (2.22)

olur. (2.16) da y yerine z ve o yerine § alinirsa

d2(x)Bdi(2) + di(x)Bdx(z) =0, Vx, z € M, VP € I'igin (2.23)
elde edilir. (2.22) ve (2.23) taraf tarafa toplanip char M # 2 oldugu kullamlirsa
Vx,z e M, VB e T igin da(x)Bdi(z) = 0, yani

dM)I'di(M)=0 (2.249)
elde edilir. (2.24)’e Lemma 2.2.5 ii) uygulanirsa d; =0 bulunur.
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2.3. (o,1)-Tiirevli Gamma Halkalan

Bu kesimdeki amacimiz tezimizin 2.2. kesiminde ele ahnan Lemma 2.2.5,
Lemma 2.2.6 ve Teorem 2.2.7 de M Gamma Halkasinin d tlirevi yerine, M nin bir
(o,7)-tiirevini alarak sonuglan daha da genellegtirmektir.

Tamm 2.3.1: M bir I-halkasi1 ve ¢ : M — M herhangi bir toplamsal doniigiim olmak
tzere Vx,y e Mvea € I'igin o(xay) = o(x)ac(y) esitligini saghiyorsa ¢ ya M nin
bir I'-homomorfizmi denir. ¢, birebir ve orten ise 6’ya M’nin bir I'-otomorfizmi

denir (Barnes, 1968).

Tamm 2.3.2: M bir I'-halkast ve 6, T : M > M T-otomorfizmleri olsunlar.
d:M —> M toplamsal doniigimi V x,y e Mvea € I' igin

d(xay) = d(x)ao(y) + (x)ad(y)
esitlifini sagliyorsa d ye M 1in bir (c,t)-tiirevi denir.

Uyan 2.3.3: M bir I'-halkasi, (0) # U, M nin bir ideali ve o, M nin I"-otomorfizmi

olsun. Bu durumda o(U), M nin sifirdan farkh bir idealidir.

ispat: U, M nin bir ideali oldugundan Vx € U, Vm € M ve Va e I igin
xam, max € U’dur. Burada ¢’min T'-otomorfizm oldugu kullamlarak Vx e U,
Vm’ € M ve Va € T igin o(x)am’ = o(x)ac(m) = o(xam) € o(U), Vm € M igin,
yani 6(U)I'M c o(U) elde edilir. Benzer sekilde MI'o(U) < o(U) oldugu gosterilerek
o(U) nun M nin ideali oldugu bulunur. Ote yandan U = (0) oldugundan ve o nin
birebirliginden o(U) = (0) dur.

Bundan sonraki ¢alismalanimizda U # (0), M nin bir idealini d, dt=1d, od = do
olacak sekilde M nin bir (o,7)-tiirevini gosterecektir.
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Lemma 2.3.4:

(i) M bir asal I"-halkas1 ve a € M olsun. Bu durumda al'd(U) =0 (d(U)['a = 0) ise
a=0 veya d=0 dir.

(ii)) d(U) =0 ise d=0dr.

(iii) M, char M = 2 olan asal I'-halkas1 ve d*(U)=0 ise d=0 dur.

(iv) M, char M # 2 olan asal I'-halkast, d; ve d2, M nin d(U) < U olacak sekilde
(o,7)-tiirevleri olsunlar. Bu durumda d,d2(U)=0 ise d; =0 veya d; =0 dur.

Ispat:
(i) alI'd(U) = 0 olsun. Bu durumda Yu € U, Vm € M ve Va, € T i¢in
0 = aod(upm) = aa(du)Bo(m) + t(w)Bd(m)) = aad(u)Bo(m) + act(u)Bd(m)
ve buradan 0 = act(u)Bd(m), Vu € U, Vm e M, Va, B € I igin yani,

al't(U)IdM) =0 (2.25)
bulunur. (2.25) de sirastyla Uyan 2.3.3 ve Lemma 2.2.4 (iii) kullanilirsa a = 0
veya d =0 sonucu bulunur. Benzer sekildle d(U)[a=0 ise a=0 veyad =0
sonucu da elde edilir.
(ii) d(U) = 0 ise bu durumda hipotezden Vu € U, Vm € M ve Va, B € I' igin
0 = d(uam) = d (u)ac(m) + t(u)ad(m) = t(u)ad(m), yani t(U)['d(M) = 0 bulunur.
Burada Uyar 2.3.3 ve (i) kullamlarak d =0 elde edilir.
(iii) d*(U) = 0 olsun. Hipotezden Vu, v € U, Va € Tigin 0 = d*(uav) = d(d(u)ac(v)
+ wuadv) = dWac’(v) + Wdw)ady) + dir@)acdy) + TEoad(y) =
©(d(u))ad(v) + d(z(u))ac(d(v)) olur. Burada 1d =dt, od =do ve char M = 2 oldugu
kullamlarak d(t(u))ad(c(v)) =0, Vu, v € U, Va € I' igin yani,

dr(U)I'd(c(U))=0 (2.26)

bulunur. (2.26) da Uyan 2.3.3 ve (i) kullamlirsa d(c(U)) = 0 veya d = 0 yani,
d(U)=0 veya d=0 elde edilir. Sonug olarak (ii) den d =0 bulunur.
(iv) did2(U) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda hipotezden Vu, v € U ve
Va € T i¢in 0 = dida(uav) = di(dx(u)ac(v) + t(wadz(v)) = 1(d2(u))adi(c(v))
+ di(t(u))a (o(d2(v))) elde edilir. Burada dit = 1d; oldugu kullanilirsa
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t(d2(u))adi(o(v)) + 1(di(w))ooc(dx(v)) =0, Vu,ve UveVa e Tigin  (2.27)
elde edilir. (3) de u yerine da(u) almirsa 0 = t(ds*(u))adi(o(v)) + T(did2(u))ac(dx(v))
= 1(ds’(u))ad1(0(v)), Vu, v € U ve Va € T igin, yani,

W(d2(U))Fdi(o(U)) =0 (2.28)
bulunur. (2.28) de Uyan 2.3.3 ve (i) kullamhrsa d,’(U) = 0 veya d; = 0 elde edilir.
Eger d2(U) =0 ise (jii) den d»=0 olur ve sonug olarak d; =0 veyad2 =0 bulunur.

Teorem 2.3.5: M bir asal I'-halkas: olsun. Bu durumda d # 0 ve d(U) c Z ise M

komiitatiftir.

ispat: Hipotez saglansin. Bu durumda Va, b € U, Vm € M, Va, B € T icin
0 = [d(aob),m]s = [d(@)ec(b)+t(a)ad(b),mls = [d(@)ac(b),mls + [1(2)od(b),m]p olur.
Burada Lemma 2.2.3 (ii) kullanilarak Va,be U me M, a, B € I igin
d(a)afo(b),m]s + [t(a),m}pad(b) = 0 (2.29)
bulunur. (2.29) da b yerine byo™(m), y € T alinirsa,
0 = d(a)afo(b)ym,m]s+ [1(a),mlpa{d(b)ym + c(byyd(c™ (m))}
olur. Burada Lemma 2.2.3 (i) ve (2.29) kullanilrsa Va, b e U, Vm e M, Va, B € T
igin 0 = [t(a),m]pat(b)yd(c™(m)), yani,
0 = [v(a),m}pl'1(U)['d(c”(m)), Va € U, Vm € M, VB e I'igin (2.30)
elde edilir. (2.31) de Uyan 2.3.3 ve Lemma 2.2.4 (iii) kullamlirsa Vm € M igin
[*(a),m]p=0, Va € U, VB e T'igin veya d(c™'(m))=0
bulunur. K = {m eM | [t(a),m]s=0, Va € U, B € T} ve L ={m € M | d(c”'(m)) = 0}
olsun. K ve L, M nin toplamsal alt gruplan ve M = K U L dir. Hipotezden d = 0
alindiindan M # L dir. O halde buradan Brauer Trick nedeniyle M =K yani VB € I’
i¢cin [t(U),m]g = O bulunur. Bu ise ©(U) < Z, yani U ¢ Z olmasi demektir.
Sonug olarak Lemma 2.3.4 (i) den M komiitatif bulunur.

Lemma 2.3.6: M, char M # 2, 3 olan bir asal I'-halkasi, d M nin d(U) c U, &*(U) c Z
kogullarim saglayan bir (c,7)-tiirevi olsun. Bu durumda d*(U) =0 ise d =0 dr.
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Ispat: Hipotezden Va, b € Uve a € I igin
0 = d’(aab) = d*(d(2)ac(b) + H(a)ad(b))
= d(d*(a)ac’(b) + Yd(@))ad(o(b)) + d(x(2))ac(d(b)) + T(2)ad’(b))
= (d*(@)ad(c’ (b)) + d(x(d(a))ao(d(o(b)) + T*(d(a))ad (o(b)) + d*(x(a))ac’(d(b))
+ Yd(x(2)))ad(c(d(b))) + d(v*(a))ac(d’(b))
elde edilir. Burada do=od, dt=1d olduklar ve char M # 3 oldugu kullamlirsa
= Ad@ac’@D) + Ud@)ac’([db) + T(d@)ad (o) + Hd*(@))ac’([d(Db))
+ T(d(@))ad’(c(b)) + T(d(a))ad (o(b))
= 3{ud*(2))ac’(d(b)) + T(d(a))ad™(c(b))}
yani,

w(d*(@)ac’(d(b)) + 1*(d(a))ad*(o®)) = 0, Va, b €U, Va & I igin 2.31)
elde edilir. (2.31) de a yerine d(a) alimrsa Va, b € U, Va ¢ T igin
(@’ (@)ad’(o(b)) =0 yani,

P(d*U)rd*(c(U)) =0 (2.32)
ohur. d*(U) c Z ve od = d(; oldugu goz oniine alinarak (2.32) de Lemma 2.2.3 (iv)
kullamilirsa d>(U) = 0 ve buradan da Lemma 2.3 .4 (iii) kullanilarak d =0 elde edilir.

Teorem 2.3.7: M, char M # 2, 3 olan bir asal I'-halkasi, 0 # d M nin d(U) < U ve
d*(U) c Z kosullarm saglayan bir (0,7)-tiirevi ise bu durumda M komitatiftir.

Ispat: d*(U) c Z oldugundan Va, b € U, Vm € M ve Vo, y € I igin
0 = [d*(acb), m},

= [d(d(a)ao(b) + t(a))ad(b)), mly

= [d*((@)ac’(b) + 2t(d(@))axd (b)) + T(@)ud*(b), m],

= d@ofc’®b),ml, + [P()mlad’®) + 2ud@a[do®)m], + 2[t(d(),m],
+ad(o(b)) + 2{t(d(a))a(myd(c(b)) - ©(d(a)yy(mad(c(b))}
yani, Va,be U,m e Mvea, y € I"igin
0 = d@e'®dml, + [P@mload®b) + 2u(d@)odod),m],
+2[1(d(a)),m]yd(o(b)) + 2{(d(2))o(myd(c(b)) - T(d(a))y(mad(c(b))} (2.33)
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olur. (2.33) de a yerine d*(a), b yerine d(b) alinirsa,
0 = d@afo’@d®)ml, + [FE@mlad®) + 2ud(@))efdcdd))m)
+ 2[t(d’(a)),m],od(o(d(b)) + 2 {(d(@))ex(myd(c(d(b))) - Ud’(@)y(mad(c(d(b)))}
olur. Burada 1d = dt, od = do ve d’(U),d"(U) c Z oldugu ve Lemma 2.2.3 (ii)
kullamlirsa Va,be U,me Mvea,y € I'igin d"(a)a[cz(d(b),m]., =0 yani,
d*UTe?(d(U)), Ml,= 0, Vy € T igin (2.34)
elde edilir. (2.34) de d*(U) c Z oldugu goz oniine alnarak Lemma 2.2.3 (iv)
kullamlirsa  d*(U) = 0 veya [6*(d(U)), M}, = 0, Vy e T igin elde edilir.
Eger d4(U) =0 ise bu durumda Vu, v € Uve a € I igin
0= d*(dad(v)) = ¢(@@ac(d()) + Ydw)ad’ V)
= F(@W)ac’(dWV) + 20d@)ac(dV)) + T(dw)ad’(v)
= dBUP s (V) + 37 (W)os(d’(V)
=37 W)ac’ (V) + 3T(E @)oo’ (E'W))
= 67(d’@)ao” (V)
yani, Yu, v € U ve ) a € I i¢gin 0 = 67%(d* (u))ac’(d*(v)) bulunur.
Burada char M # 2, 3 oldugu kullamlirsa
P U) =0 (2.35)
bulunur. (2.35) de ¢*(U) c Z oldugundan Lemma 2.2.3 (iv) kullamlirsa d*(U) =0 ve
buradan Lemma 2.3.6 dan d = 0 bulunur. Bu durumda geliski elde edilir.
0 halde Vy e [igin [6*(d(U)), M},=0, yani 6*(d(U)) cZ = d(U) c Z ve buradan

Teorem 2.3.5 den M komiitatif bulunur.
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2.4. Gamma Halkalan Uzerinde Simetrik Bi-Tiirevler

Tanmmm: M bir [-halkasi1 ve D(,,.) : MxM — M donigiimi verilsin. Bu durumda
Vx, y € M igin D(x,y) = D(y,x) esitlii saglamyorsa D ye bir simetrik déniigiim
denir.

Ayrica VX, y, z € M igin D(x+y,z) = D(x,z) + D(y,z) ve D(x,y+z) = D(x,y) + D(x,2)

esitlikleri saglamyorsa D ye bi-toplamsal doniigiim denir.

Tanmm: M bir I'-halkasi ve D(.,) : MxM — M simetrik bi-toplamsal doéniigiimii
Vx,y,Zze M, o € I'igin
D(xaty,z) = D(x,2)aty + xaD(y,z)

esitliini sagliyorsa D ye M TI'-halkasi lzerinde simetrik bi-tiirev denir.
Ayrica Vx € M igin f{x) = D(x,x) seklinde tammlanan f : M — M donisiimiine
D nin izi denir. Yine burada f nin bir ¢ift fonksiyon ve Vx, y € M igin
fxty) = f{x) + f{y) + 2D(x,y) oldugu agiktir.

Bu boliimdeki amacimiz Vukman (1989) tarafindan elde edilen ve tezimizin 1.2.4
kesiminde verilen 1.2.4.3, 1.2.4.5 ve 1.2.4.6 teoremlerinde R halkas1 yerine bir M I'-
halkasi ve D simetrik bi-tirevi yerine de M TI'-halkasi tizerinde yukandaki gibi

tamamlanan D simetrik bi-tiirevini alarak bu sonuglan genellestirmektir.

Lemma 2.4.1: M, char M # 2 olan asal bir I'-halkas: olsun. Bu durumda a, b e M
sabit elemanlar olmak lizere Vx € M ve Va, B € I' igin aoxpb + boaxfa = 0 ise
a=0 veya b=0 dir.

Ispat: Vx € M, Vo, B € I i¢in aoxPb + boxPa = 0 olsun. Bu durumda Vx, y € M,
Va, B, o, B’ € I'igin
(aoxPb)o’yp’(acxfb) = - (baxBa)a’yp’(acxBb)

= - {ba(xPac’y)B'a}oxpBb

= ao(xPac’y)p baxfb
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= aaxB(ac’yp’b)axpb
= - (acxfb)o’yB’(acxBb)
= 2{(acxPb)a’yp’(acxpb)} = 0 ve burada char M # 2 oldugunu kullanarak
(acxBb)a'yB’'(acxfb) =0, Vx,y e M, Vo, B, o', B’ € T"igin yani,
(aoxBb)IMI'(acxPb) =0, Vx e M, Vo, B € I' igin (2.36)
bulunur. M asal oldugundan (2.36) dan acxfb =0, Vx € M ve Va, B e T igin, yani
alMI'b = 0, yine M nin asalligindan a=0 veya b=0 bulunur.

Teorem 2.4.2: M, char M # 2 olan asal bir I'-halkasi, D,, D, simetrik bi-tiirevler ve
d2, D; nin izi olsun. Bu durumda Vx € M igin Dy(d2(x),x) =0 ise D; =0 veya
Dz =( dir.

Ispat: Vx € Migin Dy(dx(x),x)=0 olsun. Bu ifadeyi x e gore lineerlersek,
Vx,y € Migin
0=Di(dx(x+y), x+y)
=Di(da(x) + da(y) + 2Da(x,y), x +y)
= Di(d2(x),x) + Di(da(x)y) + Di(dx(y).x) + Di(da(y)y) + 2Di(Da(x.y),%)
+2D1(Da(xy), ¥)
olur. Burada hipotezin kullamlmasiyla Vx, y € M igin

D1(d(x),y) + Di(d(y),x) + 2Dy(D2(x,y),x) + 2D1(Da(x,y),y) = 0 (2.37)
bulunur. (2.37) de x yerine -x alimr ve d; nin ¢iftligi ile simetrik bi-tirevle ilgili

ozellikler kullamlirsa Vx, y € M igin

Di(d2(x),y) - D1(daA(y).x) + 2D1(D2(x,y),x) - 2D1(D2(%,y),y) = 0 (2.38)
elde edilir. (2.37) ve (2.38) taraf tarafa toplanur ve char M # 2 oldugu kullanilirsa
Di(dz(x),y) + 2D1(D2(x,y),X) = 0, Vx, y € M igin (2.39)

bulunur. (2.39) day yerine xay, o € I alinir, hipotez ve (2.39) kullamlirsa
0 = Ds(dx(x),xaty) + 2D1(Da(x,xaty),x)
= Di(dz(x),x)ay + xaD1(d2(x),y) + 2Di(D2(x,x)aty + xoDz(x,y),x)



= xaDy(dx(x)y) + 2xaDi(Dy(y,x)x) + 2Di(d(x)X)ay + 2dx(x)aDi(y,x)
+2di(x)aDx(x,y)
= 2{di(x)aD2(x,y) + da(x)aDi(x,y)}, Vx, y € M, a € T igin ve char M = 2
olmasindan buradan,
0= di(x)aDz(x,y) + d2(x)aDi(x,y), Vx,y € M, a € I igin (2.40)
elde edilir. (2.40) da y yerine yBx almir, hipotez ve (2.40) kullamlirsa
Vx,yeM,a,p eI igin
0 = di(x)oD2(x,yBx) + dz(x)aD1(x,yBx)
= di(x)o(yBD2(x) + Da(x,y)Bx) + da(x)ayBdi(x) + D1(x,y)Bx)
= di(x)ayBda(x) + {di(x)oDa(x,y) + da(x)oD1(x,y)}Bx + da(x)cyBdi(x)
ve boylece
di(x)ayBda(x) + d2(x)oryBdi(x) =0, Vx, y € M, a, B € I"igin (2.41)
bulunur. d; # 0 ve d; # 0 oldugunu yani di(x;) # 0 ve da(x;) # 0 olacak sekilde
X1, X2 € M lerin bulundugunu kabul edelim. Bu durumda (2.41) de x yerine x; alinirsa
di(x1)otyBda(x1) + da(x1)oryBdi(xi) = 0, Vy € M, @, B € T igin (2.42)
bulunur. (2.42)’ye Lemma 2.4.1 uygulandiginda di(x1) = 0 oldugundan da(x;) = 0
olur. Benzer sekilde (2.41) de x yerine x, alimir ve Lemma 2.4.1 kullanilirsa
di(x2) =0 elde edilir. Ote yandan dy(xz) =0 oldugunu (2.40) da kullanarak
da(x2)aD1(x2,y) =0, Vy € M, o € I'igin (2.43)
bulunur. Diger yandan x; € M sabit olmak iizere d : M — M ; y — Dy (xa,y) bigiminde
tammlanan d; D; in simetrik bi-tiirev olmasindan dolayr M nin bir tiirevidir. Bu
nedenle (2.43) ifadesi dz(xz)ad(y) =0, Vy € M, Va € I igin yani,
da(xx)I'dM) =0 (2.44)
bigimine dontigiir. (2.44) de Lemma 2.2.4 (ii) kullanilir ve dz(x2) # 0 oldugu dikkate
alinirsa d =0, yani Vy € M igin 0= d(y) = Di(Xz,y) bulunur. Ozel olarak y yerine
x; alinir ve Dy in simetrik oldugu kullanilirsa Dy(x1,x2) = 0 elde edilir.
Benzer iglemlerle Da(x),x2) =0 oldugu da gériiliir.
Eger x; + x2 = z € M denilirse, bu durumda dy(2) = di(x1+x2) = di(x1) + dy(xz) +

2Di(x1,%2) = di(x1) # O oldufu ve benzer gekilde da(z) = da(x2) # 0 oldugu da
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goriiliir. Ote yandan (2.41) de x yerine z alinarak Lemma 2.4.1 kullamlirsa dy(z) = 0
veya da(z) =0 elde edilir. Bu ise iistteki sonugla celigir. O halde d, =0 veya d2=0
dir. d; =0 ise bu takdirde Vx, y € M igin 0 = dij(x+y) = 2Dy(x,y) ve char M # 2
olmasindan Di(x,y) =0, Vx,y € M, yani D; =0 bulunur. Benzer gekilde d; =0 ise
D, =0 oldugu da goriiliir.

Teorem 2.4.3: M, 2-torsion free yart-asal I'-halkasi, D : MxM — M simetrik bi-tiirev
ve d, D nin izi olsun. Vx € M i¢in D(d(x),x) =0 ise D=0 dir.

Ispat: Vx € M igin D(d(x),x) = O olsun. Bu ifadeyi x e gore lineerler ve
Vukman (1989) nin Teorem 4’iindeki iglemleri tekrarlarsak,

D(d(x),y) + 2D(D(x,y),x) =0, VX, y € M i¢in (2.45)
bulunur. (2.45) de y yerine xay, o € I' alimir ve hipotez ile (2.45) kullanilirsa
Vx,yeM, a eI igin
0 = xaD(d(x),y) + 2xaD(D{x,y),x) +2D(xx)oD(x,y) + 2d()oD(y,%)
= xa.{D(d(x),y) + 2D(D(x,y),)} + 4d(x)oD(x,y)
= 4d(x)oD(x.y)
olur. Buradan char M # 2 oldugunu kullanarak,

dx)aD(x,y) =0,V x,y e M, a € I igin (2.46)
bulunur. (246) da y yerine yBx, p € I' almr ve (2.46) kullamlirsa
Vx,yeM, a, B €T'igin
0 = d(x)aD(x,ypx)
= d(x)ayBD(x,x) + d(x)aD(x,y)Bx
= d(x)ayBD(x,x)
yani,

0=dx)I'MI'd(x), Vx € M i¢in (2.47)
olur. (2.47) de M nin yart-asallif kullanilirsa Vx € M i¢in d(x) =0 ve buradan

D =0 sonucu bulunur.
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Teorem 2.4.4: M, char M # 2, 3 olan bir asal I'-halkasi, D; ve D, simetrik bi-tiirevler,
B : MxM — M simetrik bi-toplamsal doniigiim ve d;, dz ve f sirasiyla Dy, D; ve B
nin izleri olsun. Bu durumda Vx € M igin di(d2(x)) = f{x) ise D; =0 veya D; =0
dir.

Ispat: Vx € M igin di(dx(x)) = fx) olsun. Bu ifadeyi x e gore lineerler ve
Vukman (1989) min Teorem 5 indeki islemleri tekrarlarsak,

Di(dz(x),y) + 2di(Da(x,y)) = 0, Vx, y € M igin (2.48)
Dy(d2(x),Da(x,y)) = 0 ,» Vx,y € Migin (2.49)
d1(d2(x)) =0 , VxeM igin (2.50)

ifadeleri elde edilir. (2.49) da y yerine yax, o € I almrsa Vx,y € M, a. € I igin
0 = Dy(dx(x), Da(x,yox))

= yadid(x) + Di(dx(x),y)adz(x) + Dy(xy)aDi(dx(x),x) + Di(da(x),Da(x,y))ox
olur. Burada (2.49) ve (2.50) kullamlarak,

0 = Dy(da(x),y)adz(x) + Da(x,y)aD1(d2(x),X), Vx,y € M, € Tigin ~ (2.51)
bulunur. (2.51) dey yerine xBy, B € I' alimir ve (2.51) kullanilirsa Vx, y € M,
Vo, B €T igin
0 = Di(dz(x),xBy)odz(x) + Da(x,xBy)oD1(d2(x),x)
=  xBDi(d(x)y)adx(x) + xBDi(x,y)aDi(dx(x),x) +  Di(dz(x),x)Byadz(x)
+ da(x)ByoD; (d2(x),%)
= xB{Di(d:(0),y)adx(x) + Daxy)aDi(dx(x).x)} +  Di(da(x),x)Byada(x)
+ da(x)ByaD1(dz(x),x)
= Dy(dz(x),x)Byadz(x) + d2(x)ByaD1(d2(x),%)
yani, Vx,y e M, a, B € T igin

0 = Di(dz(x),x)Byad;(x) + dz(x)ByaDs(d2(x),x) (2.52)
bulunur. Amacimiz Vx € M igin Dy(d2(x),x) = 0 oldugunu gostermektir. Bir x; € M
igin  Di(dz(x1),x1) # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda (2.52) de x yerine x;
alimirsa Vy € M, a, B € I'igin  Di(da2(x1),x1)Byada(x1) + da(x1)ByaD;(da(x;),x1) = 0

bulunur. Bu ise Lemma 2.4.1 den dy(x;) =0 olmast demektir. Ote yandan da(x;) =0
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iken Di(da(x1),x1) = D1(0,x;) = 0 olmasi nedeniyle celiski elde edilir. O halde
Vy € M igin Di(dz(x),x) = O olur. Buradan da Teorem 2.4.2 nin kullamlmasiyla

D; =0 veya D, =0 sonucunu elde edilir.

Teorem 2.4.5: M, char M # 2, 3 olan bir yani-asal I'-halkas1 ve D simetrik bi-tiirev,
B : MxM —»> M simetrik bi-toplamsal doniigiim ve d, f sirasiyla D, B nin izleri olsun.
Bu durumda Vx € M i¢in d(d(x)) = f{(x) ise D=0 dir.

ispat: Teorem 2.4.4 in ispatindaki iglemler tekrarlanilirsa,
Di(da(x), D2(x,y)) =0, Vx,y € M igin ifadesi,

D(d(x), D(x,y)) = 0, Vx, y € M igin (2.53)
ve di(dx(x)) =0, Vx € Migin ifadesi de
d(d(x)) =0, Vx € M i¢in (2.54)

sekline gelir. (2.53) de y yerine yoz,ze M, o € I' alimir ve (2.53) kullanilirsa
Vx,y,ze M, a €I igin

0 = D(d(x),D(x,yoz))

= yaD(d(x),D(x,2)) + D(d(x),y)aD(x,2) + D(x,y)aD(d(x),2) + D(d(x),D(x.y))oez
= D(d(x),y)aD(x,z) + D(x,y)aD(d(x),2)

olur. Yani,

0 = D(d(x),y)aD(x,z) + D(x,y)aD(d(x),z), Vx,y,z € M, a € I igin (2.55)
bulunur. (2.55) de z yerine d(x) alinir ve (2.54) kullamilirsa Vx,y e Mvea €I
igin
0 = D(d(x),y)aD(x,d(x)) + D(x,y)aD(d(x),d(x))
= D(d(x),y)aD(x,d(x)) + D(x,y)ad(d(x))
= D(d(x),y)oD(x,d(x))
yani,

0 =D(d(x),y)aD(x,d(x)), Vx,y € M, a € T i¢in (2.56)
bulunur. (2.56) da y yerine xBy, B € I' alinir ve (2.56) kullanilirsa,

0 = D(d(x),xBy)oD(x,d(x))
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= xBD(d(x),y)aD(x,d(x)) + D(d(x),x)ByaD(x,d(x))
= D(d(x),x)ByaD(x,d(x))
= D(d(x),x)ByaD(d(x),x) =0, Vx,y e M, o, B € T igin
bulunur ve buradan,
D(d(x),x)I MI'D(d(x),x) = 0, Vx € M i¢in 2.57)
olur. (2.57) de M nin yan-asallif kullanilirsa Vx € M i¢in D(d(x),x) = 0 bulunur.

Bu ise Teorem 2.4.3 den D =0 olmast demektir.
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2.5. Gamma Halkalan Uzerinde Ortogonal Tiirevier

Tammm: M bir yari-asal I'-halkasi ve d, g M nin herhangi iki tirevi olsun. Eger
d)I'MI'g(y) = 0 = g(MI'MI'd(x), Vx, y € M igin (2.58)
oluyorsa d ve g ye M I'-halkasinda ortogonal tiirevler denir.

Not I: Bir yari-asal I'-halkasinda sifirdan farkl bir tirev kendisiyle ortogonal olamaz.

Bu kesimde, Bresar ve Vukman (1989) tarafindan elde edilen ve tezimin 1.2.5 nolu
kesiminde verilen Teorem 1.2.5.1, Sonu¢ 1.2.5.2, Sonu¢ 1.2.5.4, Sonu¢ 1.2.5.5,
Teorem 1.2.5.6 ve Sonug 1.2.5.7 de R halkasi yerine bir M I'-halkasi alimip (2.58)

tamimu kullamlarak daha once elde edilen sonuglar genellegtirilmistir.

Lemma 2.5.1: M, 2-torsion free yari-asal bir I'-halkast ve a, b € M olsun.
Bu durumda asagidakiler denktir.

(i) aI'xI'b=0, Vx € M igin

(ii)) bI'xI'a= 0, Vx € M i¢in

(iii) aoxPb + baxpfa =0, Vx e M, Vo, B € I' igin

Ayrica bu kosullardan herhangi biri saglamyorsa al'b=0=bl"a dir.

Ispat: (i) = (ii): alMI'b =0 olsun. Bu durumda (bI'MI'a)IMI'(bI'MI'a) = O olur
ve M nin yan-asallifi kullanilarak buradan bI'MIa = 0 yani, Vx € M igin
bI'xI'a =0 bulunur.

(ii) = (i): bI'MI'a=0 olsun. Bu durumda (al MI'b)IMI'(aI'MI'b) = 0 olup M nin
yari-asalliindan aMI'b=0 elde edilir.

Ayrica (i) ve (ii) varken Vx e M, Vo, B € T igin aoxPb + baxBa = 0 saglandig
agiktir. O halde (i) = (ii) = (iii) saglanmig olur.

(iii) > (i): aoxPb + baxPa =0, Vx € M, Va, B € I i¢in saglansin. Bu durumda
Lemma 2.4.1’in ispatindaki iglemler tekrarlamlirsa Vx € M, Va, B € I igin



(acxBb)I' MI'(acxBb) = 0 ve M nin yari-asallifindan Vx € M, Vo, B € T igin
aoxPBb =0, yani

al'xI'b=0, ¥x € M igin (2.59)
bulunur.
Ayrica al’MI'b =0 ise bu durumda (bI'a)TMI'(bI'a) = O olur ve buradan M nin yan-
asallif1 kullamlarak bI'a = O bulunur. Benzer sekilde al'b =0 oldugu da goriiliir.

Lemma 2.5.2: M bir yari-asal I'-halkasi olsun. f, h: M — M toplamsal déniigiimleri
Vx € Migin f{x)IMTI'h(x) = 0 egsitligini saglasin. Bu durumda Vx,y € M igin
fx)I'MI'h(y) =0 dur.

Ispat: Hipotez saglansin. Bu durumda
0 = f(x)amBh(x), Vx, m € M, Vo, B € I i¢in (2.60)
elde edilir. (2.60) da x yerine x+y, y € M almir ve (2.60) kullamlirsa
0 = fix+y)amBh(x+y)
= fx)amBh(x) + fx)omBh(y) + fy)oemBh(x) + f{y)amBh(y)
= f{x)amBh(y) + {y)ompBh(x)
yani,
0 = f(x)amPBh(y) + f{y)amBh(x), Vx,y € M, Va, B € I igin (2.61)
bulunur. Buradan Vo', B’ € T’ ve m’ € M igin
(f)amBh(y))o’m’B’(fx)amBh(y)) = - (Rx)omBh(y))o’m’B’(fy)amBh(x)
= - {{x)o(mBh(y)o’'m’B fy)oum)Bh(x)
ve buradan mBh(y)o'm’B’f(y)am € M oldugu ve hipotez kullanilarak,
0 = (fix)omBh(y))o’m’B' (Rx)amBh(y)), Vo, B, o', B’ € I, x, y, m, m’ € M igin yani,
0 = ({¥)amBh(y)IMI(fx)amBh(y)), Vo, B € I, Vx, y, m € M igin
olur. Burada M nin yari-asalligi kullanilarak,
0 =f{x)[ MI'h(y), Vx, y € M igin

elde edilir.
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Lemma 2.5.3: M, 2-torsion free yart-asal I halkasi olsun. M nin d ve g tiirevierinin
ortogonal olmasi igin gerek ve yeter kosul Vx, y € M igin d(x)'g(y) + g(x)I'd(y) =0

olmasidir.

Ispat: Vx, y € Migin d(x)I'g(y) + gx)I'd(y) =0 olsun. Bu durumda,

d(x)Bg(y) + e(x)vd(y) =0, Vx,y € M, VB, y € T'igin (2.62)
dir. (2.62) de y yerine yox, a € I' almr ve (2.62) kullanilrsa Vx, y € M,
Va, B,y eT igin
0 = d(x)Bg(yax) + g(x)yd(yax)
= (d(x)Bg(y) + g)yd(¥))ox + d(x)Byag(x) + g(x)yyad(x)
= d(x)Byag(x) + gx)yyad(x)
yani,

d(x)Byag(x) + gX)yyad(x) =0, Vx,y € M, VB, y € 'i¢in (2.63)
olur. (2.63) de y vyerine y + v,y e I' alinir ve (2.63) kullamilirsa Vx, y € M ve
Va, B,v,Y €T igin )
0 = d(x)Byag(x) + g(x)yyad(x) + g(x)y'yad(x)
= g(x)y'yod(x)
yani, g(x)y'yad(x) =0, Vx,y € M, Va, ¥’ € I i¢in ve buradan

0=g(x)I'MI'd(x), Vx € M igin (2.64)
elde edilir. (2.64) ye Lemma 2.5.2 uygulanilirsa Vx, y € M igin g(x)IMI'd(y) = 0
bulunur. Ote yandan (2.63) da P yerine B + p', B’ € M almp benzer islemler
yapilirsa Vx,y € M igin d(x)[MI'g(y) = 0 bulunur. Sonug olarak Vx, y € M igin
dX)I'MI'g(y) = 0 =g(y)I MI'd(x) yani, d ile g ortogonal bulunur.
Tersine d ile g ortogonal yani, Vx,y € Migin d(x)I'MI'g(y) = 0 = g(y)TMI'd(x)
olsun. Bu durumda Lemma 2.5.1 den Vx,y € M igin d(x)I'g(y) =0 = g(y)['d(x) ve
buradan Vx,y € M igin d(x)I'g(y) + gx)['d(y)=0 bulunur.

Uyan 2.5.4: M, 2-torsion free yari-asal bir I'-halkasi olsun. Bu durumda d ve g
ortogonal ise Vx,y € M i¢in d(x)['g(y)=0=g(y)l'd(x) dir.
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Ispat: d ve g ortogonal oldugundan Vx, y € M igin d(x)I'MIg(y) = 0
= g(y)I'MI'd(x) dir. Buraya Lemma 2.5.1 in uygulanmasiyla Vx, y € M igin
dx)'g(y) =0=g(y)'d(x) elde edilir.

Lemma 2.5.5: M bir yari-asal I'-halkas1 ve (0) # U, M nin bir ideali olsun. Bu
durumda Ann,U= Ann,U dur.

Ispat: Ann, U = {a € M | UT'a = 0} M nin bir sag idealidir. Gergekten;
a,b € Ann, U ise bu taktirde Yu € U ve Va € T igin ua(a - b) = uca - uab = 0
oldugundan a-b e Ann,U olur. Aynica Vae Amn,U, ue U, me M, o, B € I igin
up(aam) = (upa)om = Oam = 0 oldugundan aam € Ann, U ve sonug olarak
Ann; U, M nin bir sag ideali olur. Yani (Ann, UM < Ann, U dur.
Benzer sekilde MI'(Ann, U) c Ann, U, yani Ann, U nun, M nin bir sol ideali oldugu
gosterilir.

Ote yandan (Ann, U)I'UT(Ann, UTU = 0 dir. = M nin yar-asalligindan
(Ann; U)I'U = (0) ve dolayisiyla (Ann, U) ¢ Ann, U bulunur. Aym sekilde
UI'(Ann, U)I'UT'(Ann, U) =(0) ve M nin yan-asalligindan UT'(Ann, U) = (0), yani
(Ann,U) c Ann, U ve sonug olarak Ann, U = Ann,U bulunur.

Lemma 2.5.6: M, yari-asal bir I'-halkasi ve (0) # U, M nin bir ideali olsun.
Bu durumda agagidakiler saglamir.

(1) AnnU, M nin bir idealidir.

(ii) (Ann U) » U = (0) dr.

Ispat: () a € Ann U alalim. Bu durumda Lemma 2.5.5 den al'U = 0 = UTa dir.
O halde a, b € Ann U olmak iizere Yu € U, o € T i¢in ua(a - b) =uca - uab =0
ve (a - b)ou = acw - bau = 0 oldugundan a - b € Ann U yani, Ann U, M nin
toplamsal bir alt grubudur. Diger yandan Va € Amn U, m e M, a, B € T igin
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(@aam)Bu = ac(mPu) = 0 ve uf(aam) = (UBa)am = 0 oldugundan
(Ann U)IM < Ann U olur. Benzer sekilde MI'(Ann U) c Ann U oldugu gosterilerek
sonug olarak Ann U, M nin bir ideali bulunur.

@ii) (Ann U) n U, M nin bir ideali ve [(Ann U) n UJ[[(Ann U) n U]
c UI'Ann U = (0) oldugundan [(Ann U) n UJI'[(Ann U) n U] = (0) ve burada M
nin yari-asallif: kullanilarak (Ann U) » U= (0) elde edilir.

Lemma 2.5.7: M bir yart-asal I'-halkasi olsun. Bu durumda,

(® U, ve Uz, M nin U; n U; = (0) olacak sekilde idealleri ise bu durumda
UiI'U; = (0) (U2I'U; =(0)) dur.

(ii) U;, M nin bir ideali v¢ U, = Ann U; ise U = U; @ U, M nin bir essential

idealidir.

Ispat: (i) U; ve Uy, M nin U; N U = (0) olacak sekilde idealleri olsun. Bu durumda
Ul'lU, c U; ve UI'U; c U; oldugundan UJTU, < Uy A U, = (0)  yani,
UiI'U; = (0) bulunur. Aym sekilde U,I'U; = (0) oldugu gésterilir.

(ii) Uy, M nin bir ideali, U; = Ann U; ve U=U; @ U, olsun. Bu durumda U;, U,
ideal olduklarindan U nun da M nin bir ideali oldugu agiktir. Diger yandan Lemma
2.5.6 dan U; n Uz = (0) olur ve bu durumda (i) den U;I'U; = (0) bulunur. Béylece
(0) # I, M nin bir ideali olmak iizere I ~ U= (0) ise (i) den IT'U = (0) olur.

Ote yandan U =U; ® U; oldugundan IT'U;, c TU = (0) ve II'U, c ITU = (0) ve
buradan II'U; = (0) ve IT'U; = (0) bulunur. Benzer gekilde U I'T = (0) ve
U,I'T=(0) olacagindan Ic AnnU; =U; ve Ic Ann U, = 1 c Uz n Ann U, = (0)
yani, I = (0) olur. Bu ise kabuliimiizle geligir. O halde M nin sifirdan farkli her
Iideali igin I~ U #(0), yani U= U; ® U,, M nin bir essential idealidir.
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Teorem 2.5.8: M, 2-torsion free yari-asal I'-halkasi ve d, g : M — M iki tiirev olsun.
d ile g nin ortogonal olmas: igin gerek ve yeter kosul agagidaki kosullardan birinin
saglanmasidir.
(i) dg=0
(ii) dg+gd=0
(iii) dg tlirev
(iv) Vx e M igin (dg)(x) = aox + xBb olacak sekilde a,b € Mvea, B € I vardir.
(v) M nin agagidaki kosullan saglayan U, U, idealleri vardir.
a) Uy nU;=(0)dir ve U; @ U,, M nin essential idealidir.
b) d:M—>U; ve g:M—> U, drr.
c) dninU; @ U, ye kisitlanmas1 d; : Uy — Uj bir tiirev ve 0, : Uz — U, bir
sifir doniigiimii olmak tizere d; @ 0, dir. Ayrica d; =0 ise d=0 dir.
d) gninU; ® U, ye kisitlanmas1 0; : Uy — U, sifir déniigim, gz : Uz — Us
bir tiirev olmak iizere 0, ® g, dir. Ayrica g2 =0 ise g=0 dir.

ispat: d ve g, M nin iki tiirevi ise bu durumda Vx, y € M ve a € I igin
dg(xay) = d(g(xay))
= d(g(x)ay + xag(y))
= dg(x)ay + g(x) ad(y) + d(x) ag(y) + xadg(y)
yani, VX,y € M, a € I'igin
dg(xay) = dg(x)ay + g(x)ad(y) + d(x)ag(y) + xadg(y) (2.65)
olur.
(i) = dile g ortogonaldir: dg = 0 olsun. Bu durumda (2.65) den
0 =g(x)ad(y) + dx)ag(y), Vx,y e Mve o € T igin (2.66)
elde edilir. (2.66) day yerine yBz,z e M, B € I' almr ve (2.66) kullamlirsa
VX, y,z€ Mvea, B € Tigin g(x)aypd(z) + d(x)ayfg(z) =0 bulunur. Bu ifadede z

yerine x alindifinda,
0 = g(x)ayBd(x) + d(x)ayBg(x), Vx,y e Mve a, B € I' igin (2.67)
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bulunur. (2.67) de Lemma 2.5.1 kullamldiginda Vx € M igin d(x)[MI'g(x) = 0
= g(x)IMI'd(x) olur. Burada Lemma 252 kullanilarak Vx, y € M igin
dx)I'MI'g(y) = 0=g(y)I'MI'd(x) yani, d ile g ortogonal olur.

d ile g ortogonaldir = (i): Bu durumda d ile g nin ortogonallifinden Vx, y,z € M,
o, B eTigin 0=d(x)ayfg(z) ve buradan

0 = d(d(x)ayBg(z)) = d(d(x)ay)Bg(z) + (d(x)ay)Bd(g(2))

= d*()ayBe(?) + d(x)ad(y)Be(z) + dx)oyBdg(2) = d(x)ayBdg(z)

yani,

0 =dX)ayBdg(z), Vx,y,ze M, a, B € ' igin (2.68)
olur. (2.68) de x yerine g(z) alinursa Vy, z € M, a, B € T igin
0 = (dg)(z)ayB(dg)(2) yani,

0 = (dg)(z)IMI'(dg)(z), Vz € M igin (2.69)
olur. (2.69) da M nin yan-asallifi kullanilirsa dg = O bulunur. Benzer islemlerle
gd =0 oldugu da gosterilir.

(i) > dileg ortogonaldir:- dg + gd =0 olsun. Bu durumda Vx,y € M, a € I' igin
0 = (dg + gd)(xay)

= (dg)(xay) + (gd)(xaty)

= (dg + gd)(®ay + 2g(x)ad(y) + 2d(x)ag(y) + xa(dg + gd)(y)

bulunur. Burada (ii) ve M nin 2-torsion free oldugu kullanilirsa

0 =g(x)ad(y) + dx)ag(y), Vx,y e M, a € I igin (2.70)
elde edilir. “(i) = d ile g ortogonaldir” gerektirmesi ispatlanirken yapilan iglemler
(2.70) i¢in de yapilirsa d ve g ortogonal bulunur.

d ile g ortogonal —> (ii): d ve g ortogonal olsun. Bu durumda (i) saglandifindan
dg=0=gd dir. Yani dg+gd=0dir.

(iii) > dile g ortogonaldir: dg bir tiirev olsun. Bu durumda

(dg)(xay) = (dg)(x)ay + xa(dg)(y), VX, y € M, a € T"igin 2.1)
ve (2.71) ile (2.65) in esitliginden
0 = g(x)ad(y) +d(x)ag(y), Vx,y € M, a € I'igin (2.72)
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elde edilir. (2.72) de yine “(i) = d ile g ortogonaldir” gerektirmesi gosterilirken
yapilan iglemler tekrarlamilirsa d ve g ortogonal bulunur.

d ile g ortogonaldir = (iii): Bu durumda d ve g nin ortogonalliginden (i)
gergeklenir, yani dg = O dir. Ve sonug olarak 0 : M — M doniigiimii bir tiirev
oldugundan dg bir tiirevdir.

(iv) = d ile g ortogonaldir: Vx € M igin (dg)(x) = aox + xBb olacak sekilde
a,be M ve a, B €T elemanlan bulunsun. Burada x yerine xyy,ye I, ye M

alinirsa,

(dg)(xvy) = aa(xyy) + (xyy)Bb, Vx,y € M, y € T'i¢in (2.73)
olur. Ayrica (2.65)den Vx,y e M, y € I'i¢in

(dg)(xyy) = dg(x)yy + g(x)vd(y) + d(x)yg(y) + xydg(y (2.74)

bulunur. (2.74) de (dg)(x) = aax + xBb ve (dg)(y) = aay + yBb oldugu kullamilirsa
dg(xyy) = (aox + xBb)yy + g(x)yd(y) + d(x)yg(y) + xy(acty + ypb)
yani, Vx,y € M, y € T igin
(dg)(xry) = (aorx)yy +HxBb)yy + g(xyd(y) + d(x) ye(y) + xy(acty) + xy(yBb)  (2.75)
bulunur. (2.73) ve (2.75) in esitliginden
(xBb)yy + xy(aoy) + g(x)yd(y) + d(x)ye(y) =0, Vx,y € M, y € T'igin (2.76)
elde edilir. (2.76) da y yerine ydx, 8 € T alinir ve (2.76) kullamlirsa Vx, y € M,
1,8 € Ligin (xBb)y(ydx) + xy[aa(ydx)] + g(x)y(d(y)dx + ydd(x)) + d(x)y(g(y)dx  +
ydg(x)) =0 olur. Bu ifade yeniden diizenlenerek (2.76) kullanilirsa
0 = g(x)yydd(x) + d(x)yydg(x), Vx,y € M, 8, y € I igin .77
bulunur. (2.77) de Lemma 25.1 (iii) kullamldiginda Vx € M igin
g(x)I'MI'd(x) = 0 = d(x)I MI'g(x) bulunur. Bu ifadeye Lemma 2.5.2 nin uygulanilirsa
Vx,y € M igin g(x)I'MI'd(y) = 0 = d(y)MI'g(x), yani d ile g ortogonal bulunur.
d ile g ortogonaldir = (iv): Bu durumda (i) saglandifindan dg = O olur. Buradan
Vx e M igin 0= dg(x) = 0ax + xB0 olacak sekilde 0 € M, a, f € I' elemanlan
varoldugundan (iv) saglanir.
(v) = dile g ortogonaldir: M nin asagidaki ozellikleri saglayan U;, U, idealleri

bulunsun.
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Bu durumda U; N U; =(0) ve U; @ Uy M nin essential ideali, d : M — U; ve
g: Mo U, dnin U; ® U, ye kisitlanmasy; d, : U, — U; tirevve 0, : Uy — U,
sifir déniigiim olmak iizere d; © 0, seklinde ve dy =0 ise d =0, gnin U1 @ Uz ye
kisitlanmasi; 0, : U; — U; sifir déniigiim, gz : Uy — U, tiirev olmak iizere
0, ® g, seklinde ve g, =0 ise g =0 dir. Tezimin 1.2.5. kesimindeki Not’da
belirtilen doniigiimlerin direkt toplami tammindan (uy,uz) € U = U; @ U, igin
d(ui,ug) = (di(u1),02(u2)) = (di(w1),0) ve g(usuz) = (Or(wr),g2(u2)) = (0,82(u2)) ve
g2(uz) € U, oldufundan  dg(uy,uz) = d(g(u,uz)) = d(0,82(uz)) = (d1(0),02(g2(u2)))
= (0,00 = dglu,u) = (0,0), Vu,, uz € Uigin = dgU) = 0 olur.
Buradan Vu e U, Vre M, Va € I igin

0= dg(uar)

= dg(u)ar + d(w)og(r) + gwad(r) + uadg(r)

= d(u)ag(r) + glu)ad(r) + uadg(r)

yani,

0 =du)ag() + g(u)(;d(r) +uadg(r), Vu € U, Vr e M, Va € I' igin (2.78)
bulunur. (2.78) de d(u) € U;, g(u) € U, g(r) € U, d(r) € U, olduklan kullanulirsa
dwog(r) + gwad(r) € Uy n Uz = (0) yani,

0 = d(u)ag(r) + g(wyad(r), Vu e U, Vre M, Va € I' igin
elde edilir. Bu esitlik (2.78) de kullamldiginda Vu € U, Vr e M, Va € T igin
uadg(r) =0 yani,

UI'dgM) =0 (2.79)
olur. Benzer gekilde,
dgMI'U=0 (2.80)

oldugu da goriilir. Boylece (2.79) ve (2.80) den dg(M) — Ann U bulunur.
Ote yandan dg(M) c U; < U oldugundan dgM) cU n Ann U ve Lemma 2.5.6
(ii) den dg(M)=(0) = dg=0 bulunur. Yani (i) elde edilir. O halde buradan d ile g

ortogonaldir.
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dile g ortogonaldir = (v): U;, M nin Vx € Micin d(x) tarafindan iretilen ideali
ve U; = Ann U; olsun. Bu durumda d ve g nin ortogonalliginden Vx,y € M igin
dx)I'MI'g(y) = 0 =g(y)IMI'd(x) olacagindan bu ifadeye Lemma 2.5.1 uygulanirsa

d(x)I'g(y) =0=g(y)Id(x), Vx,y € M i¢in (2.81)
bulunur. (2.81) den Vy € M i¢in g(y) € U, = Ann U; olur. Boylece d: M — U; ve
g: M —> U; yani (v) in b) gikk: goriiliir. Ayrica Lemma 2.5.6 (ii) den U; n U; = (0)
dir ve Lemma 2.5.7 (ii)) den U =U; @ U,, M nin essential idealidir. Béylece (v) in
(a) sikk1 da gorilmis olur.

Simdi d|y=d1 ®0; ve g|u=01® g olacak gekilde d; : Uy -» U; ve
g : U, > U, tiirevlerinin oldugunu gosterelim. Oncelikle d(U;) = 0 oldugunu
gorelim. Herhangi bir uz € U, ig¢in U; nin tammindan U;I'u; = (0) = u,I'U; yani,
Vu,u e UyveVa e I'igin wjouz =0 dir = 0 = d(wyowz) = d(ur)ous + uiad(us)
olur. Buradan d(u;) € U; ve u; € Ann U; oldugu kullamlarak UI'd(Uz) = (0)
oldugu ve benzer bigimde d.(Ug)I‘Ul = (0) oldugu elde edilir. Boylece bu ifadelerden
d(Uz) c Ann U; = U, bulunur. Ote yandan d: M — U, oldugundan d(U;) c U; ve
boylece d(Uz) < Uy » Ann Uy = (0), yani d(Uz) = 0 olur. Diger yandan
di =d |y, : Uy » Uy denilirse dy, Uy iizerinde bir tirevdir ve boylece
02 : U; > U, sifir donigiim olmak iizere Vu,, uz € U igin d(ui,uz) = (di(u;),0)
oldugundan tanim geregi d|y=d; ® 0; olur. Aynca d; =0 ise d =0 dir.
Gergekten, d; =0 ise Vuy, u; € Upigin d(u; , ug) = (di(uy), 0) = (0 ,0) olacagindan
d(U)=0 dir. Buradan Vu € U, Vx € M, Va € I'i¢in uax € U oldugunu kullanarak
0 = d(uax) = d(w)ox + uad(x) = uad(x) bulunur. Béylece UI'd(M) = (0) ve benzer
sekilde dM)IU = 0 bulumr = dM) < Ann U elde edilir. Ote yandan
dM)cU;cU = dM) c Ann U ve sonug olarak d(M) < U n Ann U = (0)
= d =0 bulunur. Buise (c) nin ispatim verir.

g: M- U, ve Uj, Vx € Migin d(x) ler tarafindan iiretilen ideali oldugu ve d ve
g nin ortogonalliginden dg=0=gd ve Vx,y € Migin d(x)['g(y) =0 = g(y)['d(x)

olduklan goériilmiigtii. Bu ifadelerden yararlamlarak Vu; € U i¢in g(u;) = O yani,
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g(U1) =0 oldugu gorilir. g =g|y,: U; - U, denilirse g, U, iizerinde bir tiirev
ve g(Uz) c U, dir. Boylece g(ui,uz) = (0,82(uz)) oldugundan 0, : U; —» U; sifir
doniisiim olmak lizere g |y =0, ® g bulunur. Buradan g; =0 iken g=0 oldugu

(c) dekine benzer iglemlerle goriiliir. Béylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 2.5.9: M, char M # 2 olan asal bir I'-halkas1 olsun. Eger M nin d ve g
tiirevleri Teorem 2.5.8 in denk kosullarindan birini saghyorsa bu durumda d =0 veya

g=0 dir.

Ispat: Teorem 2.5.8 deki (iii) saglansin. Yani dg tiirev olsun. Bu durumda
Uyar12.2.14 den d =0 veya g=0 bulunur.

Sonug 2.5.10: M, 2-torsion free yari-asal bir I'-halkasi olsun. Eger M nin d tiirevi
i¢in d* tirev ise d =0 dr.

Ispat : dd = d* tiirev olsun. Bu durumda Teorem 2.5.8 den d ile d ortogonal olur.
O halde Not I den yarn-asal I'-halkasinda kendisiyle ortogonal olan tiirev sadece sifir

olacagindan d =0 bulunur.

Sonug 2.5.11: M, 2-torsion free yari-asal bir I'-halkas1 ve d, M nin bir tiirevi olsun.
Eger Vx € M i¢in d*(x) = aox + xPb olacak sekilde a, be Mvea, B e T

elemanlan varsa d =0 dir.
Ispat: Vx € M igin dd(x) = d*(x) = aox + xBb olacak sekilde a,be Mvea, B eT

elemanlan olsun. Bu durumda Teorem 2.5.8 (iv) den d ile d ortogonal ve Not I den

d =0 bulunur.
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2.6. Modiil Degerli (o,1) -Tiirevier

R bir asal halka olmak iizere,

(i) 0= d, R nin bir tiirevi ve char R #2 iken d(R) c Z ise R komiitatiftir.

(ii) d, R nin bir tiirevi olmak iizere a € R igin ad(R)=0 ise a=0 veya d =0 dur.
(iii) 0 # d, R nin bir (o,7)-tirevi, char R 22 ve a € R igin [d(R),a)s: <= Co: ise
aecZ dir

olduklann sirasiyla Herstein (1979), Posner (1957) ve Aydin ve Kaya (1992)
tarafindan ispatlanmsgti.

Bu kesimde, yukandaki ifadelerde d tiirevi yerine asagida tammlayacagimiz modiil
degerli (o,)-tirev, R yerine de R nin bir (0) # U ideali alinarak sonuglar daha da
genellestirilecektir.

Tanum: R bir halka, o, T R iizerinde doniisiimler ve (0) # X bir R-bimodiil olsun.
Eger d : R —» X toplamsal déniigimii Va, b € R i¢in d(ab) = d(a)o(b) + (a)d(b)
esitligini sagliyorsa d ye modiil degerli bir (o,7)-tiirev denir.

Bundan sonraki ¢aligmalarimizda R ile bir halkay, X ile R bi-modiiliini, U ile R
nin sifirdan farkli bir idealini ve d : R - X ile de modiil degerli (o,T)-tilirevini
gosterecegiz. Yine burada C(X) = {x € X | xr = rx, Vr € R igin} ve
CodX) = {x € X | x0(r) = 7(r)x, Vr € Rigin} ve cile T, R nin od =do, 1d =dr
esitliklerini saglayan iki otomorfizmi olarak alinacaktir. Ayrica,

[[x.y),2] = [x[y,2]] + [y,[2x]]
Jacobi dzdesligi ve

[[%.Y)o.x 2lor = [%[¥,2])0 t [[%,2)0.2 Yo x (A)
ozdesligi stk sik kullanilacaktir.

R bir halka ve (0) #X bir R-bimodiil olmak iizere,

xeX ve aeR igin xRa=(0) > x=0 veya a=0 (G1)
xeX ve aeR i¢in aRx=(0) > a=0 veya x=0 (G2)
kosullarin1 tammlayalim.
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Lemma 2.6.1: (Bresar and Vukman, Remark 5) R bir halka ve (0) = X, bir R-
bimodiil olsun.

(i) Eger (G1) (veya (G2)) kosulu varsa R asaldir.

(ii) Eger (G1) (veya (G2)) kosulu var ve X, 2-torsion free ise R de 2-torsion freedir.

Ispat: (i) (G1) kosulu saglansin. Herhangi a, b € R icin aRb = 0 olsun. Bu
durumda herhangi 0 # x € X igin xR(aRb) = x0 = 0 yani (xRa)Rb = 0 dir.
(G1) saglandiindan buradan xRa = 0 veya b = 0 dir. Yine (G1) den dolay1 buradan
x=0 veya a=0 veya b=0 elde edilir. x # 0 kabul edildiginden buradan a =0
veya b=0 dir.

Sonug olarak aRb=0 iken a=0 veya b=0 bulunmus oldu. O halde R asaldir.

Aym sekilde (G2) saglandiginda da R nin asalli bulunabilir.

(i1) (G1) kosulu saglansin ve X, 2-torsion free olsun. Herhangi a € R i¢in 2a = 0
oldugunu kabul edelim = a + a =0 dir. Bu taktirdle Vx € X ve r € R igin
xrf(a+a)=x10 = xra+xra=0 = 2xra=0, Vx € X, Vr € R i¢in bulunur.
X, 2-torsion free oldugundan buradan Vx € X, Vr € R igin xra = 0 elde edilir.
O halde buradan = Vx e X igin xRa=0 = (Gl)dendolay1 x=0 veya a=0
elde edilir. X # (0) kabul edildiginden buradan a=0 bulunur.

Sonug olarak a € R igin 2a=0 iken a=0 elde edilir. O halde R, 2-torsion freedir.

Aym sekilde (G2) saglandiginda ve hipotezin diger sarti ger¢eklendiginde R nin

2-torsion free oldugu gosterilebilir.
Lemma 2.6.2: R bir halka, (0) # X bir R-bimodiil ve (0) # U, R nin bir ideali olsun.
Eger (G1) (veya (G2)) varsa x € X ve a € R i¢in xUa = (0) (veya aUx = (0)) ise

x=0 veya a=0 dur.

Ispat: (G1) saglansin ve x € X ve a € Rigin xUa=(0) olsun. U, R nin bir ideali
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oldugundan xRUa c xUa = (0) dir. Buradan xRUa = (0) bulunur. Bu ise (G1) den
x=0 veya Ua=(0) olmas: demektir.
Ote yandan Lemma 2.6.1 (i) den R asaldir. Bu durumda Ua = (0) ise

Onerme 1.1.15den a=0 elde edilir. Sonug olarak x =0 veya a =0 bulunur.

Aym sekilde (G2) varsave x € X ve a € Rigin aUx = (0) ise benzer iglemlerle
x=0 veya a=0 oldugu gosterilebilir.

Lemma 2.6.3: R bir halka, (0) # U, R nin bir ideali ve (0) # X bir 2-torsion free R-
bi-modiil olmak iizere (G1) kosulu bulunsun. Bu durumda

() [X,U] cC(X) ise R komiitatiftir.

(1) [X,U]s,.c Co(X) ise R komiitatiftir.

Ispat: (i) [X,U] € C(X) olsun. Bu durumda Vu, v € U ve Vx € X i¢in [[x,u],v]=0
olur. Burada Jacobi 6zdesligi ve hipotez kullamlirsa,
0 =[Ixulv]= [x[wv]] + [wkv,x]] = [x[u,v]]
yani,
Vx e X, Vu,velU igin [x,[uv]]=0 (2.82)
elde edilir. (2.82) de x yerine xr,r € R alinir ve (2.82) kullamlirsa,
0 = [xr,[u,v]] = x[r,[u,v]] + [x,[u,v]]r
= x[r[uv]]=0,Vxe X, Vre R, Vu,ve U igin
bulunur. Burada r yerine rs, s € R alinir ve son esitlik kullamlirsa,
0 = x[rs,[u,v] = xt[s,[u,v]] + x[r,[u,v]]s
yani, Vx € X, Vr,s € R, Vu, v € Uigin 0=xr]s,[u,v]] elde edilir. O halde buradan,
XR[R,[U,U]]=(0) (2.83)
bulunur. Bu esitlikte (G1) 6zelligini ve X # (0) oldugunu kullanarak [R,[U,U]] = (0)
yani, [U,U] c Z elde edilir. O halde Lemma 1.2.2.9 dan U — Z ve sonra
Onerme 1.1.19 dan R komiitatif bulunur.
(i) [X,Uls: € Cox(X) olsun. Bu durumda (A) 6zdesligi ve hipotez kullamlarak,
Vx € X, Vu, v e Uigin 0 = [[x,ulo:,V]o:= [%,[u,v]lo + [[X,V]o,u] = [x,[u,V]]ss
bulunur. Yani,
[x[u,v]]e:=0,Vx € X, Vu, v € U igin (2.84)
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bulunur. (284) de x yerine xr, r € R almr ve (2.84) kullamlirsa

0 = [x1,[u,v]]o,. = X[r,o([u,v])] + [x,[u,V]]o: 1 = X[r,0([u,v])] yani,

0 =x[r,o([u,v])], Vx € X, Vr € R, Vu, v € U bulunur. Burada r yerine rs,s € R

alintr ve tekrar bu esitlik kullamlirsa Vx € X, Vr,s e R, Vu, v € U igin

0 = x[rs,o(fu,v])] = x[s,0([u,v])] + x[r,0([u,v])]s = xr[s,6([u,v])] yani,
XR[R,o([U,UD] = (0) (2.85)

elde edilir. (2.85)’¢ (G1) uygulamrsa X # (0) oldugundan [R,o([U,U])] = (0)

bulunur,

= o([U,U]) ¢ Z, yani [U,U] c Z bulunur. Bu isc Lemma 1.2.29 ve Onerme

1.1.19 dan R nin komiitatif olmasi demektir.

Lemma 2.6.4: R bir halka, (0) # U, R nin bir ideali, (0) # X bir R-bimodiil olsun ve
(G1) kosulu bulunsun. d : R = X, (o,1)-tiirevi i¢in
(i) d(U)=(0) ise d=0,
(i))a e Rigind(U)a=(0) ise d=0 veya a=0 dir.
Ispat: (i) U nun ideal oldugu ve hipotez kullamhlrsa Yu € U, Vx e R igin 0 = d(ru)
= d(r)o(u) + t(r)d(u) = d(r)o(u) yani,
d(n)o(u) =0, Vu e U, Vr e R i¢gin (2.86)
bulunur. (2.86) da r yerine ro™'(s), s € R alimrsa Vu € U ve Vr, s € R igin
0 = d(ro ' (s))o(u) = d(r)so(u) + T()d(c™(s))o(u) = d(r)so(u) elde edilir. Yani,
dR)Ro(U) = (0) (2.87)
bulunur. d(R) < X oldugundan (2.87) ye (G1) ozelligi uygulanirsa d(R) = 0 veya
o(U) = (0) yani, d = 0 veya U = (0) elde edilir. Fakat hipotezden U = (0)
.oldugundan d =0 bulunur.

(it) a € R igin d(U)a = 0 olsun. Bu durumda Yu € U, Vr € R igin

0 = d(ru)a = (d(r)o(u)r(r)d(u))a = d(r)o(u)at(r)d(u)a = d(r)o(u)a bulunur. Yani,
dR)o(U)a = (0) (2.88)

elde edilir. (2.88) ¢ Lemma 2.6.2 uygulanursa d(R) = (0) veya a = 0 ve buradan da

d=0 veya a=0 sonucuna varihr.
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Uyar: (G2) dzelligi varken ad(U) =(0) ise a=0 veya d =0 oldugu da benzer

olarak gosterilir.

Lemma 2.6.5: R komiitatif olmayan bir halka, (0) # X 2-torsion free bir R-bimodiil
ve (0) = U R nin bir ideali olsun. Eger (G1) kosulu saglamyor ve d; : R — X bir
(o,7)-tiirev, d2 : R > R, d2(U) c U olacak sekilde bir tiirev oldugunda did;(U) =0
ise di=0 veya d;=0 dur.

Ispat: Vu, v € U igin hipotezden,
0 = d,dx(uv)
= di(d2(u)v + uda(v))
= di(d2(w)v) + di(uda(v))
= did2(w)o(v)t(dz(u))di(v) + di(w)o(dz(V)) + W(u)didz(v)
= 1(dz())di(v) + di(u)o(dx(V))
bulunur. Buradan da,
T(d2(u))d1(v) + di(w)o(da(v)) =0, Vu, v € U igin (2.89)
elde edilir. (2.89) da v yerine dy(v) alimr ve hipotez kullanilirsa Vu, v € U igin
0 = 1(d2(u))d1(d2(v)) + di(u)o(dz(d2(v)))
= W(dxW))dido(v) + di(w)o(d2’*(v))
= di(wo(ds’(v))
yani,
d1(U)o(d;’(U)) = (0) (2.90)
elde edilir. (2.90) da Lemma 2.6.4 (ii) kullamilirsa, d; =0 veya o(d:*(U)) =0 yani,
d;=0 veya d,*(U)=(0) bulunur. d;*(U) = (0) ise Teorem 1.2.1.18 den d» =0 olur

ve sonug olarak d; =0 bulunur.

Lemma 2.6.6: R komiitatif olmayan bir halka, (0) # X 2-torsion free bir
R-bimodil, (0)# U R nin bir ideali olsun ve (G1) kosulu saglansin. d : R - X bir
(o,7)-tiirevve a € R igin [d(U),a]s:=0 ise ae Z veya d=0dir.

Ispat: Yu, v € U igin hipotezden
0 =[d(uv),alsx

81



= [d)o(v)r(w)d(v).a)o.
= [d(w)o(v),a]o: + [t(uw)d(v),a]os
= dWo(v),0(a)] + [d(u),a)e:0(v) + TWd(V),a)o + [1(u),2(2)]d(V)
= d(wo([v.a]) +([ua])d(v)
yani,
d(u)o([v,a]) + 1([u,a])d(v) = 0, Vu, v € U igin (2.91)
bulunur. (2.91) de u yerine au alnir ve (2.91) kullamlirsa Vu, v € U igin
0 = (d(an)o([v,a]) + t([av,a])d(v)
= (d(2)o(w) + w(@)d())o([v, a]) + t(a[u.a] + [a,a]u)d(v)
= d(a)o(u)o([v.a]) + W(@)d(w)o([v,a]) + t(@)e([u,a])d(v)
= d(a)o(wjo([v,a]) + w@){d(w)o([v.a]) + W[u,a])d(v)}
= d(2)o(u)o([v,a])
elde edilir. Yani,
d(a)o(U)o([U,a]) = 0 (2.92)
olmas: demektir. (2.92) de Lemma 2.6.2 kullanildiginda d(a) = 0 veya [U,a] = 0
bulunur. [U,a] = (0) ise (')nel-'me 1.1.19 dan a € Z bulunur.
d(a) = 0 ise bu durumda Vu € U igin d([u,a]) = [d(u),a]s:{d(a),u]s+= O bulunur. Yani,
d([u,a]) =0, Vu € U igin (2.93)
elde edilir. (2.91) de v yerine vw, w € U ve (2.91) den yararlamlirsa
0= d()o([vw,a]) + 1([u,a])d(vw)
= d(w)o(v)o(lw,a]) + dw)o([v,alo(w) + w(fu,a])(d@)o(w) + (v)d(w))
= d(wjo(v)o([w,a]) + t([u,a]yr(v)d(w) yani,
0 = d(wo(v)o([w.a]) + 1([u,a])yr(v)d(w), Vu, v, w € Uigin (2.94)
bulunur. (2.94) de w yerine [w,a] € U ahmr ve (2.93) kullamlirsa,
0= d(u)o(v)o([[w,al.a]) + o(fu.alyr(v)d([w,2]) = d(u)o(v)o([[W,a],a]) yani,
d(U)o(U)o([[U,a}.a]) = 0 (2.95)
bulunur. (2.95) de Lemma 2.6.2 kullamlirsa d(U)=0 veya [[U,a],a] =0 bulunur.
d(U) =(0) ise Lemma 2.6.4 (i) den d =0 olur.
[a,[a,U]] =0 ise I, : R — R, x - [a,x] R nin bir i¢ tiirevi olmak iizere LXU) =0
olur. Bu ise Teorem 1.2.1.19 dan a € Z sonucunu verir.

O halde sonug olarak d =0 veya a € Z elde edilir.
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Uyan (I): R bir halka, (0)= X bir R-bimodiil olsun. Buna gore
(i) a € R, b € CoX), ab € Co(X) ise ve (G2) kosulu varsa a € Z veya b=0dir.
(i) a € Cs(X), b € R, ab € C5(X) ise ve (G1) kosulu varsa a=0 veya b e Z dir.

Ispat: (i) b, ab € Cs(X) oldugundan Vr e R igin abo(r) = t(r)ab ve bo(r) = t(r)b

esitliklerini kullanarak 0 = abo(r) - 7(r)ab = at(r)b - t(r)ab = {(at(r) - T(r)a}b yani,
[a,7(0)]b =0, Vr € R igin (2.96)

bulunur. (2.96) da r yerine rs, s € R alinir ve (2.96) kullamlirsa,

0 = [a,7(rs)]b = [a,7(r)x(s)Ib = [2,x(1)}x(s)b + ©(D)[a,7(s)]b

= [a,7(0)](s)b, V1, s € R igin

bulunur. Burada t’nun ortentigi kullanildiginda [a,R]JRb = 0 elde edilir. Bu ifadeye

(G2) kosulunu uygulandiginda ise [a,R] =0 veya b=0 yani,a € Zveyab=10

sonucuna ulagihir.

(i) a, ab € Cs«X) oldugundan Vr € R igin
ac(r) = 1(r)a ve abo(r) =1(r)ab esitliklerini kullanarak
0 = abo(r) - 1(r)ab = abo(r) - at(r)ab = a(bo(r) - o(r)b) yani,

a[b,o(r)] =0, Vr ¢ R igin (2.97)
elde edilir. Burada (i) dekine benzer iglemlerin tekrarlanmasiyla aR[b,R] = 0 ve
buradan da (G1) dena =0 veya [b,R]=0,yani a=0 veya b € Z bulunur.

Lemma 2.6.7: R komiitatif olmayan bir halka, (0) # U R nin bir ideali, (0) # X
2-torsion free R-bimodiil olsun ve (G1), (G2) kosullann bulunsun. d : R — X bir
(o,7)-tirev ve a € U iken [d(U),a)s:c Co(X) ise acZ veya d=0 dir.

ispat : Hipotezden,

Co(X) 3 [d(2"), 8]0 = [d(2)o(2) + W2)d(a),2 Lo
= [d(a)o(a),2]s: + [1(a)d(a),a]e,:
= d(a)[o(a),0(2)] + [d(2),a)s,:0(a) + T(2)[d(a),a]s<+ [1(a),7(2)]d(2)
= [d(2),2]s0(a) *+ T(a)[d(a),a)o;:

bulunur. Burada hipotezden [d(a),a)s: € Co«(X), yani [d(a),a]s:0(a) = t(a)[d(a),a]s,:
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ve X’in 2-torsion free oldugu kullanilirsa 1(a)[d(a),a)s . € Cos(X) sonucunu buluruz.
Bu ise Uyan (I) (i) den 1(a) € Z veya [d(a),a]s.=0, yani a € Z veya [d(a),a]s:=0
olmas: demektir.
[d(a),a]s:=0 olsun. Bu durumda Vu € U igin
CooX) 3 [d([a,u]).a)s: = [[d(a)u]os - [d(u).alesal = [[d(2),ules,8]ss - [[d(u),a]s:
= [[d(2),u]o,:,2)s: yani,

[[d(@),ulsx,8)6:E Co(X), Vu € U igin (2.98)
bulunur. (2.98) de u yerine au alinir ve [d(2),a}s:=0 oldugu kullamlirsa
Cox(X) 3 [[d(a),aule: ,a)s: = [T(2)[d(2),u]e<+ [d(a),u]s,0(u),2)c.x
= [t(@)[d(a),ulsx ,ale = H@)[d(a),ulo ,a)st [T(a),T(2)][d(a),u]o::
= 1(a)[d(2),u]o,: 8]0,
yani,

(a)[d(a),u]s,r,a)er € CoAX), Yu € U igin (2.99)
elde edilir. (2.99) da Uyan (I) kullamlusa a € Z veya Vu € U ig¢in
[[d(a),u]s,ra)o,:= O bulunur. Eger Vu € U igin [[d(a),u]sr,2]s:= 0 ise bu durumda
Jacobi dzdegliginden ve hipoiezden,

0 = [[d(a),uls.q,2)o..= [d(a),[1,a]}o: + [[d(2),8]0,c ,uo= [d(a).[wa]]o, yani,

[d(2),[U,a]]e,:= 0 (2.100)
bulunur. Burada I, : R = R, x - [ax], LL(U) < U olacak gekilde R nin a ile
belirlenen bir i¢ tirevi ve Iy : R > X, r — [d(a),f]s: nin bir modiil degerli
(o,7)-tiirev oldugunu kullanarak (2.100)den Iya)la(U)= 0 elde edilir.

Son egitlife Lemma 2.6.5 uygulanirsa Iye)= 0 veya I, =0, yani [d(a),R]s:= 0
veya a € Z bulunur. Buise d(a) € Co(X) veya a € Z olmas1 demektir.

Eger d(a) € Co«(X) ise bu durumda (A) 6zdesligi ve hipotezden Yu € U igin
Co(X) > [d(au)uls: = [d(a)o(u) + H(a)d(u)a]s: = [d(a)o(u),a)s: + [t(2)d(u).2]
= d(a)[o(u),0(a)] + [d(a).a]s:00) + Ua)d(u),a)s: + [1(a),7(2)ld(w) = d(a)o([u.a])
+ 1(2)[d(u),a]o,«

yani,

d(a)o([u,a]) + t(a){d(u),a)s: € CoAX), Yu € U igin (2.101)
elde edilir, O halde Cs+(X) tamimy, (A) 6zdesligi ve hipotezden Vu € U igin
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0 = [d@o((ua]) + w@)[dW)alemale~ [d@)o(waDa)est [W)[d(u),2]oxa]o:
= d(@)[o([u,a]),0(a)] + [d(a),2]0.0([u,2]) + w(@)[[d(u),a]s2 Jot [1(2),T(@)][d(u),2]ox
= d(@)[o([u,a]),0(a)] = d(a)o([[u.a],a])
yani, d(a)o([[U,al,a])=0 bulunur. Burada d(a) € Cox(X) oldufundan Vr € R
icin 0 = d(a)o(r)o([[u,al,a]) ve o mn drtenlifinden

d(a)Ro([[U,a),a]) =0 (2.102)
bulunur. (2.102) de (G1) ozelligi kullamhrsa d(a)=0 veya [[U,al,a]=0 yani,

d(a) =0 veya [a,[2,U]] =0
elde edilir. Eger [a,[a,U]] = 0 ise I, : R &> R, x — [a, x] i¢ tiirevi gbzOniine
alindiginda bu esitlik L>(U) = 0 haline gelir. Bu ise Teorem 1.2.1.19 dan a € Z
sonucunu verir. d(a)=0 ise (2.101) den

t(a)[d(u),alsc € Co«(X), Vu € U igin (2.103)
elde edilir. (2.103) e Uyan (I) uygulandiginda a € Z veya [d(U),a]oc:= O bulunur.
[d(U),als:=0 oldugunu varsayarsak Lemma 2.6.6dan acZ veya' d=0 olur.
Sonug olarak a € Z veya d =0 elde edilir.

Sonug 2.6.8: R bir halka, (0) # U R nin bir ideali ve (0) # X 2-torsion free bir R-
bimodiil olsun. (G1) kosulu saglansin ve 0 # d : R &> X bir (o,7)-tiirev olsun.
Bu durumda [d(U),Uls.=(0) ise R komiitatiftir.

ispat: [d(U),Uls< = (0) ise Lemma 2.6.6 dan U c Z ve Onerme 1.1.19 den R

komiitatif bulunur.

Sonu¢ 2.6.9: R bir halka, (0) # X 2-torsion free bir R-bimodiil olsun. 0 #d : R > X
bir (o,7)-tiirev, (0) = U, R nin bir ideali olmak iizere (G1), (G2) 6zellikleri bulunsun.
Bu durumda [d(U),Uls: C Co(X) ise R komiitatiftir.

ispat: [d(U),Ulsx € Co«(X) olsun. Bu durumda Teorem 2.6.7 den U C Z ve
Onerme 1.1.19 dan R komiitatif bulunur.
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BOLUM 3
3.1. Asal Gamma Halkalarinda Tek Yanh idealler Ve Tiirevler

Bu boliimde asal halkalarda tek yanli idealler iizerine yapilan ve tezimizin 1.2.6

kesiminde belirtilen galigmalar asal Gamma Halkalar tizerine genellegtirilmigtir.

Bundan sonraki ¢aligmalarimizda M bir asal I'-halkasi, 0 #d M’nin bir tirevi,
(0) # U bir sag ideali v¢e L = Ann, U = {x € M | xI'U = 0}, yani U nun sol
sifirlayanlarinin kiimesi olarak alinacaktir.

Ayrica burada L nin, M nin bir sol ideali oldugu goriilir.

Lemma 3.1.1: M bir asal I'-halkasi, 0 #d M’nin bir tiirevi ve (0) # U bir sag ideali
olmak iizere L = Ann,U olsun. Bu durumda agagidakiler egdegerdir.

@ dU)cL, ’

(i) dOId(U) =0,

(iii) d(U)'a= 0 olacak sekilde 30 # a € M vardir.

ispat: (i) = (ii): d(U) c L olsun. Bu durumda d(U)I'U =0 yani,
0=d(av,Vu,v e U, Va € I' igin 3.D
elde edilir. (3.1) ve U nun sag ideal oldugu kullamlarak Vu, v € U, Vo, B € I i¢in
0 = d(upd(w))av
= {d(w)Bd(w) + uBd’(w)}av
= d(u)Bd(w)av + uBd*(w)av
= upd*(w)ov
yani, UFd*(U)I'U=0 bulunur. Bu durumda Lemma 2.2.4 (ii) den d*(U)I'U = 0
elde edilir. (3.1) ve buifade kullanilarak Vu, v € U, Va € T igin
0 = d(d(w)aw) = d*(uorv + d(u)erd(v) = d(u)rd(v)
yani, d(U)I'd(U)=0 elde edilir.
(i) = (iii): d(U)I'd(U) = 0 olsun. Oncelikle Iv € Vigin d(v) # 0 dir. Gergekten,



bu ifadenin tersini kabul edersek Vv € Uigin d(v) =0 olur = d(U) = (0) dir.
Bu ise Lemma 2.2.5 (i) den d = 0 olmas: demektir. Halbuki bu sonug hipotezle
geligir. O halde kabuliimiiz yanhgtir, yani 3v € Vigin d(v) 20 dir. Ayrica bu d(v)
elemam igin hipotezden 0= d(u)ad(v), Vu € U, a € I igin oldugu agiktur.

Yani a=d(v) dersek, d(U)'a =0 olacak sekilde 30 #a € M vardur.

(iii) = Q):

d(U)I'a = 0 olacak sekilde 30 = a € M olsun. Bu durumda U nun ideal oldugu
kullanilarak,

Vu,vel, a,p €I igin 0= d(uav)Ba = d(u)avBa + uad(v)Ba

= 0=d(u)avBa, Vu,ve U, a, B € I'igin

= 0=d(U)'Ul'a

elde edilir. Bu ise M asal ve a # 0 oldugundan d(U)I'U = 0 olmas: demektir.
O halde d(U)cL dir.

Teorem 3.1.2: M, char M # 2 olan bir asal I'-halkasi olsun. Bu durumda M’nin d(U)
ile uretilen alt halkasi, M’nin sifirdan farkli higbir sag idealini igermez ancak ve
ancak d(U)c L dir.

ispat: < : d(U) c L olsun. Bu durumda,

dU)Iu=0 3.2)
dir. S = <«d(U)>, M nin d(U) ile iretilen bir alt halkasi olmak iizere S’ nin
tannmindan ve (3.2) den SI'U = 0 dir. Aynica S sifirdan farkli hicbir sag ideal
igermez. Yani (0) #I < S olacak gekilde bir sag ideal bulunmaz.
Gergekten, (0) #I S olacak gekilde bir I sag idealinin bulundugunu kabul edelim.
Bu taktirde II'U = 0 ve buradan Lemma 2.2.4 (ii) den U = (0) dir. Bu ise
hipotezden U # (0) olmasi ile geligir. O halde S, sifirdan farkh higbir sag ideal
icermez.
= :S=<d(U)>, M’ nin bir alt halkas: olmak iizere M’ nin sifirdan farkli hi¢bir sag
idealini icermesin. T =S n U olacak gekilde bir kiime tammlayalim. Oncelikle
0 e T oldugundan T+ dir.
Hipotezden Vt e T,u € U, a € I'igin d(t)au = d(tow) - tad(u) = Vie T,u e U,
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a € Iigin d(tjom € S yani, d(TIUC S dir.
Aynca d(T)I'U nun M’nin bir sag ideali oldugu gorilir. Yani d(T)I'U, M’nin S’de
kapsanan bir sag idealidir. Halbuki hipotezden M’nin bdyle bir sag ideali varsa bu
sifir olacagindan d(T)I'U=0 yani,
d(T)cL (3.3)
dir. Aynica U ve S nin tammindan Yu e U,a €T, s € Sigin
U 3 uod(s) = d(uas) -dwas € S = uad(s) e UnNS = uvad(s) €T, Vue U,
ael, seS Igin
olacagindan burada (3.3) den yararlamlisa d(uad(s)) € L olur. Bu durumda
d(uad(s)) = du)ad(s) + uad’(s) oldugundan
L 3 d(u)ad(s) + uad’(s), Vu e U,a € T, s € Sigin (3.4
bulunur. Vu, v e U, o, B € T, s € Sigin d(uav)Bd(s) = dwavBd(s) + uad(v)Bd(s)
oldugundan buradan,
dovBd(s) = d(uav)Bd(s) - uad(v)Bd(s)
= d(uav)Bd(s) - vad(v)Bd(s)
= d(uav)Bd(s) - Bad(v)BA(s) + (uav)BA(s) - (uav)BA’(s)
= d(uav)Bd(s) + (uav)BA*(s) - uafd(v)Bd(s) + vBA*(s)}
yani, Vu,ve U, a, B €T, s € Sicin
d(u)avBd(s) = d(uav)Bd(s) + (uav)Bd(s) - uaf{d(v)BA(s) + vBA(9)} (3.5)
bulunur. Buradan (3.4) ve L’nin sol ideal olmasindan Vu,ve U,a €I, s € S i¢in
d(u)avBd(s) € L yani, d(U)I'UTd(S) c L elde edilir. O halde L nin tanmimindan
d(U)I'Urd(S)I'U =0 ve buradan M nin asallig: kullanilarak,
dU)IUu=0 veya d(S)IU=0
elde edilir. Eger d(U)I'U=0 ise bu taktirde d(U)c L oldugu agiktir.
d(S)TU = 0 olsun. Bu durumda d(S) c L olacagindan d’(U) c L dir. Gergekten,
Yu € Uigin d*(u) = d(d(u)) esitliginde d(u) € S ve d(S) c L oldugu kullanilarak
d*u) € L yani, d*(U)cL dir.
vu, v e U, a e I igin d®@uav) = d(d@uav)) = dd@)av + uvad(v)) = d*(uav)
+ 2d(u)ad(v) + uad’(v) = d(uav) = duav) + 2du)ad(v) + uad’(v) oldugundan
buradan, 2d(u)ad(v) = d’(uav) - d®(wav - uvad’(v) elde edilir. Buradan da
d(S)I'U =0, d*(U) c L ve L’nin sol ideal oldugu kullamlarak Vu, v € U, a € " igin
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2d(w)ad(v) € L bulunur. Bu ise char M # 2 oldugundan Vu,v e U, a € I' igin

dwyod(v) € L yani, |
dUIdU)cL (3.6)

elde edilir. Ayrica Yu, v, w € U, a, B € I igin d(wawpd(v) = d(uav)Bd(v)

- uad(w)Bd(v) oldugundan buradan (3.6) ve L’nin sol ideal olmasi kullanilarak

dOIUNdU)cL = dUIUIdU)IU=0 elde edilir.

Bu ise M’nin asalligindan d(U)I'U =0, yani d(U) c L olmas: demektir.

Teorem 3.1.3: M, char M = 2 olacak gekilde bir asal I'-halkast olsun. (0) = U,
M’nin sifirdan farkh bir ideali ve 0 = d bir tiirevi ve 0 # § ikinci bir tiirevi olsun.

Bu durumda 8d(U) =0 ise d(U)c L, 8(U)c L dir.

ispat: 8d(U) = 0 ve S = <d(U)> M’nin d(U) ile iretilen alt halkasi olsun.
Bu durumda S’nin tammindan &(S) = 0 oldugu goriillir. Ayrica S, M’nin sifirdan
farkll higbir sag idealini igermez. Gergekten, aksini kabul edelim, yani (0) # I c §,
M nin bir sag ideali olsun. I S oldugundan &(I) =0 dir. Buradan Lemma 2.2.5
(i)den =0 veya I=0 ve I+ (0) kabul ettifimizden 8 =0 elde edilir.
Halbuki bu hipotezden & # O olmasiyla gelisir. O halde kabulimiiz yanligtir.
Yani S, M’nin sifirdan farkh higbir sag idealini igermez. O halde Teorem 3.1.2 den
dU)cL 3.7

dir. Budurumda Vu, v € U, a € T igin d(uav) = d@u)av + uad(v) ifadesinde
(3.7) kullanihirsa d(uav) =uad(v), Vu,v e U, o € Tigin yani,

d(UT'U) =UT'd(U) (3.9)
elde edilir. O halde Vu, v € U, a € I'igin (3.8) esitligini ve hipotezi kullanarak
0 = dd(uav) = 3( uad(v)) = d(uad(v) + uadd(v) = s(uyad(v)
= Vy,veU,aeTliin suad(v)=0
= dIdU)=0 elde edilir.
Ayrica burada d#0 ve U #(0) oldugundan d(U) # 0 dir. Gergekten d(U) =0
olsa Lemma 2.2.5 (i) den d=0 veya U= (0) olacagindan verilen ifade dogrudur.
Bu durumda S(U)[d(U) = 0 olacak sekilde 30 = d(U) € M olup, buradan
Lemma 3.1.1 den &(U) c L bulunur.
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3.2. Gamma Halkalan Uzerinde Modiil Degerli (o,7)-Tiirevler:

Bu boéliimde amacimiz daha Onceden Soytirk (1994, D.Tezi) tarafindan modiil
degerli (o,1)-tiirevler iizerinde gergeklestirilen galigmalant Gamma Halkalan iizerine

genellestirmektir.

Tamm: M bir I'-halkasi, X toplamsal bir degismeli grup olsun.

XxI'xM — X, (X,y,m) —> xym olmak tizere Vx € X, Vy, 6 € I' ve Va, b € M igin
i) xy(a+b)=xya+xyb

ii) (x1 + x2)yb = x17b + x27b

iit) (xya)éb = xy(adb)

ozellikleri saglamyorsa X’e bir sag M-modiil denir.

Aym sekilde sol M-modiil tamm: yapilabilir. X, hem sag hem de sol M-modiil ise

X’e kisaca M-bimodiil denir

Tammm: M bir I'-halkasi, 6, M lzerinde bir doniigiim olmak lizere Vm;, m; € M,
Va € I igin

o(m;oumy) = o(m; Yas(ms)

o(m; + my) = 6(m,) + o(my)

ozellikleri saglamyorsa ¢ ya bir I'-otomorfizm denir.

Tammm: M bir I"-halkasi, X bir M-modiil olmak tizere,
CX) = {x € X | xam =moax, Vm € M, Va e I i¢in}
kiimesine X modiiliiniin merkezi (M nin X deki merkezi) denir.
Ayrnica ¢ ve 1, M tizerinde tamml herhangi iki doniigim olmak iizere,
Con(x) = {x € X | xa06(m) = 1(m)ax, Vm € M, Va € T igin}
kiimesine ise X modiiliiniin (c,1)-merkezi denir.
Tanmm: M bir I-halkasi, d : M — M toplamsal bir doniisiim olmak iizere
Vm;, my € M ve Va € T igin dimamy) = d(m))am; + myad(m;) esitlidi

saglamyorsa d’ye M’de bir tiirev denir.



Tanmim: M bir I-halkast ve 6, T M iizerinde doniisimler ve (0) # X M-bimodiil

olsun. Bu durumda d : M — X toplamsal doniisiimii Vm;, m; € M, Va € I' igin
d(m;om,) = d(my)aro(my) + T(my)ad(m;)

esitligini saglamyorsa d’ye modiil degerli bir (o,t)-tiirev denir.

Bundan sonraki ¢aligmalannmizda d modiil degerli bir (o,t)-tlirev olmak iizere 6 ile 7,
Vo, B €I igin cad = doao, tpd = dBt 6zelliklerini saglayan M’nin iki otomorfizmi
olarak alinacaktir.
Aynica Va,b e Mve VB e I'igin [a,b]g=apBb - bPa olmak tzere,

facb, cL, = aa[b,cl, +[a, c],, ab + ao(cpb) — af(cab)
esitligi sik sik kullamlacaktir.

M bir I'-halkasi, (0)# X M-bimodiil olmak uzere

(G :xeX aeM igin xIMI'a=(0) = x=0 veya a=0
(G2):xeX,aeM igin alMI'x=(0) = a=0 veya x=0
kosullarii tammlayahm.

Lemma 3.2.1: M bir I'-halkasi, (0) # X M-bimodiil olsun. Bu taktirde
(i) Eger (G1) (veya (G2)) kosulu varsa M asaldir.
(ii) Eger (G1) (veya (G2)) kosulu var ve X 2-torsion free ise M de 2-torsion freedir.

Ispat: (i) (G1) kosulu saglansin. Herhangi a, b € M igin alMI'b = 0 oldugunu kabul
edelim. Verilen (0) # x € X i¢in xIMI'(alMI'b) = xIMI'0 = 0 oldugundan
xIMI'(alMI'b) = 0 yani, (xIMa)lMI'b = 0 elde edilir. Burada (G1) 6zellifinden
xIMI'a=0veyab=0 ve yine (G1)den x=0veyaa=0veyab=0 elde edilir.
x # 0 oldugundan buradan a=0 veya b=0 dir.

Sonug olarak Va, b € M igin alMI'b = 0 iken a = 0 veya b = 0 bulunmug olur.
O halde M asaldir.

Aym sekilde (G2) kosulu varken M nin asalli1 gosterilebilir.

(i) (G1) kosulu saglansin ve X, 2-torsion free olsun. Herhangi m € M igin 2m = 0

olsun. Bu durumda m + m = 0 dir. Buradan Vx € X, Va, f € I' ve Vm’e M igin
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xam’B(m + m) = xam’B0 =0

= xam'Bm + xam'fm =0

yani 2xoam’Bm = 0 elde edilir. Bu ise X, 2- torsion free oldugundan Vx € X,
Vm € M igin xI'MI'm = (0) olmas1 demektir. Burada (G1) ozelligi kullanilirsa
x=0veyam=0 elde edilir. X # (0) kabul edildiginden buradan m=0 elde edilir.
Sonug olarak M, 2-torsion free bulunur.

(G2) kosulu saglandiginda da benzer iglemlerle M nin 2-torsion free oldugu

gosterilebilir.

Lemma 3.2.2: M bir I'- halkasi, X M-bimodiil ve (0) # U bir ideal olsun.
Bu durumda (G1) (veya (G2)) var ve Vx € X, Va € M i¢in xI'UT'a = (0)
(veya al'UI'x =(0)) ise x=0 veya a=0 dir.

Ispat: x € X ve a € M igin xI'Ul'a = (0) olsun. U, M’nin bir ideali oldugundan
xI'MI'UT'a c xI'UI'a = (0) yani, xI'MI'UI'a = (0) elde edilir. Bu ise (G1) den x =0
veya Ul'a = (0) olmas: demektir.

Ote yandan 3.2.1 (i) den dolayl‘M asal olacagindan Lemma 2.2.4 (ii) den a = 0
bulunur.

Sonug olarak x=0 veya a=0 elde edilir.

(G2) saglandifinda x € X vea € Rigin aUx = (0) ise benzer iglemlerle x =0 veya
a=0 oldugu gosterilebilir.

Lemma 3.2.3: M bir I'-halkast, (0) #U M nin bir sag ideali, (0) # X M-bimodiil
olsun ve (G2) kosulu bulunsun. Bu durumda

d : M - X bir (o,7)-tiirev olmak iizere

(1) dU)=(0) ise d=0 dr.

(i) ae Migin al'd(U)=(0) ise a=0 veya d=0 dir.

Ispat: (i) U nun sag ideal oldugu hipotezde kullanilirsa Vu € U, m € M, a. e I igin
0 = d(uam) = d(u)ac(m) + 1(u)ad(m) = t(u)ad(m), yani

0 =t(w)ad(m), Vu e U, Vo € I' ve Vm € M igin
elde edilir. Bu ifade m yerine 7'(s)Bm, s € M alimirsa,
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0 = wad(r"(s)Bm) = t(w)e(d(x"(s))Bo(m) + ©(z"(s)Bd(m)) = T(ueud(x"(s))Bo(m)
+ 1(w)osfd(m) = t(u)aspd(m) yani,

(UIMI'd(M) = (0) (3.9)
bulunur. (3.9) a (G2) uygulandiginda ©(U) = (0) veya d(M) = (0) yani,
U=(0) veya d=0 elde edilir. U # (0) oldugundan buradan d =0 elde edilir.

(i) a € M igin al'd(U) = (0) olsun. Bu durumda U bir sag ideal oldugundan Vu € U,
VmeMveVa, B eI igin

0 = aBd(uam) = aB{d(u)ac(m) + t()adm)} = apd(u)ac(m) + afr(u)ad(m)
= aBt(u)ad(m) yani,

al't(U)dM) = (0) (3.10)
bulunur. Buradan Lemma 3.22den a=0 veya dM)=0 = a=0 veya d=0
elde edilir.

Uyan (I): U, M nin bir sol ideali oldugunda ve (G1) saglandiginda
(1) d(U)=(0) ise d=0,
(ii)a e M igin d(U)I'a=(0) ise d=0 veya a=0,

olduklari benzer iglemlerle gosterilebilir.

Lemma 3.2.4: M komiitatif olmayan bir I'-halkasi, (0) # X 2-torsion free bir
M-modil, (0) # U bir ideal olsun ve (Gl) kosulu saglansmn. d; : R — X bir
(o,x)tirev, d : M — M, dy(U) c U olacak gekilde bir tiirev olmak iizere
did2(U) = (0) ise d; =0 veya d;=0 dur.

Ispat: Hipotezden Vu,v € U ve Va € I igin
0 = dyda(uay) = d; {da(u)ov + uadx(v)} = di(d2(u)av) + di(uadz(v))

= didz(w)ao(v) +t(dz(u))ad:(v) + di(wao(dz(v)) + w(u)adid(v)

= ™(dz(w))adi(v) + di(u)oro(dz(v))
yani, Vu, v € U, Va € T igin 0 = t(dx(u))adi(v) + di(u)ac(dz(v)) bulunur.
Burada v yerine da(v) alinirsa,
0 = t(da)odi(dz(v)) + di(w)ac(d(da(v))) = Hd(w)adida(v) + di(u)ors(ds’(V))
= d;(as(dA(v)), Vu, v € U, Va € T igin elde edilir. Yani, d;(U)['o(d2*(U)) = (0)
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bulunur. Bu ifadede Uyan I (ii) kullamldiginda d; = 0 veya o(d2(U)) = (0)
yani,d; = 0 veya d,’(U)=(0) elde edilir. d;? (U) = (0) ise Lemma 2.2.5 (iii) den
d, = 0 olacagindan sonug olarak d; =0 veya d, =0 elde edilir.

Lemma 3.2.5: M bir I'-halkasi, (0) # X bir M-bimodiil, (0) # U M nin bir ideali
olsun ve (G1) saglansin. Bu durumda 0 = d : M — X bir (o,7)-tiirev olmak tizere
d(U) c C(X) ise M komiitatiftir.

Ispat: U ideal oldugundan hipotezden Vu, v € U, Va € T i¢in d@uav) € C(X)
yani, Vm € M, VB € I' igin [d(uav),m]g=0 dir. Bu ise,
0 = [d(w)ac(v) + t(u)ad(v),m]s= [d(w)ac(v),m]s + [t(wad(v),m]s  (3.11)

olmasi1 demektir. Bu toplamdaki terimler agilip hipotezden yararlamlirsa,
[dwao(v)mly = dwefov).ml + [dWmpoov) + dwemBo(v)
- dw)Bmac(v)) =dals(v),m]; + (dyam)Bo(v) - du)B(mao(v))
=dwafo(v),m}; + (mad))Bo(v) - dw)B(mac(v))

= dwafo(v),m]; + ma(d@Bo(v)) - d)B(maoc(v))

= defo(v),m]; + ma(o(v)Bdw)) - d)B(maoc(v))

= d@afo(v),m]; + (moo(v)Bd() - du)B(mao(v))

= dwafo(v),m}; + d)Bmoaoc(v)) - du)Bmao(v))

=dwelo(v),m];, Vu,ve U, Va, B T, Vm € Migin

elde edilir. Ayni sekilde ikinci terim agildiginda,

[v(u)ad(v),m]p = [t(u),mlpad(v), Yu, v € U, Vo, B € T, Vm € M igin

bulunur.
(3.11) de bu ifadeler yazildiginda,

0 = [d(u)as(v),m]p + [w(u)ad(v),m]p= d(u)afo(v),m]p+ [t(u),m]pad(v) yani,

0 = d(wa[o(v),m]s + [t(u),m]pad(v), Vu,ve U,a,B e I,m e Migin  (3.12)
elde edilir. Burada v yerine vyc™(m), y € I yazilirsa
0 = dweofo(vys (m)mlg+ [tw)mpad(vyc’(m) = d@elo(v)ym,mls
+  [),mlpa{d(vyymt(vyyd(c (m)} = dafovyimmlp + [o(v)mlprm
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+ o(v)y(mPm) - o(v)B(mym)} + [t(u)mlpad(v)ym + [t(u),m]pece(v)yd(c™(m))
= d(u)afo(v),mjpym + d)a(c(v)y(mPm) - o(v)B(mym) + [t(u),m]pad(vyym +
[t@)mpat(vyydic’(m)) = {(d@olo()mlpg + [w)mlod(V)}ym +
[+(u).m]po(vyd(c™ (m)) + d(u)oc(v)y(mBm) - o(v)B(mym)) |

ve buradan hipotez ve (3.12) kullanilarak Yu, v € U Vo, B € I', Vm € M igin,

0 = [x(u),mJpacr(v)yd(c™ (m)) + d(wa{c(v)y(mpBm) - o(v)B(mym)}

= [v(u),;m]por(v}yd(c™ (m)) + d@)ars(v)y(mPm) - d(u)ec(v)B(mym)

= [t(u),m]par(v}yd(c™ (m)) + (c(v)erd(u))ymPm - d(u)oc(v)B(mym)

= [v(u),m}part(v)yd(c™(m)) + o(v)o(myd(w))pm - d(w)ec(v)B(mrym)

= [t(u),m]pecr(v)yd(c™(m)) + o(v)eumy(mBd(w)) - d(u)erc(v)B(mym)

= [v(u),mlpat(v)yd(c" (m)) + d@)B(c(v)eumym) - d(u)ac(v)B(mym)

= [v(u),mlpat(v)yd(c™(m)) + o(v)Bd(u)e(mym) - d(u)os(v)B(mym)

= [t(u),mJpor(v)yd(c™ (m)) + (c(v)Bm)ad(u)ym - d(u)oc(v)B(mym)

= [t(u),mJpat(v)yd(c™(m)) + d)ac(v)B(mym) - d(w)ac(v)B(mym)

= [W(U)Mt(U)l'd(c”' (M) = (0), VB €T igin

bulunur. Bu ise Lemma 3.3?2 den [W(U)M]s = 0 veya d(c'(M)) = O olmast
demektir. 6™ orten oldugundan buradan [t(U)M]sg=0 veya d(M) = (0) yani, d # 0
oldugundan VB € I igin [v(U)M]pg = O ve buradan ©(U) c Z elde edilir.
O halde Lemma 2.2 .4 (i) den M komiitatif bulunur.
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SONUCLAR

Tezimizin  ikinci boliminde Gamma Halkalan ve daha 6nceden
Soytiirk (1994, D.Tezi) tarafindan Gamma Halkalarindaki Tiirev ve Modiil Degerli
Tiirevler kullanmlarak elde edilen komiitatiflik kogullart ele alinmig ve son bolimde
ise Tirevli Asal I'-halkalannmn Tek Yanl Idealleri iizerinde bazi sonuglar ile
I'-halkalarinda tammli Modil Degerli (o,7)-Turevler kullamlarak birtakim sonuglar

tarafimizdan elde edilmigtir.
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