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HOMOJEN OLMAYAN ORTAMLARDA TERS
SACILMA PROBLEMLERI
Serda APAK

Anahtar Kelimeler:Elektromanyetik Dalgalar, Helmholtz Denklemi, Ters

Sacilma

Ozet: Bu ¢ahgmada, i¢ katmanh homojen bir ortamin ara katinda homojen
olmayan silindirik bir cismin bulunmas: durumundaki ters sagilma problemi in-
celenmig ve sayisal olarak ¢6zlimii gerceklegtirilmigtir. Ele alinan ters problemin
¢oziimuniin temelini iki fonksiyonel denklem tegkil etmektedir. Bu fonksiyonel
denklemlerden birisi ortamda alinan deneysel l¢iim sonuglarindan bagimsizken,
digeri ancak bu 6lgimlerle belirlenebilir. Bu denklemlerin oncelikle analitik ince-
lenmesi yapilmig ve daha sonra bu integral denklemlerin ¢6zimi icin algoritma
kurulmu§tur.' Method ve algoritmay: test etmek igin dairesel kesitli silindirden

sagilma Ornegine bakilmgtir.
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THE INVERSE SCATTERING PROMLEMS IN
NON-HOMOGENEOUS MEDIA
Serda APAK

Key Words:Electromagnetic waves, Helmholtz Equation, Inverse Scattering,

Non-Homogeneous medium, Numerical Solution of Singular Integral Equations

Abstract: In this study, the inverse scattering problem of three layer homoge-
neous medium having non-homegeneous cylindiric body inside is considered and
it’s numerical solution is obtained. The approach to the problem is based on
two functional equations. While one of them is independent of the experimental
measurements, the other can only be determined by these measurements. First,
analytical investigations on these equations are performed and then an algorithm
is established for the solution. To test the method and the algorithm, scattering

from circular cylinder case is used.
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ONSOZ VE TESEKKUR

Giiniimizde miihendislik ve tibta genig uygulama alanlarina sahip elektro-
manyetik veya akustik dalgalarmn homojen olmayan ortamlarda ters sagilma
problemleri tizerinde gok sayida bilim adamimin gahgtigi konulardan birisidir
ve bu da problemin giincelligi ile baglantilidir. Dalga denklemleri icin ters
problemler, sacilan dalganin karekteristik ozelliklerini gosteren deneysel ol¢im
sonuglarim1 kullanarak, homojen olmayan sagilma ortaminin o6zelliklerini be-
lirleyen katsayilarin bulunmasidir. f)meéin; miihendislikte malzemelerin tahri-
batsiz muayenesi ve Jeofizik’te sagilan sismik degerler kullanilarak Danyanin ic
yapisinin belirlenmesi dalga denklemleri icin ters problemlerin uygulama alan-
laridir. Bu galigmalarda problemin matematiksel modeli kurulurken bir ¢ok fizik-
sel prosesler géz 6niine alinmamakta ve bir takim varsayimlar diginiilmektedir.
Bu caligmanin amaci maksimal sayida fiziksel prosesleri goz oniine alan, gercege
daha yakin bir modelin olugturulmasi olmugtur. Boyle bir model, sabit olmayan
katsayih dalga denklemleri sisteminin ¢6zimi ile baglantilidir. Genellikle, ters
problemlerin ¢6zimi tek ve verilenlere stirekli bagh degildir.Ayrica bu sistem
simetrik olmadigindan problemin sayisal ¢oziimii igin yeni yontemler olugturmak
geregi orta cikmaktadir. Bu nedenle caligmamda olugturulan yeni yontemle prob-

lemin nimerik olarak ¢oziimi gergeklegtirilmigtir.

Bana bu konuda ¢aligma olanagi veren danigmanim saym Prof.Dr. Alemdar
HASANOGLU’na (KO.U), yardimlanim gdrdiigim sayin Dog.Dr. Afet FETUL-

LAYEV (KOfI) ve Do¢.Dr. Elgen VELIYEV’e tegekkirlerimi sunarim.
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1.GIRIS

Sagilma teorisi XX.ylizy1l matematiksel fen bilimlerinde aragtirilan temel
konulardan birisi olmusgtur. Rayleigh’in gogin neden mavi oldugunu
aciklamasindan, Rutherford’un atom cekirdeklerini kegfetmesinden bilgisayarh
tomografinin modern tibbi uygulamalan ile sagilma olgusu ylzyildan fazla bir

stiredir bilimadamlarinin ilgilerini ¢cekmis ve bu konuda ¢aligmalarim: saglamigtir.

Akustik ve elektromagnetik dalgalarin ters sagilma problemi son on yilhk siire
igerisinde sayisal uygulamah bir kag degerlendirme olmaktan ¢ikmg, sayzsal algo-
ritmas1 gok iyi geligmig matematiksel teori haline gelmigtir. Akustik ve elektro-
magnetik dalgalarin ters sagilma problemi kabaca iki simifa ayrilabilinir. Bunlar
ters engel problemi ve ters araortam problemleridir. Ters Qngel problemi baz
ozellikleri belli olan homojen bir engelden sacilmig alanin sonsuzdaki bilgisinden
yani uzak alan modelinden cismin bilinmeyen ozelliklerinin bulunmasidir. Ters
araortam probleminde ise, homojen olmayan bir araortam sagict cisim olarak
degerlendirilir ve uzak alan modelinden ortamin 6zelliklerini belirleyen parame-

trelerinin bir veya birkag bulunur.

Diferansiyel ve integral Denklemler teorisinde ters problemler ilk defa
A.N. Tikonov (1943) tarafindan aragtinlmugtir. Daha sonra fonksiyonel anal-

izde ters spektral problemler I.Gelfand (1951) tarafindan formiile edilmistir.



V.A.Margenko (1955)'nun galigmasindan bagliyarak analizde ve diferansiyel
denklemlerde dalgalarin sagilmasina bagh ters problemler sistematik olarak
aragtirilmaya baglanmigtir. ()rneéin; Jones (1979, 1985) ve Colton and Kress
(1983, 1992) 6nce sagilma problemlerini ele almiglar, daha sonra diiz problemi-
nin ¢dziminiin ters sagilma problemi ¢6zimiine asimptotik olarak yaklagmasi

lamiglardar.

Bu 6nemli problemin analitik olarak incelenmesi konusunda ¢ok az sayida
yayin bulunmaktadir. Problemin matematiksel yanimin ¢ok zor olmasindan
dolay: bir ¢ok aragtirmaci baz1 yaklagimlarla bu problemi ¢ézmigtir. Bun-
lardan birisi de Born yaklagimmdir. Born yaklagiom, problemin oldukga fazla
varsayimlar altinda ¢6zimiint saglamaktadir. Yine de bu yaklagim oldukga iyi
teorilerin ortaya gikmasina yardimci olmugtur. Helmholtz denkleminin temel
analitik ¢6ziimlerinin bir dizi farkli yaklagimlarinin 6rnekleri Chadan ve Sabatier
(1989), Colton ve Kress (1992), Jones (1985), Lax ve Phillips (1967), Leis (1986),
Miiller (196;)), Newton (1982), Reed ve Simon (1979), Wilcox (1975) ve Mithat

Idemen (1990)’ da incelenebilinir.

Akustik ve elektromagnetik dalgalarin ters sagilma probleminde birgok
konuyu kapsama almak imkansizdir. Alanin ¢ok hizhi geligmesi boyle bir
amacin gergeklesmesini engellemektedir. Burada ozellikle lineer olmayan t‘ers
sagilma probleminin yapis: fizerinde durulmug ve belirli durumlarda uygulan-
abilirligi olan cesitli lineer yontemler anlatilmigtir. Bu galigmada elektriksel
ve manyetik parametreleri bilinen bir katmanin ara katinda bulunan cismin ge-

ometrik ve fiziksel 6zellikleri sagilan dalgalarin deneysel dl¢iim sonuglarim kul-



lanilarak bulunmustur. Bunu gergeklestirirken 6nce II.bolimde elektromanyetik
dalgalann yayilmasi ile ilgili Maxwell denklemleri ve bu denklemlerden Helmholtz
egitliklerinin elde edilmesi incelenmig, III. bélimde kirllma ve yansima kanun-
lar1 anlatilmmg, IV. bolimde Elektromanyetik dalga ters problemleri iki farkli
yaklagim altinda incelenmesi yapilmig ve V. bélimde problemin sayisal ¢ézimi
i¢in algoritma verilmigtir. VI.bolimde ise sayisal galigmadan elde edilen 6rnek

sonuglar verilmigtir.



2.ELEKTROMANYETIK DALGALARIN YAYILMASI

2.1 Maxwell Denklemleri

Elektrik ve manyetik alanin varligi herjangi bir noktaya getirilen bir yike
tesir eden kuvvet yardimiyla anlagilir. Elektrik alan ve manyetik alan arasinda
onemli farklar vardir. Bu farklardan birisi elektrik alaninin duran ve hareket
eden yiklere; manyetik alanin ise sadece hareket halindeki ytiklere kuvvet uygu-
lamasidir. Bir digeri ise; elektrik alani bir vektorel alan olup, hem duran, hem
de hareket eden yikler tarafindan olugturulurken yine bir vektor alam olan mag-

netik alanmin sadece hareket eden yiiklerce olugturulabilmesidir.

James Clerk Maxwell 1873 yilinda o gline kadar olan elektriksel ve manyetiksel
caligmalar1 analiz ederek, elektrik ve manyetik alanlarin ayni bir elektromanyetik
alanin farkh durumlarda tezahiir formlar1 oldugu sonucuna varmigtir. Maxwell,
uzayda keyfi dagilimh yiklerin ve akimlarin olugturdugu elektromanyetik alanin
tim Ozelliklerini kapsiyan diferansiyel denklemler sistemini bulmugtur. Bu den-
klemler bir gok matematik¢i ve fizik¢inin elektromanyetik dalgalarin yayilmas:

ile ilgili gahigmalarinda temel tegkil etmistir.

Maxwel’in diferansiyel denklemlerinin elde edilmesini incelemeden O6nce
vektor analizinden bilinen integral teoremlerini ve bir vektor fonksiyonunun
gradyan, diverjans, rotasyonel ifadelerini verelim. F bir vektdr fonksiyonu, A

ise skaler bir fonksiyon olsun.



Uz, Uy, Uy ise birim vektorlerdir.

- 0A_, O0A_, 0OA
gradA=VA= 35 U= + %uy + 3 U2 (2.1)
. 2 o= OF, OF, OF,
divF =V.F = £ + By 57 (2.2)
89 98 2
3; By 0a
v s om 0F, O0F,, ,
rot F=VxF=\|F F, F, —(ay—az)uz+
Uy Uy Uy
oF, OF, ., ,0F, OF,,
_ 2 Hy _ T ey 2.
( 0z 0z )uy+(3z dy “ (2:3)
divrot F =V.(V x F)=0 (2.4)
rotgrad A=V x (VA) =0 (2.5)
divgrad A = V.(VA) = V2A = AA (2.6)

Diverjans Teoremi :

[[Fas= [ [ [ o

Stokes Teéremi :

f Fdl = / / V x Fds (2.8)

geklindedir.

Magnetik alan giddetinin herhangi bir ¢ kapali egrisi boyunca hesaplanan
cgizgisel integrali, bu egriye dayanan bir ylizeyi delen ve dolayisiyla egri ile zin-

cirlenen akimlarin cebrik toplamina egittir.

(2.9)

e,
T
8
Il

o+ IS
(=]
3



Zamana gore degigen elektrik alamnin olmasi durumunda

f Adi=Top+ / / %—f 43 (2.10)

seklinde zamana gore degigen manyetik alan meydana gelir.

Sekil 2.1 Herhangi bir kapal egri ile zicirlenen akimlar

(2.10) un sol tarafina Stokes teoremini uygularsak;

Hdl = rot H.d§ (2.11)
gra-[f

(2.10)’da (2.11)’i yerine koyarsak:

rotB.ds= [ [ Jd5+ ——dS (2.12)
[[ratas [ [Ta5+ |

Buradaki J akim yogunlugudur ve J=0.E iligkisi ile E elektrik alan vektoriine
baghdir. o iletkenligi gosterir. (2.12)’den

rot H = J + 36_D (2.13)

(2.13) Maxwell Ampere denklemidir. aﬁ ’ ye deplasman akim yogunlugu denir ve

bu akimin elektrik yiklerinin hareketi ile bir ilgisi yoktur. Bilindigi gibi bogluktan
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snse

bagka her dielektrik zayif da olsa bir akim gecirir. Dolayis: ile akim degistiginde

elektrik alanida degiseceginden bir deplasman akimi olugacaktur.

divrot H = div[J + aa—lt)] =0 (2.14)
D v D = —div J (2.15)
5 = )

Bu esitligin her iki tarafinin t ye gore integralini alip,incelemeye devam edelim:
0,, = .z
/——(dw D)dt = —/dw J.dt (2.16)
+ Ot :
(2.16) dan agagidaki esitlik elde edilir.
divD = — / div Jdt = div] / (=F)dt] (2.17)
t ¢

Burada egitligin sag tarafi icin Diverjans teoremini hatirlarsak:

/ /v / div JdV = / / J.dS (2.18)

esitligi elde edilir. (2.18) denkleminin her iki tarafinin ¢’ye gore integralini alip

(-1) ile carparsak :

B / / / div /t(—f)dt]dv= /t[ / / (~F)d3).dt (2.19)

elde edilir. Burada j; J J.dS = i(t) bitin S ylizeyinden digar1 dogru akan

akimdir. (2.19)’u diizenlersek

/ L / div DAV = /t i (t)dt (2.20)

esitligi elde edilir. (2.20)’esitliginin sag tarafi ise ¢ zamanda icerde biriken Q
yikind gosterir. Bu @ yiki ile serbest yik yogunlugu arasinda agagidaki gibi

bir iligki vardur.

Q= / /V / pdV (2.21)



(2.21)’i (2.20)’de yerine koyalim:

//u/divﬁ.dv=//v/pdv

(2.22)
(2.22) egitliginden ok onemli bir ifade olan
divD =p (2.23)
oldugu gorulmektedir.
Bir iletken cevre ile zincirlenen ¢ akisi zamanla degigirse bu gevrede e = —%‘f

emk’i endiikklenir. EMK nedeniyle elektronlar harekete geger ve bir endiksiyon

akimi dogar.

a¢ (2.24)

6= / / B.d3 (2.25)
-—— / / B.dS (2.26)

Bu egitlikte dikkat edilirse sol taraf e emk’ne egittir. Bu durumda Faraday

endiksiyon kanunu yazarsak;

= f E.dl (2.27)

egitligini elde ederiz. Burada ¢ magnetik akiyi, B manyetik indiksiyonu
gostermektedir. (2.27) egitliginin sag tarafina Stokes teoremini uyguladiktan

sonra (2.26) ile egitlersek;

//rotE ds=— //— s (2.28)

th = —— :
rotk = Bt (2.29)



seklindeki Maxwell - Faraday denklemini elde ederiz.

(2.29) denkleminde gorildigi gibi zamanla degigen magnetik alan tarafindan
bir elektrik alanmi olugturulmakta ve bu alamin etkisiyle yikler harekete

gecmektedir.

(2.13) ve (2.29) denklemlerinden zamanla degigen elektrik alaninin burulganh
magnetik alan olugturdugunu aym gekilde zamanla degigsen magnetik alanin ise
burulganh elektrik alan olusturdugunu séyleyebiliriz. Igte bu denklemlerde yer
alan ve Maxwell’in 1862’de ortaya koydugu ”"Deplasman akimi” kavrami Maxwell

denklemlerine daha sonra dalga denklemi 6zelligi kazandirmigtir.

(2.29) denkleminin her iki tarafinin diverjanslanm aldigimizda

divrot E = div (—jw B) = -gt- divB =0 (2.30)

divB =0 (2.31)

denklemini elde ederiz.

2.2 Elektromanyetik Dalga Denklemleri

Maxwell denklemlerinden dalga denklemlerini elde etmeden 6nce, herhangi
bir elektromanyetik alani gosteren E elektrik alan, H manyetik alan, D elektrik

alan endiiksiyon ve B manyetik alan endiiksiyon vektorleri arasindaki bagintilar

oncelikle verelim. Bunlar :

D=¢E (2.32)
B =uH (2.33)
J=oF (2.34)
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(2.34)’deki e dielektrik, (2.33)’deki x ise gecirgenlik katsayisi olarak adlandirilir.
Bilindigi gibi genel durumda 7 = (zi + yj + zk), &£ = &(7), p = u(F) ve o = o(7)
geklindedir. Aym sgekilde elektrik alan vektorina E(m,y,z, t) ve manyetik alan
vektorini H (z,y, 2,t) geklinde gosterebiliriz.

(2.32)-(2.34) esitliklerini kullandigimzda Maxwell denklemleri

-

rot H — e?ag =oE (2.35)
.
rot B + ”E =0 (236)

geklini alir. Maxwell denklemlerinden dalga denklemini elde etmek igin (2.35)
ve (2.36) esitliklerinin rotasyonellerini alalim. Ancak daha once bu iglemlerde

kullanacagimz baz 6zdeglikleri verelim:

V2=A=::2+$2+Ef:2 (2.37)

V xV x F=V(V.F)-V?*F (2.38)

V(ab) = aVb+ bVa (2.39)

V(aB) = BVa+aVB (2.40)

V x(aB)=Vax B+aV x B (2.41)
Vx(FxB)=FV.B-bV.F+ (B.V)F-(FV)B (2.42)

Bu 6zdegliklerde B de F gibi bir vektordir.Jimdi (2.35) ve (2.36)’nin rotasyonel-

lerini alalim:
rotrot H — rot (eaa—f) = rot (o £) (2.43)
rotrot B + rot (#%q) =0 (2.44)

(2.38) ozdegligini kullamirsak (2.43) esitligi ;

V(V.H)-V*H - %rot (eE) = rot (¢ E) (2.45)



1k

sekline gelir. Elde edilen bu ifadede agagidaki agilimlar yerine yazarsak; (2.49)'u

elde ederiz.
rot (cE) = Vo x E + oV x E
rot(eE) =Vex E+eV x E
V.H= —l(vu.ﬁ)
. O%H oH OE
VzH—ﬂE 922 —UﬂE=V(——(V#H))—V€X E—VO‘XE

Benzer bigimde, (2.44) esitliginde de aym iglemler yapilirsa:

-

2 O*E OF 0H
VE MHE—F= 9 0'#5 = V(——(V& H)) - Vﬂ X —67

elde edilir.

(2.46)
(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

Simdi bu iki 6nemli denklemi (2.49 - 2.50) 6zel durumlar igin inceleyelim:

1- = pr.po = sbt, € = &(F), o = o(F) olsun,

Manyetik gecirgenlik katsayis: s'z:),bit alindig icin grady = 0 olacak ve bu du-

rumda da Maxwell denklemleri agagidaki sekli alacaktir.

" 9| 8H dE -»
AH—WE;—[LO'W=—V€X E—VO’XE
PE aE’

AE — pe— proaell L vl (——(Vs E))

2- = sbt ama p, # 1, = sbt ama e, #1, 0 =0 ise:

(2.51)

(2.52)

Bu durumda g ve e sabit oldugundan grady = 0 ve grade = 0 degerlerini

alacagindan Maxwell denklemleri;

-~ 0°H
AH—,ueat2 =0

2—‘
AE—ueﬂg-:O

(2.53)

(2.54)
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gekline gelir. Helmholtz denklemleri diye adlandirilan bu denklemlerde w?eu
yerine k? yazarak, dizenleme yapalim:
AH+KH=0 (2.55)
AE+RE=0 (2.56)
Burada kullandigimiz k, bilindigi gibi dalga sayis1 olarak adlandirilir.

Bu defada y = o, € = &0 ve 0 = 0 olan durum i¢in yani bosluk igin

Maxwell denklemlerini yazalim.

Bu durumda da gradp = 0, grade = 0 ve grad o = 0 olacaktir. Sonug olrak

denklemler;
- *H
AH — ”OSOW =0 (257)
o P E
AFE — /Lo&oaz— =0 (258)

geklinde olur. (2.57) ve (2.58) denklemlerinden goriildiigii gibi akimlarn ve
yiklerin olmadig1 uzayda elektromanyetik alan mevcuttur ve dalgalar seklinde
yayilmaktadi, Matematiksel fizikten belli oldug gibi (2.57) ve (2.58) esitlikleri
dalga denklemleridir. Bu denklemlerin ¢dziimiinii E(z,y,2,t) = Epel¥.e—ivt
geklinde arayabiliriz. Burada dalganin fazinin

p = k7 —wt = kyz + kay + k3z — wt geklinde oldugu goriilmektedir. Burada
yayilma vektori bilegenleri &y, k; ve k3’ 1in reel olduklarim kabul edelim.

wt — bz + koy + k3z = sbt’i saglayan noktalar eg fazhdir. ¢ = ¢, igin wty = sbt

dersek;
kla: + kzy + k3z = sbt (2.59)

Bu bir diizlem denklemidir. Bu dizlemin normalini aradigimizda; k vektériiniin
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eg faz diizlemine normal oldugunu buluruz.

—

- B )
rot £ = _aa_t = —jwuH (2.60)

VAE=—juwul (2.61)

7 — =——| 258 8 2 2.62
" Jwp Jwp| %z % 3 (262)
E. E, E,
Uy Uy U
= 1 kxE
= = 2.
B=0il b ke ks wh (2.63)
E. E, E,
Sonuclar : 1- E ve H eg fazhdir.
2-H1ELE

?N

E, H; Uz, ty, U, vektorleri gibi bir sag el iiclist olugtururlar.

(2.53)-(2.54) ile (2.57)-(2.58) esitlikleri arasindaki tek fark dalgalarn yayilma

hzdir. Ik Boslukta elektromanyetik dalgalar ¢ =

\/ﬂ% 151k hiz1 ile yayilirken,
diger iki denklemde ifade edilen dalgalar daha digik bir hizla yayihrlar(v =

\/‘%e_v) Her iki durumda da p ve ¢ sabit oldugundan ortamlar homojen dir. Yani

€ ve p’nin her noktada aldig: deger aymdir.

3- ¢ = sbt, p = sbt, o = sbt oldugunda ise Maxwell denklemleri

0’H  9H
AH — HESry — po—or = 0 (2.64)
2
AE — ,u&:aag ya% =0 (2.65)

sekline gelir .



3.DUZLEMSEL MONOKROMATIK DALGALARIN
KIRILMASI ve YANSIMASI

Bir elektromanyetik dalga bir ortamdan diger ortama gegerken; dalganin
bir miktar1 gelme agisindan farklhh bir agiyla kirilarak yayilirken, bir mik-
tarida simirda yansiyarak geri doner. Kirlma agisinin degeri gelme agisina ve
kirtlma indeksine baghdir. Ginki kirilma ve yansima olaylar: iki ortamin mag-
netik gecirgenliklerinin, dielektrik katsayilarimin veya iletkenliklerinin birinin
veya birkaginin birbirinden farkh olmasindan kaynaklanmaktadir. Sekil 3.1'de
manyetik gecirgenlikleri, dielektrik katsayilar1 birbirinden farkl olan iki ortamu
ayiran bir simr yizeyi gorilmektedir. Bu simir ylizeyi tizerinde yan kenarlar:
simr yizeyine dik olan dikdortgen bigimli bir ¢evre goriilmektedir.Eger cevrenin
2] uzunlugundaki genisligi ¢ok kiiciikse, bu gevreye Maxwell-Faraday kanunu

uygulandiginda;

fﬁ.cﬁ://—jwyﬁ.d_é

Burada H gekil diizlemine normal olsun. (45 = dx.dyu})

0 l d 0
/E’zz(x,O)dx+/ Eh,(a:,O)dx+/ Ely(c,y)dy+/ Ei.(z,d)dz +
-1 0 0 !
-

0
Ezz(.’li, d)dx + / Egy(—c, d)dy =
d
o pa ! pd
//—jwp2H22da:dy+// —jwuy Hy dzdy (3.1)
0 0o Jo

-l
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I’yi sifira gotiirirsek; S ylizeyi 0’a yaklagir. Bu durumda;
d
[ 1Bu(0.9) - Ba—0,9)1ay =0 (32)
0
elde edilir ve buradan da agagidaki sinir gart1 yazilir.

Ey = Ex (3.3)

Ah
Ld) 1T )

S arot |
; EZt t‘ “'Elt 82'/42'6'2

- ( X

Sekil 3.1 iki farkh ortami ayiran sir tzerinde alinan V.S ylizeyi

E,; ve Ey;, siur ylizeyinin iki tarafindaki alan giddetinin tegetsel bilesenleridir.
O halde elektrik alan giddetinin tegetsel bilesenleri, simir yiizeyinin iki tarafinda
aym degeri almak zorundadir. (3.3) esitligi elektromanyetik alanda iki fafkh
ortami ayiran sinr yuzeyindeki sinir gartini gosterir. Yine iki ortam igindeki
deplasmanlarin normal bilesenleri D, ve D2n ile gosterilirse; tabanlardan gegen

akilarin toplamu sifir olacagindan

Dy, = Do, (3.4)
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yazilabilinir.Benzer sekilde (2.10) denkleminden manyetik alan i¢in simir

sartlarini agagida gorildiga gibi elde ederiz.

Hlt = H2t Bln = B2n (35)

Yukarda buldugumuz sinir gartlar: bizi kirilma ve yansima kanunlarina getirir.

Sekil 3.2 iki farkh ortam: ayiran sinir yizeyinde elektromanyetik dalgalarin

kirilmasi ve yansimasi

ekil 3.2’de gelen dalganin yayilma vektori IE;‘, kirilan dalganin yayilma vektori

k; ve yansiyan dalganin yayilma vektord k. ile gosterilsin. Bu vektarler:

-5

k; = siniug — cos ity (3.6)
ke = sin 0, — cos 01, (3.7)
k, = sinril, + cos L, (3.8)

seklinde olur. Buna gore gelen dalga E;, yansiyan dalga E.,, kirilan dalga E; ve
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gelen dalga z eksenine paralel ise;

E:i — _d;Eioe—j(zsini—ycosi)e—juut (39)
Er = _u-;Eroe—j(zsinr—'ycosr)e—jwzt (310)
E‘t — _u-*zEtoe—j(a:sinH—y cos ) ,—just (3.11)

gekindedir. y = 0 icin smmr sartlarim yazarsak:

— Egeikssinig=imt _ p o —ikizsinr—just _ _ B o—ikaesindo—just (3 19)
Yukardaki egitligin biitin x ve t degerleri icin saglanabilmesi ancak i¢ dalganin
da frekanslarinin egit olmasi ile mimkindir. Yani w; = we = w3 olmasi gerek-
mektedir.

kisint = kysinr = kysin 8 (3.13)
i=7r; kisini=k;sind (3.14)
(3.12) egitligi elektromanyetik dalgalarin kirilmasi ve yansimas: halinde dalganin

frekansmin degigmedigini gosterir. (3.13) ve (3.14) ise yansiyan ve kirilan dal-

galarmn yénlerini gostermekte olup, Shnell Kanunu olarak bilinmektedir.

—Eio— Eo=—En (3.15)

Eger ortamlarin magnetik gecirgenlikleride birbirine esit yani g1 = g, ise (3.13)

egitliginden

ko _ sinz Wy/Po€s sin? sin¢ _ [ea
k, sind = w,/f1€1 sinf = sind Ve (3:16)
yazilabilinir. §imdi gelen dalganin smir diizlemi ile yaptig: actya bagh olarak

kirilan ve yansiyan dalgalarin genliklerinin degigimini incelelersek iki farkl du-

rumla kargilagirnz. Bunlardan birincisi elektrik alan vektdriiniin simir yiizeyine
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paralel veya gelme diizlemine dik olmasidir. Digeri ise; manyetik alan vektorintn
smir ylizeyine elektrik alan vektoriniinse gelme diizlemine paralel olmasidir. Bu
iki farkli durum sirasiyla Sekil 3.3 ve Sekil 3.4’de gosterilmigtir. Literatirler in-
celendiginde (Jordan(1964), Bladel(1964), vb.) elektrik alan vektdriiniin gelme
dizlemine dik veya paralel olmasina bagh olarak, polarizasyon ”dik” ya da ”par-
alel” olarak adlandinldigy goriilecektir. Bu durum dalga klavuzlarinda TE ve

TM modlan olarak bilinir.

3.1. Diigey ve Paralel Polarizasyonlu Elektromanyetik Dalgalarin

Kirilmas: ve Yansimasi

Durum 1:Burada ele alacagimiz ortamlardan birincisinin sabitleri &;, 4y ik-
incisinin ise €2, 5 olsun (ekil 3.3). Ayrica n,, 92 sirasiyla \/E ve \/g oranlarina
karg: gelsin. Elektrik alan vektori E ise; gelme dizlemine dik, yansima yiizeyine
paralel olsun. Sinir boyunca E ‘niin tegetsel bilegeninin siirekli olmas1 gerektigini

belirten sinir sartlarim

E; + E, = E, (3.17)
E, E,
E=ltg (3.18)

gseklinde yazabiliriz. Ayrica sinir ylizeyinde enerjinin korunumu prensibine daya-

narak, metrekare bagma gonderilen ve ETz geklinde gosterilen glicii yazabiliriz.

1 1
—FE?cosi = —E?cosi + —1-];7}t2 cosd (3.19)
M M N2

E} . mEfcosd _ ) Ve2E2 cos

1

E? neE? cosi VELE? cosi (3-20)
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yazabiliriz. (3.16) egitligini (3.19)’da yerine koyarsak;

Ez &g
Zr=1-,/201
E’iz 61( +

E, , cos®
E—) — (3.21)

ifadesini elde ederiz. Esitligin her iki tarafinin karekokini ahrsak :

E. _ \[Eicosi— /gzcosf (3.22)
Ei_\/{-':_fcosz'-}-\/EEcosB )

elde ederiz. Buradan

ez cos0 = \/62(1 —sin? ) = Ves — ¢rsin?s  den

yazabiliriz. Buldugumuz bu ifadeyi (3.21)’de yerine yazalim:

. T3
E, _ cosi v/ (€2/€1) — sin ’ (3.23)
E;  cosi+ +/(esfe1) —sin®i

Bu esitlik diisey olarak polarize olmug dalganin genliginin yansiyan dalganin
genligine oranim vermektedir.

Sekil 3.3 Diigey polarizasyonlu gelen dalganin kirilmas: ve yansimas:

Durum 2 : Paralel Polarizasyon:

E elektrik alan vektéri gelme
dizlemine paralel, H manyetik alan vektori ise kirilma ylizeyine paraleldir. Du-

rum 1’ deki gibi sinir gsartlarini yazarsak:



(B: —

(3.15) egitliginden

E’r 2 _ 9]
(E‘) =1 51(1

20

E-,-) CcOoSs 01 = Et COs 02

E;

E, ,cost,
cos 0

E, _ (e2/e1)cosby — /(ea/e1) — sin’ 6

E;  (e2/e1) cos by + v/(ea/e1) — sin® 6,

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

ifadesini elde ederiz. (3.23) ve (3.27)’den elde ettigimiz sonuglar Freshnel Ka-

nunlar1 olarak bilinir.

l.ortam

2.ortam

Qekil 3.4 Paralel polarizasyonlu gelen dalga igin kirilma ve yansima

3.2. Yansima ve Kirilma Katsayilar::

Elektriksel ve magnetik 6zellikleri birbirinden farkl olan iki ortam ele alalim.

Bu ortamlardan biriyle § acis1 yaparak gelen dalga simirda kinlarak < agsiyla

ikinci ortama gegsin. Kirilan dalganin genliginin gelen dalganin genligine oranina
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transmisyon katsayisi diyoruz.

E,
T=% (3.28)

Aym gekilde yansiyan dalganin genligini, gelen dalganin genligine oranina da

yansima katsayisi diyoruz ve
E,

geklinde ifade ediyoruz.

H

j Hp

Qekil 3.5 0; agisiyla gelen dalganin bir ortamdan digerine g(a—(;;rken kirilmas:

ekil 3.5’ de iki ortam1 ayiran z boyunca siireklilik denklemini yazarsak;

Hz’w + H'rz = th (3.29)
elde ederiz. Bilindigi gibi
wpH, = c([kE]), (3.30)
geklindedir.
i 7k
kB =k & & (3.31)
E. E, E,
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Buradan

([FE))s = ky.E. (3.32)
H, = cka (3.33)

Bu egitligi x simirindaki siireklilik igin tekrar yazarsak:

c

C
o i(Bie = Bes) = ki B (3.34)

Burada k; ve k; dalga vektorinin sirasiyla z ve y dogrultusundaki bilegenleridir.

(Biz — E,;)k;sin @ = Eykjsink (3.35)
(1 - R)E;;k;sinf = Tk;E;, sink (3.36)
(1 — R)k;sin8 = Tk;sink (3.37)
k;sin@ — Rk;sin0 = k;Tsink (3.38)
k:

n=J (3.39)

__kisind —Tk;sink _ sinf — (1+ R)nsink
k= k;sin @ - sin 0 (3.40)
R(sinf + nsink) =sinf —nsink (3.41)

_ sinf® —nsink (3.42)

" sinf+ nsink
Boylece

kisind — k;sink
kisin@ + k; sin g

-Rij(07 z) = 11] =0,1,2 (343)
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elde edilir. Transmisyon katsayis1 da

2k; sind

kisinf + k;sin s (3.44)

T;j=14+R; =

geklindedir.

Bu boliimii bitirmeden énce sinir kogullarindan da biraz bahsedelim: Ikinci
bolimde gosterdigimiz gibi elektromanyetik dalgalarin sagilmas: ikinci dereceden
kismi tirevli Helmholtz denklemiyle ifade edilmektedir. Kismi tirevli diferan-
siyel denklemler teorisinden belli oldugu gibi, ¢6ziimin bulunabilmesi igin simir
kogullarmin verilmesi gerekir. Literatuarlarda (Baylis(1982), Bladel(1964),vb.)

agagidaki durumlar yogun sekilde incelenmigtir.
1- Uzak alan Modeli: Ispatlanmigtir ki;
AE* + F’E°=F (3.45)

denkleminin agagidaki sartlar saglayan yegane ¢oziimii vardir. Iki boyutlu du-
rumda r = /22 + y?’ dir ve

E = 0(%) r — 00 (3.46)

oF® . s 1
pm —1kE —O(W)

r— 00 (3.47)
olur. fIg boyutlu durumda ise r = /z2 + y2 4 22 olmak tizere
s 1
E = 0(;) r — 00 (3.48)

oE*
or

—ikE = of2) r - 00 (3.49)

olur. (3.41) denklemini

E8
lim / / 28 ikElds =0 (3.50)
T—>00 ly!=7' a?"
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geklinde de yazilabilir. (3.47) ve (3.48) esitlikleri sagilan dalgalan ifade eden
¢oziimleri bulmak icin kullanilir. Bunlara Sommerfeld simir kogullan denilmek-
tedir. Sommerfeld simir kogulu, dalgamin uzak mesafelerde nasil davrandigim
gosterdiginden analitik ¢dziimlerde yeterli olmasina ragmen, sayisal goziimlerde
giclikler meydana gikmaktadir. Bu giiglikler sayisal ¢bziimlerde uzak alan
mesafelerini sonsuz alamamamizdan kaynaklanir. Ciinki bilgisayar ortam son-

suz bir bityiklikle cahgmamiza olanak vermez.

Yakin alan modeli : Sayisal ¢oziimlerde dalganin sonlu simirda davramgm
bilmek gerekmektedir. Yukarida belirtildigi gibi Sommerfeld sinir kogulu ise dal-
ganin uzak(sonsuz) mesafelerde davramgim gostermektedir. Buna gore sayisal
¢oziimlerde Sommerfeld simir kogulunu kullanamayiz. Bildigimiz gibi ii¢ boyutlu

durumda sagilan dalga icin Helmholtz denklemi
AE*+K*E*=0 (3.51)

geklindedir. Atkinson (1982) ve Wilcox (1975) tarafindan gosterilmisgtir ki (3.50)
denkleminin ¢5zimi kiiresel koordinat sisteminde (r, 8, ¢) degigkenleri cinsinden

agagidaki gibi yakinsak seri geklinde gosterilebilinir.

e 5~ Fi(6, ¢)
=— § : (3.52)
F;(0,v) fonksiyonlarim radiation pattern Fo cinsinden

Fi(0,9) = & ), ,H[l(l 1) + QJFo(6, ¢) (3.53)

gseklinde ifade edilebilinir. Burada @ Beltrami operatoridiir. (8,%) degiskenleri
cinsinden

1 1 &

@= sin @ 60(81119 )+ sin? @ 942

(3.54)
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yazilabilinir.Herhangi bir ¢6zim i¢in Sommerfeld sinir kogulu;

oFE’ 1

—ikE® + . =o(;) r — 00 (3.55)
geklindedir. (3.52)’ den gorildigi gibi
s OB° 1
—ikE° + p =0(r_2) r — oo (3.56)

yazilabilinir. Elde ettigimiz bu ifade ile belirlenen sagilan dalgalarin bu ozelligi
Sommerfeld simir kogulunun saglandiginm géstermektedir. Sayisal hesaplamalarda

r’nin degeri sonlu bir deger olarak alimr. f)meéin; r = r; igin sinir kogulu

_ikE® + E7'-|,=,, ~0 (3.57)

oldugu diginilebilinir. Ancak bu §a:rt ¢ok hatahidir. Cinkid gercekte (3.52)
serisinin ilk terimini bile saglamamaktadir. Buna gére sonlu alanda Sommer-
feld sinir gsartinin yerine gecebilecek kogulu bulmaya caligalim: Basit bir sekilde
gosterilirki;
BB = (2 —ik+ LB (3.58)
T e r )
seklinde tammlanan B, operatorii keyfi F'(8, ¢) fonksiyonu igin

B F(p

(S F(0,4)] =0 (3.59)
esitligini saglamaktadir. Boylece (3.52) geklinde ifade edilen keyfi E*® fonksiyonu
iin;
s 1

B E?|p=yy, = 0(;5) (3.60)

yazabiliriz. Daha kesin bir sinir gartim1 bulmak icin agagidaki sekilde operatorler

dizisi tanimlayalim :

H(— S Rl A (— ik 22 1)Bm_l (3.61)

i=1
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Direk hesaplamalar gosterir ki,

— e'ikrF(07 ¢) I=1

() =1,...,m (3.62)

seklindeki her bir fonksiyon igin,
B.p=10 (3.63)
saglanmaktadir. Boylece (3.52) esitligine sahip herhangi bir fonksiyon icin
. 1
1

yazabiliriz. Burada m sayis1 arttik¢a sinir kogulu daha da kesinlegir. (3.61)’ den
goriildigu gibi B,, operatori,
. 0 oy N
(—ik + 5;)"" + daha diigiik diizeyli terimler (3.65)
geklinde yazilabilinir. (3.63) simir koguluna genellegmis Sommerfeld sinir gart:

gibi bakabiliriz. Ancak burada bir ¢ok terim ihmal edildigi i¢in %5 — 10 hata ile

yaklagik sonucu elde etmekteyiz.



4. ELEKTROMANYETIK DALGALARIN DUZ
ve TERS SACILMA PROBLEMLERININ IKi FARKLI
YAKLASIM BAZINDA ANALITIK INCELENMESI

Inceliyecegimiz iki farkli yaklagimda da z; > 0,—d < z; < Ove z, < —d
geklinde farkh fiziksel ozelliklere sahip ¢ katmanh bir ortam ve bu ortamin
ara diliminde (—d < z; < 0) silindirik bir B cisminin bulundugu durum
ele alinacaktir. Birinci katman icinde yayilan bir dalganin ikinci katmana
kirilarak gegmesi ve kirilan dalganin ikinci katmanda bulunan B cisminden
sacilmast ile olugan E* dalgasinin hesaplanmasina diiz problem, E* dalgasinin

degerinin deneysel olarak 6l¢ildiigini kabul ederek cismin fiziksel ve geometrik

ozelliklerinin bulunmasina ters problem denir.

Birinci yaklagimda elektromanyetik dalgalarin diiz ve ters sagilma problem-
leri sirasiyla incelenecektir. Sekil 4.1’ de goriilen silindiri ¢evreleyen katmanlarin
homojen ve izotropik oldugunu,ancak iletken ve manyetik olmadigim kabul ede-
lim. Katmanlarin dielektrik katsayilar ise sirasiyla €, €4, £3 geklinde birbirinden
farkl ancak sabit olan katsayilardir. Ara katmanda bulunan sonsuz uzunluktaki
silindir geklindeki B cismi ise manyetik olmayip (¢ = o), dielektrik katsayisi
e(z1,x2) ve iletkenligi o(z1,2,) seklinde olup, z vez;'nin fonksiyonlandir. B
cismi z eksenine paralel olarak yerlegtirilmis ve diizlemsel, monokromatik dalga

ile uyanlmgtir.

Bu durumda elektrik alan giddeti vektori E z eksenine paraleldir. Bdylece
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gelen dalga icin

E' = By 7w = exp{ks(z;cosd + z,sinf)} (4.1)

ifadesini yazabiliriz.

g
&

0
ko %

-d

Sekil 4.1 Farkh fiziksel ozelliklere sahip ti¢ katmanh homojen ortam

Yukardaki esitlikte gelen dalganin genligini gésteren Ey degerini 1 kabul edeceiz.
k3 burada 2 < —d bolgesinin dalga sayisim1 gosterir. Sekil 4.1 *den de goriildiigii

gibi k z5’nin bir fonksiyonudur ve

(
kf, z2>0

2
k(z2) ={ k2, —d<z,<0 (4.2)

kg, Ty < —d
geklindedir.

Bu cahgmada E° ile gsterilen cisim yokken ki toplam alan katmanlar
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arasindaki kirilmalar ve yansimalar nedeniyle agagidaki gekilde ifade edilmek-

tedir.

E%(z) = K exp{iks(21 cos & + z3sin &)} + L exp{ika(z1 cos k — z3sin x)} (4.3)

¢x2
|

e —x1

Ly

A\

Sekﬂ 4.2 Ug kath homOJen ortamda da,lga,mn yayilmasi

Yukaridaki esitlikteki birinci terim, M ile gosterilen bir noktada yapilan
olgimlerde Sekil 4.2’den‘ de gorildigi gibi L1 simirindan kirillarak L2’ye dogru
yayilan ve M noktasindan gegen tim dalgalarin toplammm ifade eder.Aym
esitligin ikinci terimi ise; L2 simirindan yansiyarak geri donen tim dalgalarn
toplamini gostermektedir.Bu nedenle cisim yokken M noktasindaki toplam dalga
E®, bu iki terimin toplami seklindedir. Sekil 4.2’den gorildigu gibi Ly ve Ly’'nin
simrladig ara ortamda yayilan dalga, siuirlardan herhangi birine geldiginde bir

kismi yanstyarak geri donmektedir. Bu nedenle yansiyarak geri donen iki dalga
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arasinda bir faz fark: olugmaktadir.(Sekil 4.3) Bu agiklamalardan sonra oncelikle

yansiyan iki dalga arasindaki faz farkim, daha sonra ise bunlara bagh olarak K

ve L katsayilarin1 hesaphyalim.

X2
[___, x1

Sekil 4.3 Yansiyan dalgalar arasindaki faz fark:

2d

Ap; = k2(ta.n —Cos K + 2dsin &) (4.4)
Ags = ksl = ky—2. cos 6 45)
ws = k3|7 = "ta,n/c'cos (4.
Bu iki egitlikten faz farki Ap’yi yazarsak;
Ap = Ap; — Ap, (4.6)

Ayrica burada Shnell kanunu olarak bilinen

k3 cos@ = kycos (4.7)

ifadesini kullanmirsak,

Ay = k32dsin & (4.8)
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egitligini yazabiliriz. Bu durumda Sekil 4.2’den de goriildiigi gibi, Li’den Lp’ye
dogru yayilan dalgalarn toplamim ifade eden K katsayis: igin,

K = T21(1 + R01R2leik22dsinn + Rgleleikz4dsinn + ) (49)

esitligini elde ederiz.

ad 1
z:Oln——-l—oz

n=0
oldugundan
Tn Ta
= Toddsine TRCYPT 4.10
K 1 — Roy Ry, eike2dsine 1 + RyoRyqeike2dsing ( )
olur. Benzer gekilde Ly’ den L,’ e dogru olan dalgalarin toplamini ise,
= = (4.11)

1 + RIORZIeikg;stinn

gseklinde ifade edebiliriz. (4.10) ve (4.11) denklemlerinde T;; ve R;; katsayilar:

kirilma ve yansima katsayilari olup, (3.36) ve (3.37) e§itiikleriyle

kisinf — k;jsink

- Bym) = kisin0 + kjsme 7 12,3 (4.12)
2k;sin 0 L.
Lillr) = ot Gome 09 =123 (4.13)

geklinde verilmigti. Burada cisim yokken ortam iginde yayilan dalga den-
klemini verelim. Helmholtz denklemi lineer denklem oldugundan, bu den-
klemi saghyan fonksiyonlarin lineer kombinasyonu da Helmholtz denklemini
sagliyacagindan, cisim yokken ortamlarda yayilan toplam dalgalarda Helmholtz

denklemini saglarlar. Bu durumda (2.53)’ den yararlanarak,

AE® + k*(z3)E° =0 (4.14)
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dalga denklemini yazabiliriz.

Buraya kadar ortamda cismin olmadig duruma bakildi. Bu boliimiin baginda
belirttigimiz gekilde ara ortamda yerlegmig bir B cismi bulunuyorsa, E‘ ile
gosterilen gelen dalga L; smirina geldiginde bir kismu kirilarak & agisiyla iki;nci
ortama girip yayihrken, cismin yiizeyine geldiginde farkh fiziksel 6zellik yada
Szellikler nedeniyle sagihr. Ikinci bélimde inceledigimiz gibi, cisim varken ki
toplam alan (2.52) esitligi ile agagidaki gekilde ifade edilebilinir:

0’E 0E
Et-; - [Loa'(a:)—at— = (415)

AE — poe(z)w?E — ipgo(z)wE = 0 (4.16)

AE — poe(z)

Bu ¢ahgmada cisim yokken ki toplam dalgay: E° ile, sacilan dalgayr E° ile,
yansiyan dalgayr E! ile, toplam alami ise E ile gosterecegiz. Yukaridaki denklemin
¢ozimuni
E=E’+FE° (4.17)

seklinde arayahm. Bu ifadeyi (4.17) esitliginde yerine yazalim;

A(E® + E®) + poe(z)w?(E° + E*) — ipoo(z)w(E° + E*) = 0 (4.18)
elde ettigimiz bu egitlign her iki tarafina k%(z;)E® ekleyip, diizenlersek:

AE® + k*(23) E° = —AE® — poe(z)w?(E)

o(z)

wles(E° + E°) + k*(22) E° (4.19)

+2p0
# EqW

E°® + E* = E oldugundan

AFE? + kz(wg)E” = k2($2)E0 + kz(zg)E’ +

e(z)e . '
(—;zo—(-;:g—%uﬁ + zyo%zj)wzsg)(Eo + E°) (4.20)



33

AE® 4+ E*(z2)E® = k*(z2)E + kz(zz)(—iz—) + i%%})E (4.21)
1 .o(x)
AE® 4+ K (z,)E° = —kz(xg)[a(e(a:) - z—-w—) - 1]E (4.22)

elde ederiz. Simdi agagidaki gibi degigen bir fonksiyon tanimliyalm:

c

o(e) = [-(ele) 122 -1 (4.23)

Gorildiigii gibi bu fonksiyon cismin fiziksel 6zelliklerini biinyesinde bulundur-
maktadir. Sagilan alanin toplam alanla iligkisinin belirlendigi (4.22) esitligini bu
fonksiyon cinsinden yazahm;
AE® + E*(23) E® = —k*(z2)v(z).E(z) (4.24)
Burada da w(z) geklinde asagida gosterildigi gibi yeni bir fonksiyon tanimlayalim.
E:(z)

w(z) = v(z)[l + B(2) (4.25)

E’(z)w(z) = v(z)E(z) (4.26)
Béylece denklemimiz agagidaki gekli alir:
AE? 4+ k*(22) E° = —k*(22) E°(z).w(z) (4.27)

w(z)’ i bu gekilde tanimlamarmizin amaci (4.24) esitliginin sol tarafindaki ikinci
terimin katsayisim sabit yapabilmektir. (4.27) deklemini Born yaklagimnda

inceliyelim. Bu yaklagimda
|E°(z)| << |E°(z)] z€B (4.28)
kabul edilir ve buna gorede

v(z) ~ w(z) (4.29)
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elde edilir. Bu yaklagim cismin fiziksel 6zelliklerinin ortamin fiziksel

ozelliklerinden ¢ok farkh olmadigim gostermektedir.

Bilindigi gibi (4.27) denklemi ikinci mertebeden diferansiyel denklemdir.
Matematik-fizik denklemleri teorisinden belli oldugu gibi baktigimiz problexim'n
¢6zliminid bulabilmek igin sinir kogullarimin verilmesi gerekir. Bazi durum-
larda (basit ortam) Helmholtz denklemi Sommerfeld simir gart: kullanarak kesin

¢ozilebilir.

Vg - ik B =0

z =4/22 + z3 (4.30)

Buraya kadar verdigimiz matematiksel fizik denklemler hem diiz, hem de ters
problem igin gegerli olup, bu agamada bir ayrima gegmemiz gerekmektedir. Bu

nedenle alt bolimlerde once diiz daha sonra ise ters problem irdelenecektir.

4.1.Dielektrik Katsayis1 Sabit Olan Silindirden Elektromanyetik

Dalgalarin Sagilmas:

Bu alandaki aragtirmalarin genel dzelliklerini elde etmek igin iki boyutlu ho-
mojen silindirden sacilma problemine bakalim. Bu durumda {i¢ boyutlu sagilma
probleminin 6zelliklerini kaybetmeden diiz ve ters sagilma problemlerini inceliye-
biliriz. Daha 6nceden anlatildig: gibi elektromanyetik alan iki boyutlu diizlemde
skaler E, ve H, fonksiyonlar ile tam olarak belirlenir. Elektrik alan veya
manyetik alan vektorlerinden birisi z eksenine paralel, yani iki boyutlu diizleme
diktir. E, ve H.’in her ikiside aym parcasal diferansiyel denklemi saglarlar.
Iki ortam: ayiwran yuzeydeki gecig sartlar birinci durum ig¢in E, ve %’7: fonksiy-

onlarinin streklilik kogulu, digerinde ise H, ve %‘- fonksiyonlarinin sireklilik
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kogullaridir. Eger sinir mitkemmel iletkense u = 0 ve g—: = (0’dir. Boylece

empedans simr gart1 nu + 7~ = 0 olacaktir.

Burada diizlemsel dalga tarafindan uyarilmig, b yarigapli, homojen, izotropik

dairesel bir silindirden sacilma problemi ele alinacak ve silindirin diginda yazilan

0’E &’E
s o +KE=0 (4.31)

parcasal diferansiyel esitligi ¢ozilecektir. Silindirin igerisinde ise k; yerine k;
yazilacaktir. Gelen dalgayr E;, silindirden sagilan dalgay: F; ile, iceriye gegen
dalgay: ise E, ile gosterelim.( digtan ige aktarma orani ise,silindir ytizeyindeki

sinir kogullan

0E,

E+E=E, nE+E)=¢ 5 (4.32)

E, 27 ile degigen peryodik bir fonksiyon oldugunda Fourier serisine agilabilinir.

o0

. 1 [ .
= imé = — —imé
E m=z—°° am(r)e'™® burada an(r) - /0 Ee™™%d¢ (4.33)
an m.mertebeden Bessel fonksiyonudur(Ek-A). k7 bu fonksiyonun argiimantidir.

r ve ¢ ise diizlemdeki kutup koordinatlaridir. Ornegin, diizlemsel dalga E' =

e—ikyrcos(q&) ise’

E =Y Ju(ksr) emé=37) (4.34)

m=—o0

gseklinde Fourier serisi geklinde ifade edilir. E; sonsuzlukta giden dalga olmahdir.
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Ei= Y buHO(kyr)em#=5m (4.35)

m=—o0

Diger bir deyigle E,, r = 0’da sonlu degerde olmalidir. Bu durumda

Er= Y cutn(kar)e™@=im) (4.36)

m=—o

geklindeki uygun ifade elde edilmig olur. Sinir sartlarinda bunlar: yerine koyarsak,

I (k18) + by HD (k10) = e Jim(k2D) (4.37)
by {J, (F1b) + b HD' (k18)} = ChacmJ,, (K2b) (4.38)

Baylece

Chad., (kab) T (kyb) — ky iy (ad)J. (K1 B)

= , , 4.39
Fy o (Read) HS (kyb) — Cho?, (o) HD Ry D) (439)
Cm = —2/Tb{ky S (ksb) HD' (kyb) — ChipJ., (b)) H®) (k1 5)} (4.40)

f)rneéin siper iletken igin agagidaki empedans sinir gart1 ile konuyu ele alalim.
OE + Ey)/on+n(E'+E)=0 (4.41)

Burada E, yoktur ve E; i¢in bu durumu a.ylrtetmek igin b, yerine B,, diyelim.
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nHE (kyb) + by HED' (k1)

Simdi alan tam olarak belirlenmigtir. Bu hesaplamalar yiiksek frekansa kadar
kismen dogrudur. Yiksek frekanslarda seri yavag degigti§inden alcak frekans
davramg gorilecektir. kb ve kab gok kiigik degerde ise Bessel fonksiyonu ve

onun arglimantlan igin yaklagik degerler yazabiliriz.

Im(2) = (1) T (2) (4.43)
H®(2) = (-1)"HY)(2) (4.44)

Béylece ilk durum da sadece m = 0,1 terimleri b, igin yeterli olacaktur.

Ey = boH (kyr) — 2iby H® (yr) cos ¢, (4.45)

bo = gmib (K — CK), b= riklB(C— 1/(C+1). (4.46)

Silindir merkezinden biyik uzakliklarda F, icin

By ~ (70K — ()P + £ 18 cos i

m
2k1 r

)z gikirtimi (4.47)

geklindeki ifadeyi verebiliriz. Yukardaki denklemde birinci terim, silindir ekseni
boyunca yer alan ¢izgi kaynaktan yayilan alan gibi tanimlanabilecekken, ikinci

terim ise ¢ift ¢izgi kaynagindan yayilan alan seklinde ifade edilebilinir.
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4.2.Elektromanyetik Dalgalarin Ters Sagilma Probleminin Analitik

Incelemesi

4.1’de verilen diiz problem ¢oziimiine benzer gekilde ters problemin ¢ézimi
(4.24) denklemininden elde edilecektir. Bu cbziim ise, asaghdaki gekilde

aranacaktir.

E'(2) = B [ Glain) B*.0)ul)dy (4.48)
geklindedir.

Cismin iginde ve cismin gevresinde sagilan dalgay: belirlemek istedigimizde
Born yaklagimi yetersiz olur. Cinkd (4.25)’ den de gorildigi gibi w(z) sagilan
dalganin degerini igermektedir. (4.48)’de ki G(X;y) Green fonksiyonudur.
Bilindigi gibi agagidaki denklemin ¢oziimiine Green fonksiyonu denir.

AG + £*(z3)G = —é(z — v) (4.49)
G(z;y)’ nin dabha uygun bir ifadesini elde edebilmek igin 6nce Fourier
doénigimine ba,ka,hm.
Gla,z5;y) = LG(azl,zg;y)e'i"‘“ dzy (4.50)
Bu doniigimi (4.49)’ da gdozoniine alarak agagidaki denklem yazilabilinir:
d

=G — [o® — K(23)]G = —e ™ *¥1§(z3 — y3) (4.51)
dz3

(4.50)’ ye benzer olarak G(z;y) icin ters Fourier doniiglimiinii yazalim:
1 — .
G(z;y) = —/ G(a, z2; y)e" " da (4.52)
27 Jo,
(4.50) ve (4.52)’den Green fonksiyonunun yapisimin agagidaki ozellige sahip
oldugunu goriiriz.

G(z;y) = Go(z1 — Y1, T2, Y2) (4.53)
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Ayni1 sekilde E®’in de Fourier donigimi alinirsa;
Fifovas) = K [ Glo o0 sy B, o) (4.54)
6 € (—m,0) aralig ve z; > 0 icin egitlik
-l:—%exp(%zz)ﬁ(a, 22) = F(K, L, A,K) (4.55)

geklinde elde edilecektir. w(v)’nin bu ifadesinden ters Fourier doniigiimii alinarak

w(z) hesaplanir. w(z)’den de v(z) bulunabilinir.

Ikinci yaklagimda da birinci yaklagimda oldugu gibi katmanlar iletken ve
manyetik olmayip, dielektrik katsayilarda &;,e; ve €5 geklinde olan homojen bir
ortam ele alahm. Ara katmanda bulunan sonsuz uzunluktaki iletken ve manyetik
olmayan (g = po, o = 0) silindir geklindeki B cisminin dielektrik katsayis1 x’in bir
fonksiyonu olsun (e(z)). Ayrica katmanlar: dielektrik katsayilar: arasinda €3 > &,
ve €3 > &3 geklinde bir orant1 oldugunu kabul edelim. Cisim yine z eksenine
paralel olup, Qﬁzlemsel ve monokromatik dalga ile uyarilsin. Bu durumda toplam

alan gu gekilde yazilabilinir.

E(z) = E*(z) + E°(=) (4.56)
Cisim yokken ki alan
AE® + K*(z2)E* =0 (4.57)
denklemini saglar. B cisminden sacilan alan iginse birinci yaklagimda
buldugumuz gibi

AE’ + k*(23) E° = —k*(z2)v(z) E(z) (4.58)
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yazabiliriz. (4.56) ve (4.57) esitliklerini taraf tarafa toplarsak
AE® + AE? + kX(z5) E® + K*(z3) E® = —k*(z2)v(z) E(z) (4.59)
toplam alan igin
AE + k*(25)E = —k*(z2)v(z) E(z) (4.60)

esitligi elde edilir. Burada v(x) fonksiyonu birinci yaklagimdaki ile aym nitelikte

olup, o(z) = 0 oldugundan agagidaki sekilde yazilabilir.

B ,_) " =¢B
kz(mg)

v(z) = (4.61)

2 _1 z¢B

£3

v (x) simrlandirilmmg bir fonksiyondur. Gorildigi gibi 1 + v(z) > 0 seklindedir.

| r2
/ I—-v I
2 L2

Sekil 4.4 Ug katmanl ortamda k2(z,)'nin degigimi

k*(z,) fonksiyonu ise;

(

'w261/l,g z3>0 -

k2($2) = { w253,u0 = k% T G (—d, 0) (462)

w? Ealio Ty < —d
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geklindedir. Toplam alan E, w frekansinda gelen dalganin yayilma agis1 8’ya da
baghdir. Bu nedenle E(z,0,w) seklinde gosteririz. Bu fonksiyon fiziksel olarak
w > 0 igin tanimlanabilinir. E(z,0,w) fonksiyonunun analitikligini kompleks w
diizleminde diigiinelim. Bu durumda E(z,0,—w) fonksiyonu da w > 0 oldugu
yerlerde de (4.24) igin bir ¢oziimdiir. Ancak sonsuz alan modelinde w > 0 i¢in

gegerli olan

] .
Vil ﬂES —tkp(z2)E*] - 0 |z| > oo (4.63)

Sommerfeld simir gart1 w < 0 icin bu haliyle gegerli degildir. w < 0 igin simr gart:

\/‘I;I[%E’ +ikp(z2)E°] -0 |z| = (4.64)

geklinde olacaktir. E(z,#,w) giden dalga ¢oziimii, E(z, 8, —w) ya ise gelen dalga

¢6zimi dersek, bu iki dalga arasinda
E(z,0,w) = (S(0,9)E(z, 9, —w)dv (4.65)

geklinde bir iligki vardir. Buradaki S(6,) integralin ¢ekirdegidir ve bilinen bir

fonksiyondur.

Metodun amaci, ilk 6nce E(z,0,w) icin (4.65) fonksiyonel esitligini ¢ozmek
ve daha sonra (4.24) diferansiyel egitliginden v(z)’in acik bir ifadesini (4.59)
egitliginden

AFE
By~ (1+v(z))E(z,0,w)
B AE

kf; (xz)E(ma 0, w)

=1+ v(z)

AE(z,0,w)

v(z)=—[1 + k% () E(z, 0,w)

] I3 € (_da 0)
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v(z) = —[1 + AE(z,0,w)/wcauoE(z, 0, w)] (4.66)

geklinde elde etmektir. Ote yandan E*(z,0, —w) fonjsiyonu analitik oldugu igin

iwlza o) z'dlaa,Es 0
Es(x’ 0’ __w) — 67”: f € - .ﬁ:z; 2 0') do (4:.67)

geklinde yazabiliriz. Integral distiindeki (~) igareti Cauchy ve Jordan teorem-
lerinden bilinen singiiler integrali belirtmektedir. Simdi (4.65) ve (4.67)’nin

¢oziimiinde dnemli rol oynayan E°(z,0,w)’y1 inceleyelim.

Once gelen dalga Ei’yi yazalim:
T3

3 & A 4

Sﬁ;,&o Ly

o @ M,

G=0

€2 // ¥, Mo
G =0

Sekil 4.5 € (—m,0) olmas1 durumunda gelen dalga

E' = Eoe* ™" = exp(iky(z; cos 0 + z25in8)} 0 € (—r,0)  (4.68)
z2 > 0 i¢in
E°(z) = E' + Ry exp{ik;(z; cos § — z5in6)}, (4.69)
—d < 25 < 0 igin
E°(z) = K; exp{iks[—z1 cos(m — Q) — z,sin(r — Qy)]} +

Ly exp{iks[—z; cos(m — Q1) + zasin(r — Qy)]} (4.70)
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Denklemi diizenlersek:

E°(z) = K; exp{iks(z1 cos Qy + z2sin 1)} +

Ly exp{iks(zy cos Q — z2sin 1)} (4.71)
z9 < —d bolgesinde
E°(z) = Ty exp{iki(z1 cos k1 + 3 sin £1)} (4.72)
Simdi Shnell iligkisini yazahm:
kycosf = kzcosQy = kycoszy O, Re(k1) € (—,0) (4.73)

Burada ; ve &; kinlma agilandir ve kimlan dalgalarin yayilma yonini

gosterirler.

€3 > €1 Ve €3 > €3 kabuli nedeniyle §; agis1 daima reel olacakken «; ise

kompleks degerli olacaktir. Kirnlma ve yansima katsayilan Ry,Ti, Ky ve Ly su

gekilde hesaplanirlar: [ Ty
I ky A
i

L1
ﬁ N

X y

Sekil 4.6 Dalgalarin kirilmas: ve yansimasi

Kolaylik i¢in Iy = \/1pio, la = /E2/10, I3 = \/E3p0 degerlerini tapimlayalim. Simdi

yansima ve kirilma katsayilarimi hesaplayalim. Bu katsayilar igiinci bolimde
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verildigi gibi
- S
I=14B; (4.75)
geklindedir.
T
- 2l; sin 0 23 sin (y 4.77) .

T hsin0+ s’ 7 lsinQy + lpsin kg
0 agis1 altinda (0, 7) araliginda gelen dalganin bir kismi yokken Snce araortama
agsiyla kirilarak girer. Daha sonra bu ortamda yayilirken Ly simrina geldiginde
burada da bir kistm yansiyarak geri doner, bir kismi ise £ agisiyla kirilarak birinci
ortamda yayilir. L; simrindan yansiyan dalga tekrar L, simrina geldiginde yine
yansir. Bu olay siirekli devam eder. Bir M dl¢iim noktasinda ayn1 yonli dalgalara
ba,ktlgmnzda Ly’den Ly’e dogru ve L, den Ly’ye dogru giden dalgalarin toplamim
sirastyla Ky ve Ly ile ifade edelim. z; < —d katmaninda yayilan dalgalarin
toplamim1 Ty; z3 > 0 bolgesinde yayilan dalgalarm toplamim ise R, ile ifade

edelim. Buna gore:

K1 = .T02[1 + R12.R02ei2dlawsin91 + R%2R(2)26i4dlawsin91 + ] (478)

Q1= (l3sinQy + I3 sin k1)
Q-1 = (l3siny — Iz sin k1)
Q2 = (I sin 0 + l3sin )

Q-2 = (lysinf — l3sin Q)
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Tog
B : i 4.79
Kl(07 LU) 1 — R12,R02.e2‘6d13wsm91 ( )
21y sin fQ, eidlswsin Q1
Halbw)= 4.80
1(6,w) 50, 00 (4.50)
Benzer sekilde
Toz.ng
Li(f,w) = 1 = Ry Roge—iwidls sm 0y (4.81)
211 Sin HQ—I e—iw2d138in91
falbe) = 4.82
1(0,w) Q1.Q2 + Q_1.Q_3 (4.82)
41, sin 013 sin ), e2iwlsdsinm
)= 4.83
1(0,w) Q1.Q: +Q_1.Q_2 (4.83)
twlad sin twlad sin
R1(0, w) =] Q—2Q16 i Q2Q-—1C (484)

QI-Q2 + Q—l-Q_z
E°(z) aym sgekilde Ky,L,,R, ve T, cinsinden (0,—7) aralifx icinde
olugturulabilinir. Ayrica E°(z)’in fazin1 gdsteren e?«/dsinw: .

Siwlsdsinwg lysind — l3sin €y lzsinw; — Iy sin &,
e - _

(4.85)

lysinf + I3sin Qy "lzsinw; + Iy sin £
seklinde de yazabiliriz.

Qimdi birinci yaklagimda yazdigimiz gibi problemi Green foksiyonunun
¢o6zimi haline getirelim:

Cisim yokken alanin:
AE® + k¥ (z3)E° =0 (4.86)

yukardaki denklemi, sacilan alam ise

AE® + K*(22) E° = —k*(22)v(2) E(x) (4.87)
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denklemini sagladig: bilinmektedir. (4.86) denkleminin ¢ézimini agagidaki

gekilde arayabiliriz.
E(=) = ¥(s2) [ Gola,)ow) Ew)dy (4.89)
Burada Go(z,y) UGg boyutlu uzayda tammlanmig Green fonksiyonudur ve
agagidaki denklemin ¢Gzimidir.
AGy + K (23)Go = §(z — y) (4.89)

GE(z,y), T2 > 0 ve 2o < —d bdlgesi icin

GE(@9) = o /L E%(y,n)Ex(z,n + 7)dn, y2 € (~d, 0) (4.90)
+

seklindedir. Ayrica problemin niimerik ¢ziiminde de kullanacagimiz (4.49)
egitligindeki S(0, ) nin agik ifadesini verelim.

e1'1r/4

v2r

S12(0,%) = Ry(6,w)8(6,% + 1) + S—An (¢ + 7, 8) (4.91)

ez"n'/4

V2
e’i‘ll'/‘l

Var

i /4

S12(8,%) = Ty(6,w)6(xp — &1(0) — 7) +

A11(¢ -7, 0) (492)

521(0,%) = Ta(8,w)é(xp — k2(8) + 7) +

A22(’¢Y + T, 9) (4:.93)

(4

V2r

Buradaki A1, A12, A1 ve Ajp degerleri radiation patternleri gosterir.

S522(0,%) = Ba(0,w)6(sp + 0 — ) + —=A12(4p — m,9) (4.94)

(4.55), (4.87) esitliklerini kullanarak
E(z,0,0) = Eo(=, 6,w) + ¥(z2) / Golz,y,w)o(¥)E(y, 6,0)dy  (4.95)
B

denklemini elde ederiz.



5. HOMOJEN OLMAYAN ORTAMLARDA ELEK-
TROMANYETIK TERS SACILMA PROBLEMININ
SAYISAL COZUMU

5.1. Problemin Formiilasyonu

Dalga denklemleri i¢in ters problemler; sagilan dalgalarin 6zelliklerinin deney-
sel ol¢im sonuglarim kullanarak homojen olmayan sagilma ortaminin fiziksel ve
geometrik ozelliklerinin bulunmasidir. Mithendislik ve tibbin birgok alanlarinda,
ornegin miihendislikte; malzemelerin tahribatsiz muayeneleri, jeofizikte sacilan
sismik dalgalar inceleyerek diinyanin i¢ yapisimin belirlenmesi dalga denklemi
icin ters problemlerin uygulama alanlaridir. Homojen olmayan ortamlarda ters
sagilma probleminin gu anda izerinde gok sayida bilim adaminin caligtig1 prob-

lemlerden biri olmas1 problemin giincelligi ile baglantihidir.

M.Idemen(1985)’in cahgmasinda fiziksel dzellikleri farkl katmanlar arasinda
bulunan silindirik cisimden ters sagilma problemi incelenmig ve yeni
yaklasimda bulunulmustur. Bu yaklagimda silindirik cismin sonsuz uzun ve
yoninin belli oldugu kabul edilerek problem iki boyutlu skaler probleme
donigtirilmistir(Sekil 4.5). z,0z, koordinat sisteminde z; > 0, —d < z, < 0
ve 23 < —d farkl fiziksel 6zelliklere sahip ortamlar oldugu ve dielektrik katsayis:
z = (21, 22)’ye bagh olan silindirik cismin ortadaki katmanda yerlestigi ve gelen

dalganin lineer polarize edilmig, diizlem dalga oldugu kabul edilmektedir. Bu
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durumda toplam elektrik alam E(z)
AE + w?P(z)[1 + v(z)]E =0 (5.1)

denklemini ve Sommerfeld sinir kogulunu saglamaktadir.

ly = \/eoplo, 22> 0
1(1:2) = 4 I3 = \E2lto, T2 € (—d, 0) (52)

{ 12 = /€10, T2 < —d

v(z)=M—l= ’ =E B (5.3)
Baa) ig)-—l z€B

B silindirin enine kesitini, €;,e3,€2 ve e(z) degerleri ise 3 > 0,{z/z; €
(—d,0)} \ B,z; < —d ve B bdlgelerinin dielektrik katsayilarm géstermektedir.
Burada ele aldigimiz B cismi ve ii¢ farkh katman magnetik olmayan ortamlardir
(# = po). Problemdeki hedefimiz v(x) fonksiyonunu bularak, bu fonksiyondan
cismin bilinmeyen fiziksel ozelliklerinin ve yerinin bulunmasidir. Bulunan v(x)
fonksiyonunun sifirdan farkh olan yeri silindirik cismin enine kesit B bolgesini,
onun sayisal f:onksiyonu ise £(z) degerini belirler. Bu nedenle ilk olarak (4.65)
fonksiyonel denklemini E(z,#,w) fonksiyonuna gére —d < z, < 0 bolgesinde
gozerek ve sonra (5.1) diferansiyel denklemini kullanarak v(x) fonksiyonu icin

agagidaki agik ifadenin bulunmas: gerekir.

v(z) = —[l + AE(z,0,w)/w?esuo E(z, 8, w)] (5.4)

Toplam alan fonksiyonu E(z), gelen dalganin 6 gelme agisina ve w > 0 frekansina
bagl oldugundan E(z,f,w) seklinde de yazilabilinir. Bu fonksiyon (5.1) den-

kle mini sagladigindan, fonksiyonel denklemlerin devam etmesi prensibine gore
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E(z,0,—w) , w > 0 fonksiyonu da (5.1) denklemini saglayacaktir.Burada konu
ettigimiz E(z,0,w) fonksiyonuna (5.1) denkleminin ”giden dalga ¢6zimid” ,
E(z,0,—w)'ya ise "gelen dalga coziimi ” denir. M.Idemen(1985)’den bu iki

dalga ¢bziimlerinin IV.bélimde de verildigi gibi

E(z,0,0)= [ S(0,4)B(z,,~w)dd, z € R? (5.5)
fonksiyonel denklemini sagladig1 ve

E*(z,0,w) = E(z,0,w) — E°(z,0,w) (5.6)

sagilan alan fonksiyonu igin

iwlzga poo E3(z2.0
Es(z,g, _w) = e1ri f ewlaaT‘Sa%:_&)’.)a_)do‘, za € (—d, 0) (57)

?Universal bagint1” oldugu gdsterilmigtir. Burada E°(z,0,w) fonksiyonu cisim
olmadigy durumdaki toplam alan fonksiyonu integral ise Cauchy principal value
anlamindadir (¢ Gyle bir degerki |z| < @ B bélgesini icine alir). S(8,) integral
gekirdegi sagici cismin ve ortamlarin ozelliklerini ve z; > 0, z; < —d ortam-

larinda E(z,0,w) i¢in uzak alan ifadesine bagh olarak bulunur.

5.2.Sayisal Goziim Igin Denklemlerin Uygun Hale Getirilmesi:

£=2"" (5.8)

doniigimi ile yukardaki denklemler sistemi sayisal ¢bziim igin daha avantajh
hale getirilebilinir. Bu d6niigim ile ¢ € (—oo, 00) kiimesi kompleks diizlemde

|| = 1 gemberine karg1 gelir (Sekil 5.1). Bu gember dizerinde o = ¢ oldugunu
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diigiiniirsek (Je**|) bu durumda A degigim alami (—w,7) araligs olacaktir. Aym

gekilde

w—1 ‘
= (5.9)
doniigimini yaparsak, bu durumda
= 2 =)
il Ty (510
_ 26dg
do = e (5.11)

olur ve gorildiigi gibi bu dénigimde w’ya n karg: gelirse, —w’ya n* kargi gele-
cektir. Bu donigim neticesinde ﬂ:l'j’—’)‘"l x e“he egitligini v(z, 8, 7) ile ifadesi ile

Eé(z,0,~w)

= X e~whe = 5(z,0,7*) olacaktir.

gosterelim. Bu durumda

Yeni degigkenlerle (4.67) denklemini olugturahim:

Hm‘f

Jekil 5.1 Kompleks diizlemde 7’ nin degigimi

1 7("3)0’6)
0,m) =— —_— 5.12
o= [ TE (512)
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elde edilir.Benzer gekilde (4.65) denklemini de agagidaki sekilde yazabiliriz.

1 _—n* . T N
7(0,n) = T_inezmlsa S(0,%)-y(,n")dy +

eiwlsa

10, (5.13)

Boylece sayisal ¢oziim igin daha uygun denklemler elde etmig olduk.

5.3. Sayisal Coziim Algoritmas::

Bir onceki doniigimler sonucu elde edilen denklemlerden (5.12) esitligi
v(z,0,n) fonksiyonunun || = 1 cemberi tzerindeki herhangi bir noktadaki
degerini, bu ¢ember uzerinde alinmayan tim noktalardaki degerleri ile ifade
edildigi gorilmektedir. (5.13) denklemi ise 7(z, #,7) fonksiyonunu bu gemberin
agag1 yarim bolgesi lizerindeki noktalardaki degerini, yukar: yarim bolgedeki
degerleri ile ifade etmektedir. (5.12) denklemini agagidaki gekilde yazalim :

1 7(0,¢) 1 7(9,¢) ‘
0 = T - s .
=5 /|;|=1,8(£)>o £=n L /I;I=1,9(€)50 -1 =3 (514)

Burada birinci terim yukar1 yarim cember fizerinde, ikinci ise agagi yarim
gember lizerinde alinmaktadir. (5.13) denkleminden «(z,6,n) ifadesini yukar-

daki egitlikte yer alan ikinci terim yerine yazabiliriz. Boylece ;

1 g, 1 1
P TSN S
T Jig=1,3@)>0 €1 71 Jigp=1,9(6)<0 (£ — 1)

e T iwlaa
= lene [ 5(0,0)06, )0+ T SO, (519

elde ederiz. Gorildigi gibi bu esitlik y(x,0,n) fonksiyonunun yukar: yarim

{

¢ember tzerindeki herhangi bir noktadaki degerini, yine bu yarnm gember

tizerindeki arta kalan noktalarla ifade edilmektedir.
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(5.15) integral denkleminin yaklagik ifadesi

D={0,n: —w<8<m|n|=1} (5.16)

domeninde

6;i=1,nm 0,=0;,_y+h,0,=h/2,h=2r/nm
Kz, = (5.17)
&, i=T,n N=X1+7, &=€ed A =m/2,35=1/n

kafesi lizerinde alinmaktadir(Sekil 5.2).

lm('p

3™/2

Sekil 5.2a) Cemberde 6;’nin degigimi
b) ¢;’nin birim ¢emberde degigimi

(5.15) de yer alan ["_S(6,v)y(¢,£*)dy integrali igin (4.91)-(4.95) ifadeleri kul-

lanilarak agagidaki gekilde yazabiliriz.

de(-m0)ie [ Su@nh e+ [ Su@one)d  618)

geklindedir.
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NS (077‘-) ise S21(0’ ¢)7("/)7£*)d¢ + /oﬂ‘ 522(0a¢)7(¢7§*)d¢ (519)

olur. Bu egitliklerde Sy1, S12, 921, S22 ifadelerini yerine yazarsak,

eiﬂ/4 0

V21 Jor
v(%, €)1 + Ta(0,w)y (k1 (6) + 7, €7) +

0 € (—,0) ise Ry(0,w)y(—0 — &%) + [An( +,6)

ei‘lr

/4 pm
o /0 [Ass (% — ,0)7(eb, €] (5.20)

eiw/4 0

V2r Jon
V(, € )ldY + Ra (0, w)y(m — 6,£7) +

0 € (0,7) ise To(0,w)y(—m + 2(0),&) + [A22(¥ + 7, 0)

ei‘)r

4 pm
- / [Asa(th — m, 0)1(8, %) (5.21)

olacaktir. Burada Ajy, A1g, A21, A2 sacilan dalganin 6l¢iim sonucunda elde

edilen uzak alan ifadeleridir.

Sayisal ¢6zlim igin (4.35) denklemininin modelimiz g6zoniine alinarak verilmig

gartlar altinda elde edilen ifadesi kullanilmaktadir.
Yukarda elde ettigimiz bu sonuglari (5.15)’de yerine yazalim.

f € (—,0) olmasi durumunda

1 7(6,€) 1 1
0,n) = — —=2dE + — T
=5 A&l=1,8(£)>o E-n Xt /|e|=1,s(e)so (€ —mn)
{1 - f* eziw(e)laa{R (0 w) (_0 - 6*) + /4 0 [A (¢ tr 0)
1—¢ nhen S B S R
inf4 pw
(1, €)dtp + Ta (8, w)y(sa(6) + 1, ) + ;27 [ (Au(p—m0)
twliza

T ENW+ T FO0)}EE (522)
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6 € (0,7) durumunda ise

1 16,6) 1
9
7(6,m) = m/m-m(eboé p et m /lsl-w(e)«) (€—n)

11r4

oz _W[Azz('ﬁ + 7, 0)

(e O T (0,0~ + k20,6 +

7(¢a é*)]d'lvb + R2(91 w)’)’(ﬂ. - 97 6*) +

31/4 etwisa

V2 Jo [A12(¢' m,0)v(¢¥, € )]d¢}

f(0, w)}df (5.23)

D domeninde ve K kafesi tizerinde (z, 6k, ;) bilinmeyen kafes fonksiyonu igin

yaklagik ifade agagidaki sekilde ayrik tarzda yazilir. Burada k= I,nm ,l = 1,n/2

geklinde degisir.
l=2p, pez
n/2 2
Yoy = — Z £7iq£1 z(hg(q+1)—hg/2) _ ez’(hy(q—l)—hg/2)) +
=
7,2 Q
, 1— r y 4 r ezwaaa
Z | i E‘H'l e?*als Z SkiaTin=gt1-—— ﬁf kal/
q—n/2+1 1 i=1 q
(¢, — &)_(ei(hy(q+1)—hy/2) — ¢ilhala—1)=ha/2)5 94)
l=2p+1, pez
n/ 2,2
Teg = — Z E’Yk,qf (ei(hy(q+1)-hy/2) - ei(ha(q-l)—hy/Z)) +
=2 ST

’

1-¢&.-
Z [ %{q"l-l zzwasq Z Sk’th’Yz’n_Q'l'l
q

q—n/2+2 =1
twglaa
2 e Fral/ (&, — &).(ePala+=hal2) __ qilha(a=1)=ha/2)) (5.25)
nm 1 — §q . q

Boylece nmxn/2 sayida kafes diiglim noktalar: izerinde bilinmeyen (%, )’
lere gore lineer denklemler sistemi olugturuldu. Bu denklemler sistemini

AX =F
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Boylece nm xn/2 sayida kafes diigim noktalar {izerinde bilinmeyen v(k,[)’

lere gore lineer denklemler sistemi olugturuldu. Bu denklemler sistemini
AX =F

seklinde yazabiliriz. Burada A katsayilar matrisini, X bilinmeyen vektori, F ise

sag taraf vektoridir. Bu matris ve vektorler agsagidaki gekilde tanimlanir.

Xi = Y do 1l n/2 (5.26)
Burada ¢ = 1,nm.n/2 geklinde degigir. Benzer gekilde F;’de yazilirsa,
l=2p, pEZ
n,2 9
1 b4 et&lqlza . .
Fi= o ) [T fual/ (6 — @) (D700 — 0olemb=hal®) - (5.97)
a=n/2+1 9
- l=2p+1, pez
n,2 :
1 ’ ezwaza . .
F; = = z ﬁfk’q]/(é‘q - &).(ez(hy(q+1)—hy/2) - ei(hg(q-l)-hyﬂ)) (5.28)
q=n/2+2 9
I=2p, p€z
i=(k—-1)mn/2+1
Jl=(k=1).n/2+4¢
1 nf2,2 1
aij1 = Qi + — Z ——— (eilhalar)=ha/2) _ pilhalg—1)—ha/2)y (5.29)
e =1 é'q - €I

22=0¢-Dn/2+(n—q+1)
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7,2

1 1 - n— 2,
Gijz = @i + — E [—-—fq—+1 Zughg Z ki (5.30)

q=n/2+1 — & i=1

l=2p+1, pez

]3 = (k _ 1)n/2 +4q
n/2 2
Gijs = ijz _|_ Z f s (ei(hy(q+1)—h9/2) — eﬁ(hy(q—l)—hgﬂ)) (5.31)
7

jA=(i—1)n/2+ (n—g+1)

7,2 nm
1 , 1 —6 —g+1 24wl 2r
Gij4 = Qi3 + p E [—“—nfz—- eXwaiae, E k’z,q (5.32)
g=n/2+1 i=1

seklinde olugacaktir.

Katsayilar matrisi, bilinmeyen ve sag taraf vektori yukardaki gekilde
tanimlanan kompleks denklemler sisteminin sayisal ¢ozimi bu denklemler sis-
temine denk olan reel denklemler sistemine doniigtirilerek gergeklestirilebilinir.

Bunun igin -

A=A1 +1As
X =X;+1X2
F=F; +iF,

geklinde gosterilebilinir. Eger A, X, F’in reel ve imajiner kisimlarim

= (X1, X3, X3, ey X n/2)
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X2 = (X127X22’X§7 """ ] X72Lm.n/2)

Y= (XllalevX:}a """ 7X71zm.n/2’X12’X227X327 """ 7X3.m.n/2)

geklinde tanimlarsak,
(A1X1 —_ AzXz) -|- Z(AgXl -|- A1X2) = F1 + ZF2 (533)

lineer denklem sisteminin genel tanimini elde ederiz.Boylece

Ay : —A; n 12}
Y2 F;
= (5.34)
A2 : Al Yrnmmn /7 nm,n

geklinde yazabiliriz. Son olarak bulunan lineer reel denklemler sisteminin

¢ozimi igin pivotlamalh GAUSS ELEME YONTEMI uygulanmgtar.



6.SAYISAL DENEYLERIN  SONUGLARI  ve
ONERILER |

Bu yontem ve algoritmalarca gergek mihendislik problemlerinin ¢6ziimiiniin
yapilabilmesi igin (5.5) integralinin gekirdegi S(v, 0)’da yer alan sagilma genligi
A(%,60)Ynm yani olgim sonuglarinin verilmesi gerekmektedir. Bu nedenle bu
algoritma ve metodun testi igin (0,-h) merkezli, p yaricapli, dairesel kesitli son-
suz uzun silindirik ve Oz eksenine paralel olarak yerlegtirilmis bir B cismi goz
oniine alinmgtir (Sekil 6.1). Boylece dairenin gapi ve B {izerinde tanimlanmig
v(z) fonksiyonunun degeri bilinirse, A(%,8) fonksiyonunun degerini analitik
olarak hesaplayabiliriz. Silindir ve digindaki ortamda iletkenligin sifir oldugu
diginilmigtir. p yarigapl dairesel kesitli silindirik cismimiz monokromatik
diizlemsel ve sadece E: bilegeni sifirdan farkli olan bir alanla aydinlatilmig ol-

sun. Gelen dalganin

Ei = Ege'*® (6.1)
E: = EgetFreos¥ (6.2)
=E, Z I (kr)e~m=7/2) (6.3)

m=-—00

seklinde oldugunu kabul edelim. Silindirin digindaki sacilan alan

19, 9E:. 18E: ., .
;é?rar)+r—26_@b2+kEz—0’ (7‘>p,k -we,u) (64)
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denklemini ve r — oo igin ise radyasyon kogulunu saglar.

V. Bolimden bilindigi gibi, b,,’ler gecis kosullar1 yardimuiyla bulunacak

sabitlerdir,
E; = Z b HD (kr)e~im¥=/2) p (6.5)
geklindedir.
. [ 2 ikr g—i(Y—m/2)~i(mrtr/2)/2 _
Ez B m=2—:oo bm 7|'k7' ©e -
i by, __2__ez'kr—i1r/4e1‘m¢(_1)eim1r/2 (66)
= V rkr

egitligi elde edilir.

(n‘o) z1

21D

E

N

Jekil 6.1 Saqiar cismin koordinat sisternindeki konumu

Goz oniine alinan silindirin merkezi (0, -h) noktasinda oldugu igin yukaridaki

ifade agagidaki gibi yazilmahdr.

s __ = 2 thf—im /4 _—imap m  imm /2
E= ) bm,/;k—;e e~ m¥(1)meimn/ (6.7)

m=-oc
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Burada sacilan alan;

0 eikr
=

geklinde olup, burada A(%,8) sacilma genligidir(radiation pattern).

E; = A('llja (68)

[23]’den bilindigi gibi,dairenin gap1 olan p’nun degeri wlp yaklagik 1 olacak

sekilde secilirse, A(%, ) fonksiyonu agagidaki gekilde tanimlanabilinir.

A0 = ) bm\/ge-”/“e“'"w(—l)me""”’z (6.9)

m=—00

Bu ifadeden b,, sabitlerinin bulunmasinin problemi ¢6zdigh anlagilmaktadir.

Bu denklemdeki by, ;

& T (k1p) I (Kp) — %Jm(klp)‘]'rln(kp)

bm = 1 0
kgt (kip)HY (kp) — EJ(krp) HE (Kp)

(6.10)

geklinde olup, k£ = wl, ve k; = /1 + vk’dir. Ancak b, ifadesinde yer alan
Bessel ve Hankel fonksiyonlar1 k ve k’in biiyiik degerleri icin kot yakinsarlar.

Ancak argiiman kp ve k;p yeteri derecede kiigiik ise ornegin wl,p = 1 ise

J 1)mJ all il
S O S oy (6.11)
HY(2) ~ {1 + 3"-(,/ +In2)}o(2) + iz’ (6.12)
0 s 2 2 )

HO(2) m (=1)™HY, (2) & (m — 1)! 2"‘(—i)zlm, m<1 (6.13)
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ifadelerini kullanabiliriz. Yukaridaki ifadedeki » ”Euler” veya ” Mascheron” sabiti
olarak bilinir ve degeri yaklagik olarak 0,5772156649...’dur. Bu durumda sacilma

genligi

2 . . , .
A, 0) ~ \/;e”/“khsmw"o)(e“/’b_l + b, + e~¥by) (6.14)

Ancak kp ve k; p'nin biiyiik degerler s6z konusu oldugunda, Hankel fonksiyon-
lar1 igin limit degerler almamiz gerekecektir. Cinki v € Z i¢in Ek-A’da verilen
Hankel fonksiyonlar1 § seklinde belirsiz olacaktir. Bu belirsizligi gidermek igin
(A.10) esitligine L’hospital kural uygulanarak limit hale gegilir. Bu durumda

hesaplamalar

J(z) =Y (1) ngz ?_:Z 5 (6.15)
O () = Ju(@) + 15 — (1) (o] (6.16)
HO(&) = In(@) + -5 = (1™ E),n] (6.17

ifadeleri kullanilarak yapilir.
6.1. Hesaplama Sonuglar::

Bu ornek ile ilgili olarak hesaplamip grafik halinde verilen ilk degerler; farkh
fiziksel ve geometrik veriler igin elde edilen sayisal sonuglardir. Bu hesaplamalar
yapilirken cismin homojen oldugu kabul edilmig ve bu durumda da v(z) fonksiy-

onu sabit olmugtur. Ikinci hesaplama sonuglari verileri ise, algoritmanm girig



62

verilerinin (kafes adimlari ve yerlegimi gibi) sonuglara etkisini aragtirmak igin
yapulmigtir. S6z konusu bu iki hesaplama sonuglari, verilerden bir kisminin sabit

tutularak digerlerinin degigtirilmesi caligmalariyla ortaya gikmigtir.

6.1.1. Fiziksel ve geometrik ozellikleri defistirerek ahnan sayisal

sonuglar :

Sekil 6.2’ de p = Im, I, = | = I = g3[sn/m], h = 7,5m,v(z) = 3 girig veri-
leriyle elde edilmig olan sayisal ¢6zim sonuglar verilmigtir. Burada sayisal ¢ozim
sonucu olan toplam alan u(z,8,w) fonksiyonundan 6 = Z,wl, = 1 degerleri i¢in
(5.4) ifadesinden elde edilmis v(z) fonksiyonunun R{(z1,z3) : —3,2 < z; <
3,2,-7,8 < z3 £ —7,2)} dikdértgeninde z; ve z, koordinatlarina gore degigim
egrisi verilmistir. Sekilden gorildigi gibi sayisal ¢6ziim sonuclar: cismin yerini
ve bilinmeyen fiziksel 6zelliginin %67 oraminda dogru olarak tesbit edilmesini

saglamigtar.

Sekil 6.2 v(z) fonksiyonu
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891~ 281

LI LA SRS R AU LML LSS LI L LI AL BRI IR
6.7 6.1 3.4 1.8 .2 -1.6 -3.1 ~-4,7 -6.4 -8.@

Jekil 6.3 Sacilan alanin koordinatlara gore degigimi

Sekil 6.4 Toplam alan

gekil 6.3’ de cismin aym fiziksel ve geometrik oOzellikleri ile girig data-
lar icin sagilan alanin koordinatlara gdre degigimi verilmistir. Sekil ince-
lenirse, cismin bulundugu yerde sagilan alanin genliginin daha biyik oldugu

gorillecektir. Cisimden uzaklagtikca bu genlik ”Sommerfeld ” koguluna uygun
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olarak kii¢lilmektedir. Ayrica bu gartlar altinda olugan toplam alanin degisimide

Sekil 6.4’ de verilmistir.

Bilindigi gibi v(z) fonksiyonu 6 gelme agisina ve w frekansina bagh degildir.
Bunu sayisal olarak gozlemek igin § = 32T ve wl, = degerleri icin de sayfsa.l
¢ozim sonuglari alinmigtir. Gorildugi gibi gelme acis1 ve frekansin degigimi

v(z) fonksiyonunun degisimini az etkilemektedir.

Sekil 6.5 6 = 3% ve wl, = 1 igin v(z) fonksiyonu

Simdiye kadar verilen 6rneklerde v(z) fonksiyonunun degeri cismin bulundugu
yerlerde 3, olmadig: yerlerde sifir olarak alindi. Simdi ise diger fiziksel ve ge-
ometriksel ozellikler Sekil 6.2 ile ayni olsun ve test iin cismin bulundugu yerlerde

v(z) sirasiyla 1 ve 4 olarak alinsin (Sekil 6.6 ve Sekil 6.7).
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\

Sekil 6.7 v(z) = 4 i¢in ahinan sonug

Gorildiigi gibi cismin fiziksel ozelliginin degeri, cismin bulundugu or-
tamin 6zelliginin degerine yaklagtifinda v(z) fonksiyonunun dogru olarak tesbit
edilmesini mimkiin kilmamaktadir.

6.1.2. Degisik girig verileri igin sayisal sonuglar :

Tarama alaninda yapilmis olan kafesin z, boyunca h;; ve z2 boyunca Az

adimlarinin degigiminin sayisal sonuglara etkisini gormek icin Sekil 6.9’de sayisal

¢Ozlim sonuglar1 verilmisgtir. Sekil 6.10 ile Sekil 6.9 kargilagtinldiginda adimlarin
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Sekil 6.10 Da,ha; kﬁg{ik adim igin v(x) fonksiyonu

(5.5) singiiler integral denkleminin birim ¢ember iizerinde n sayida egit aralikh
nokta alinarak yaklagik ifadesi bulunmugtur. Nokta sayisinin dolayisiyla cember
izerinde kurulan adim uzunlugunun sayisal sonuglara etkisini gézlemek igin n’in

degerini degigtirerek de sayisal ¢oziim ahmmustir (Sekil 6.11).

Sekil 6.11 Biiyik n degerleri icin v(z) fonksiyonu (n=65 )

6.2. Oneriler: Sekillerden gorildigi gibi n sayis1 biuyudikce ve kafes adim
sayis1 azaldikca sayisal integrale yaklagim daha iyi oldugundan v(z) fonksiyonu

4
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uzunlugu azaldikca sayisal integrale yaklagim daha iyi oldugundan v(z) fonksiy-

onu igin aldifimz sayisal sonuglar daha ideale yakin olmaktadir. Bu ne-

denle olugan hata n’e bagh olarak |I(o;) — Sa(te;) < 0(to;) formili ile hesa-

plamir.Ayrica n sayisina bagli olarak hesaplama siiresi degigmektedir. Sekil

6.12’den de gorildigi gibi n arttik¢a hesaplama igleminin siresi artmaktadir.
2seo

z2e2

sSe2

Sekil 6.12 Kafes adim sayisi-zaman karekteristigi

SSS

See

42D

bbb gl

[ NEVRERRETIT]

o
N
o
N
V)
N
A

Sekil 6.13 n sayisi-zaman karekteristigi

Bu caligmada 486DX50 mikroiglemcili, 340MByte hard-diske ve 8RAM’e
sahip bilgisayar kullamlmigtir. Bu algoritma ve metod ile ideale ¢ok yakin daha

net ve kesin sonuglar1 daha kisa stirede almak igin daha hizh ve daha yiiksek

kapasiteli bilgisayar kullanmak gerekmektedir.
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EK - A BESSEL FONKSIYONLARI

A.1 A.1 Genel Bessel Diferansiyel Denklemi

2y +zy' + (2 - )y =0 (A1)

Ikinci mertebeden lineer olan bu diferansiyel denkleme genel Bessel diferansiyel

denklemi denir. v reel ve sabittir(v ve x kompleks de olabilir). (A.1) denkleminin

i cmza+m @2)

m=0

seklinde bir ¢6zimi aranirsa lineer bagimsiz olan iki ¢6ziim bulunur. Bu halde

(/2
m!l(v+m+1)

L&)=Y (-)"

m=0

(A.3)

Ju(z) ye indisi v olan birinci tiir Bessel fonksiyonu denir. Yukardaki egitlikteki

seri z # 0,z # oo igin yakinsaktir. Bu esitlikte v yerine —v yazarsak

x /2 —v+2m
I-(2) = Z(—-l)mm!I(‘(fu)+ m—1)

m=0

(A.4)

ikinci tir Bessel fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonlarin yakinsakhg:

D’alembert oran kriteri ile gosterilir. Her reel (veya kompleks) x igin seri
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yakinsaktir.Sadece z # 0 olmalidir. Sonlu aralikta Bessel fonksiyonlar1 mutlak
ve yakinsaktir. Eger v pozitif tam ise v = n yazlir ve o zaman I' fonksiyonunu

faktoriel olarak yazabiliriz.

I'n+m+1)=(n+m) (A5)

Sifirtnca mertebeden Bessel fonksiyonu, n = 0 alarak elde edilir.

Jo(a) = Z(—nm(—”g{%; (46)

m=0

J, ve J_, fonksiyonlar: agagidaki gekilde tanimlanan Wronski determinant:
sifirdan farkh oldugu icin lineer bagimsizdirlar. W(J,,J_,) # 0 sart1 ancak v # 0
ve v # tam oldugunda gerceklegir. Boylece bu iki fonksiyon (A.1) denkleminin

¢oziimi olabilirler.

w(J,,J.,)=JJ_, - J,J_, (A7)

Eger v = 0 veya v = tam ise bu iki fonksiyon lineer bagl: olur.Bu durumda

Jn(2) = (=1)"Jn(z) (4.8)

elde edilir. Fakat bu bagint1 ¢ok dnemlidir. Negatif degerler igin regiiler olmayan
¢oziim bu suretle regiiler olur.igte bu J,(z), J_,(2)Jn(x), J_n(z) fonksiyonlarma
v ci mertebeden ve birinci tiirden Bessel fonksiyonlar: denir. Jy(z) birinci nevi

(0) mc1 mertebedendir.
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v'niin bir tam say1 olmasi: durumunda lineer bagimsiz olan ikinci nevi Bessel

fonksiyonlarinin ¢oziimi C.Neumann tarafindan bulunmustur.

aJ_,
ov

Y, = Limy_,n[%% — (—1)"==4] (4.9)

(A.9) denklemi (A.1) diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimidir. Demekki Bessel
diferansiyel denkleminin ikinci ¢ézimi J,(z),J-,’ntin ¥ — n i¢in herhangi bir
lineer kombinezonudur.Birgok fonksiyon bu hali saglar, fakat ortak olarak Weber
fonksiyonu vniinci mertebeden ikinci nevi Bessel fonksiyonu ismini ahr ve gu

sekilde gosterilir.

cosvmd,(z) — J_,(z)

sin vm

Y,(z)= @.10)

Y, (z) fonksiyonu Bessel diferansiyel denkleminin bir ¢ézimiidiir ve ¢oziim

y=AJ,(z) + BJ_,(z) (a11)

gseklindedir.Bu fonksiyon Neumann fonksiyonu olarakta bilinir.Lineer bagimsiz
olan ikinci bir fonksiyonun seri geklindeki ifadesinin bulunmasi igin Hankel
acihmini elde etmek gerekmektedir. Bunun iginde (A.9)formiiliindeki tirevlerin

hesaplanip,Euler sabitinin verilmesi garttir.Euler sabiti v = 0, 57772156.. dir.

Eger incelenirse J,(z) fonksiyonunun asimptotik olarak Cosx fonksiyonuna
Y, (z) fonksiyonunun da asimptotik olarak Sinx fonksiyonuna yaklagtig1 goriiliir.

Bu benzerligi daha iyi belirtmek igin
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J.(2) + ¥, (z) = H{Y (=) (a12)

Ju(z) = iY,(z) = HP(z) (4-13)

egitliklerini verelim. Bu denklemlerdeki HY ve H? fonksiyonlarina tiglinci
nevi Bessel fonksiyonlar: veya Hankel fonksiyonlar1 denilmektedir. Uygulamada
cok onemli olan bu iki 6zel ¢oziim birincitir ve ikinci tir Hankel fonksiyon-
landir. HS" fonksiyonu e® fonksiyonuna, HS? fonksiyonuda e~ fonksiyonuna

benzer.z — oo kosulu altinda kompleks eglenik ¢oztimleri

i .
HO(c) = 4/ =eie=-9) 4
v (2) r S (414)
Ty
H(g) = 4] —¢le=3v-3) 4 1
v () \/me T+ (A-15)

asimptotlarina sahiptirler.

Bu iki Hankel fonksiyonu yardimiyla Bessel diferansiyel denkleminin genel

¢oziumi gu gekilde yazihir.

y = AHW(z) + BH£2,,)($) (4-16)

Burada A ve B keyfi sabitlerdir. Hankel fonksiyonu hakkinda su ozelikleri de

verebiliriz.

Jy(z)cosvr — J_,(z)

sin vrw

HY(z) = J,(z) +1 a.17)
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_ iJ,,(x) - J_,(z)e™™

(1) .18
H,(2) sin vm (4.18)
Buradan da
HE)(z) = HM(2)e™" (A19)
H(z) = H®(z)e ™" (A.20)

bagintilan elde edilir.

Farkhh indisli Bessel fonksiyonlarinin arasindaki temel bagmtilar Sayisal

sonuglarin elde edilmesinde kullamldig igin agagida verilmistir.

(A.3) esitliginin x’e gore tirevi alinirsa agagidaki ifadeler elde edilir.

J(z) = J,oa(z) — uf-"i—”’) A.21)
Ji@) = —h(a) (4.22)
Benzer gekilde
J.(z)

J,(2) = Joa(2) = v

(A.23)

egitligide dogrudur. Bu iki formiilii kargilagtirarak ard arda indisli ¢ Bessel

fonksiyonu arasindaki baginti elde edilir.
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Ju(z)

z

2v J(z) = Jyo1 () + () (A.24)

J i¢in ¢ikarilan bu formiillerin benzerleri Neumann ve Hankel fonksiyonlan i¢inde

cikarilabilinir.

Yukardaki denklemleri kullanarak v = £(2n + 1)/2 indisli Bessel fonksiyon-
larin1 elemanter fonksiyonlarla ifade edebiliriz. Bunu gdstermek i¢in v = 1/2

alalim.

s z/2)1/2+2m
hple) =3 (=1)" nfxr/(i)z +;/z) (4.25)

m=0

A= ,/%sinz (4.26)
2
J_172(z) =4/ oS T (A.27)

oldugu bulunur.
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