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DONUSUMLERIN DERECESI

Yiicel TURKER

Anahtar Kelimeler: Donusiim, Doniigim Derecesi, FSQL-Donusiimil

Ozet:Bu calismada, topolojinin 6nemli konularindan biri olan donisimin derecesi
konusu ile ilgilenilmigtir.

Once, derece konusunun ortaya ¢ikigmin kisa tarihgesi verilmis, daha sonra derece
kavraminn problemlerin (lineer olmayan) ¢éziilmesindeki 6nemine deginilmigtir. Aym
sonlu boyutlu kompakt smirsiz manifoldlar arasinda olusan sirekli donigimin
derecesi, B sonsuz boyutlu Banach uzayinda olusan [+ K:B— B geklindeki
dénigimler icin Leray-Schauder teorisi, FQL ve FSQL-dénisgiimleri igin derece
teorilen belirtilmigtir ve sonunda FSQL-déniisiimleri igin derece kavramumn bir
dzelliginin ispatt yapilmugtir.



DEGREE OF MAPPINGS

Yiicel TURKER

KeyWords: Mapping, Degree of Mapping, FSQL-Mapping

Abstract:In this study, an important subject of Topology. the degree of mapping has
been discussed.

First of all, how the degree concept has arisen and then the importance of degree
concept in solving the non-linear problems have been analysed. The continuous
mapping degree between the same finite dimensional compact unlimited manifolds,
Leray-Schauder theory for /+K:B — B mappings in the B infinite dimensional
Banach Spaces and degree theories for FQL and FSQL-mappings have been
illustrated, and at the end of the study, the property of degree concept for FSQL-

mappings have been proven.



ONSOZ ve TESEKKUR

Bu ¢alismada, topolojik konu olarak lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimiiniin varhg
icin gok Onemli metotlardan biri olan derece teorisi ile ilgilenilmiy ve FSQL-

déniisiimleri igin derece kavraminin bir 6zelliginin ispat1 yapilmugtir.

Calismalanim sirasinda bana olan yardimlarindan dolayr hocam sayin Dog. Dr. Akif
ABBASOV’a , bu ¢alismay1 yazarken benden higbir yardimim esirgemeyen sevgili
arkadasim Jeofizik Miihendisi Ergin ULUTAS’a ve herzaman yammda olan, bana

destek veren aileme tesekkiiri bir borg bilirim.
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BOLUM 1
GIiRIS

Bu galigmada, sonlu boyutlu ve sonsuz boyutlu bazi siuflardan olan sirekli

donigimler igin belli olan derece konulan ele alind1 ve sonunda belirli simiftan olan

doénigimlerin derecesinin bir 6zelligi ispatland.

f:DcR" - R"” doniisiimii D simurh bolgesinde siirekli olsun. f donisiimiinin
y € R" noktasindaki derecesi, deg(f,D,y), f(x)=y denkleminin D bolgesindeki

v
¢oztimleri sayisidir.
Y

Derece teorisi topolojik konu olarak lineer olmayan (fonksiyonel) denklemlerin
¢6ziimiiniin varligim ispat etmek i¢in gok gtigli ‘metotlardan biridir. Derece teorisinin
sahip oldugu 6nemli o6zelliklerden biri olan hpmutOpik invaryantlik, ¢dzimlerinin
varhdt aranilan denklemin, ¢oziimlerinin varh@ onceden belli olan daha basit bir

denklem ile yerdegistirmesine izin verir.

Derece kavramu ilk olarak, sonlu boyutlu doniigiimler igin 1912 yilinda L.E.Brouwer
tarafindan cebirsel topolojinin temel sonuglan kullamlarak belirlenmigtir. Bunun igin
L.E.Brouwer énce yonlendirilmis iki n-boyutlu homojen poliyedrlar arasinda olugan
simpleksial déniigim igin derece tanimum vermis, sonra bu tir poliyedrlar arasinda
olusan stirekli doniigiime simpleksial doniisiimlerle yaklagmus, bu durumda simpleksial

doniisimlerin  derecesinin sabitlestigini gostermiy ve siirekli doniigimiin derecesi

olarak bu sabiti belirlemistir.

Daha sonra sonlu boyutlu donugimler igin derece kavrami, farkli yollarla da

belirlenmis ve birgok problemlerin ¢oziilmesinde 6nemli rol oynamustir.



Belirli simiftan olan sonsuz boyutlu doniigiimler igin derece kavramu ilk olarak Leray -
Schauder tarafindan Banach uzayim kendisine gegiren “birim+kompakt” seklindeki
doniigimler i¢in incelenmistir. Banach uzaymin simirh bir bélgesinde tamimlanmg bu
tir dontgiime once sonlu boyutlu doniigimlerle yaklasmiglar ve bu dénisimlerin
dereceler dizisinin sabitlestigini ispatlamuslardir. Daha sonra bu sabiti sonsuz boyutlu
dontsimiin derecesi olarak belirlemigler ve sonlu boyutlu déniigiimiin derecesinin
sahip oldugu 6nemli 6zelliklerin bu halde de saglandiklarim ispatlayarak bu konu ile

ilgili birgok problem ¢ozmiislerdir.

Ileriki yillarda keyfi sonsuz boyutlu déniisiim igin, derecenin sahip oldugu 6nemli

ozellikleri saglamak sartiyla derece kavramu belirlemenin mimkiin olmadig

anlasilmustir.

Ornegin; Leray-Schauder derecesinin konusu, ¢, C'-smifindan olan ve iki Banach

uzay arasinda olugan 6z fonksiyonlara genisletilmistir. Burada, ¢, C'-sinifindan olan

ve herbir noktada tiirevinin indeksi

indfx' = dimker fx' —dimcoker fx'
sifira egit olan f:E — F donigimleri sinufidir.

Sifir indeksli C' -simfindan olan Fredholm operatérler igin derece teorisinin daha farkh

genisletilmigleri de yapilmugtir.

Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin (C" -smifindan déniistimlerde) 6grenilmesi
icin yararh olan simflardan biri de A.I.Shnirelman tarafindan tammlanmis olan FQL-
doniisimleridir. Basit¢e soylemek gerekirse; FQL-doniisiimu, herbir simrh bélgede
FL-déniisiimlerle yaklagilmasi miimkiin olan, iki Banach uzayr arasinda tammli
donisiimdiir. FL-déniisiim ise yalniz sonlu sayida koordinatlara gore lineer olmayan
donugimlerdir. FL-dénisimler igin derece tammim kolayca belirlemek miimkiindir,

sonra limite gegilerek bu dereceler dizisinin sabitlestigi ispatianmistir. Bu sabit FQL-



dontigimiinin derecesi olarak belirlenir ve derecenin dnemli 6zelliklerinin saglandig
gosterilir. Daha sonra bu derece konusu belirli stmftan olan Banach manifoldlan
arasinda olusan FSQL-donugimlerine genisletilmis, Banach uzaylar1 arasinda olusan
FSQL- doniigimiiniin, FQL-doéniigimi ile aymh@ ve derecenin énemli 6zellikleri

ispatlanmugtir,

Bu g¢alijmamin sonunda FSQL-donisimiinin derecesinin asagidaki  o6zelligi

ispatlanmugtir.

“Iki FSQL-déniigiimiin bilegkesinin derecesi, bu déniigiimlerin dereceleri garpimina

esittir.”



BOLUM 2

HAMAR MANIFOLDLAR ve BUNLAR UZERINDEKiI DONUSUMLERIN
DERECESI

2.1. C"-Manifoldlar ve C"-Simifindan Déniisiimler

Bu boliimde R ile £ -boyutlu 6klit uzayt ve x e R* ile x = (x,x,,...,x,), x; €R,

i=1,2,.... k , gosterilecektir.

Tanm:2.1.1. U c R*, V < R’ agik kiimeler olsun. f:U —V doniisiimii verilsin.
Eger Vn i¢in 8" f /é}c,.l ,...,0%, tarevleri var ve sirekli ise f donusimine C” -

sinifindan doniigiim denir.

X cR*, YR’ keyfi altkiimeler olsunlar ve f: X — Y doniisima verilsin. Eger
VxeX elemam igin xeU olacak gekilde Uc R*  agp;  varsa ve
F:.U - R’ doéniigimi, F l v =J kosulunu saglayan C’-simfindan doniigiim ise f

doniigiimiine C” -simifindan dontigiim denir.

Not: f:X>Y ve g¥ —Z C -smfindan donisimler ise go f:X — Z bileske
donigimii de C"-simfindan dénigimdir. i X — X birim donigiiminin de C’-

sinifindan déniisim oldugu agiktir.

Tamm:2.1.2. f:X — Y donisimi verilsin. Eger f(X)=7, f bire-bir , f ve

£ surekli doniigiimler ise f doniigiimiine homeomorfizm ad1 verilir.



Tanm:2.1.3. f: X — Y donisimu verilsin. Eger f donasimi X ile Y arasinda
homeomorfizm, f ve f~' doénigimleri C” -smifindan donigimler ise f

donisimiine diffeomorfizm ad: verilir.

Diferensiyel Topoloji Anabilimi, X cR* Kkimesinin diffeomorfizm altinda

invaryant kalan 6zelliklerini bulmaya ¢aligir.

Bu bolimde keyfi X kiimesi yerine belirli bazi ozelliklere sahip olan kiimelerle

ilgilenilecektir.

Tamm:2.1.4. M Hausdorff uzay1 ve {U,.},M uzaymnin sayilabilir Ortiisi olsun.

Eger asagidaki kosullar saglanirsa M uzaymna C” -smifindan m-boyutlu manifold
denir:

1) VU, agik kiimesi i¢in @,:U; =V, , V;, cR", déniisiimii homeomorfizmdir.
2) Eger U, nU; #D ise

Py =P; °¢i-l:¢i(Ui mUj)_-)¢j(Ui nt)

homeomorf déniisiimii C” -simfindandur.

Tanm:2.1.5. Keyfi gU—>WnM homeomorfizmine WM bolgesinin
parametrelendirilmesi, g:W "M — U homeomorfizmine ise W M bolgesinde

koordinat sistemi denir.

Bazi durumlarda sifir boyutlu manifoldlarla ilgilenilecektir. Tamma goére, Vx € M
noktasimn W A M = {x} olacak sekilde bir W~ M komsulugu varsa o zaman M’

ye sifir boyutlu manifold denilir.



Ornekler:2.1.1. §® kiire yiizeyi ele alinsin. Tamma gore S* kire yiizeyi
x* +y? +2% =1 esitligini saglayan (x,y,z) € R* noktalanndan olusmugtur. S kiire
yiizeyi iki boyutlu C” -sinifindan manifoldtur. Gergekten de,

(x5, 9) = (x,y,{J(1—-x* = y?) x> +y* <1

doniigiimii S* kiire ylizeyinde z > 0 bolgesini parametrelendirir. (x,y,z) noktalannin
rolii ve bu degiskenlerin isaretleri degistirilirse x>0, y>0, x<0, y<0, z<0
bolgeleri parametrelendirilmis olur. Bu bélgelerin birlesimi $° kiire yl'izeyini> orterler.
O halde S? kiire yiizeyi gergekten de C” -simifindan manifold olur.

Genelde $™' c R" kiire yiizeyi Zx,-z =1 kosulunu saglayan (x,,x,,...,x,) €R"

i=1
noktalanindan olugmus (n-1)-boyutlu C’-simfindan manifoldtur. Ornek olarak
S° — R iki noktadan olugan manifoldtur.

x#0 ve y=sin(l/x) kosullanm saglayan (x,y) € R*> noktalar: kiimesi de 1-boyutlu
C’ -sinifindan manifold olur.

2.2. Teget Uzaylar ve Tiirevler

M, N C’-smifindan manifoldlar ,dimM=m , M cR*, dimN=n, Nc R’ ve
f:M—> N C-sifindan doniigiim olsun. f donigimiiniin turev1 tanimlanmadan
once herbir x € M noktasi igin m-boyutlu 7M_, — R* lineer altuzaym belirlenir ve
bu 7M, altuzayina x noktasinda M manifolduna teget uzay denir. O zaman df,
donigiimii, 7M, altuzayindan 7N, altuzaymna lineer doniigim olacaktir, burada
y=f(x) dir. TM, uzaymn elemanlanina x noktasinda M manifolduna ¢ekilen
teget vektorler denilir.



Tanm:2.2.1. U cR* ve V <R’ agk kimeler , f:U -V keyfi C"-siufindan

doniigiim olsun. x €U, h e R* olmak iizere
df,.R* - R

tiirev doniastimi

oy =t LEHD =T

t—0 t

seklinde tanimlanir.

df.(h) tirev donisiminiin 4’ ya gore lineer doniigiim oldugu agiktir. Gergekten de

df, donugtimi (/ x & )-boyutlu (ﬁ; /&, )x matrisi ile belirlenen lineer doniigimdiir.

Diferensiyelleme operatorii asagidaki 6zelliklere sahiptir:

1)  Zincir Kurall: Eger f:U -5V, gV > W C( -sinifindan déniigimler ve

y=f(x) ise
d(gef), =dg, °df,
olur.

Diger bir deyigle C" -simifindan doniigiimlerden olugsmus herbir
V
i\
g°f
Uu——> w

komutatif diyagramina



0.

ERI
V Y
d(gef).
mk > m

R
komutatif diyagram: karsiik gelir. Burada Uc R*, VcR' ve WcR”™ agk
kiimelerdir. )

2) Eger I'U—U birim dénigim ise dI_:R* > R* birim doniigimdiir.

Gergekten,

)= tim I(x+ tht) ~I(x)

I(x+th)~1I
Y ol t) @ _ar, (h)H 50, 150
+th—
= 1—7——"—-—41, (h)" 50,  t0
= |p-dr, w0 50
=dl_(h)=h

olur, yani 4/, birim doniigimdir.

Genellikle U c U’ acgik kiimeler ve i:U — U’ gomme donislimii ise o zaman

di_:R* — R* birim dénigiim olur.
3) Eger L:R* — R’ lineer doniigiim ise dL, = L dir. Gergekten,

L(x +th) - L(x)
t

dL,(h)= lim

s Lt ﬂ:) ~L(x) —-dL, (h)” -0 , t—0




| Z(x) + tL(B) - L(x)
=

t —dL, (h)“ 50, £—0

= |L(h) -dL, (B)| >0 , t—0
=dL,(h) = L(h)

olarak bulunur.
Bu 6zelliklerin basit bir sonucu olarak asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme:2.2.1. U cR*, V c R’ acik kimeler ve f:U —V diffeomorfizm olsun.

Ozaman k =/ ve df,.R* - R’ tirev doniisiimii izomorfizmdir.

Ispat: f7'o f donisimi U agik kiimesinden U agik kiimesine birim doniigiimdiir,
o zaman d(f'),edf, tirev donigimi de R* uzaymdan R* uzayma birim
doniigiim olacaktir. Benzer olarak df, od(f ")y tiirev doniisimi de R’ uzayindan

R’ uzayma birim déniisiim olur.

Iy=fof VoV
=1, =d (1)=d(f)ed(f )RR
I,=f"ofUU

=1, =d(I ) =d(f™)=d(f): R >R
olarak yazilabilir.

I = rankl , < min{rankdf ,rankdf "}
< min{min{l,k}, min{l,k}} = min{/, k} (2.2.1)

k = rankl _, < min{rankdf "' rankdf }
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< min{min{l, £}, min{l,4}} = min{l,k}. (222)
olur. (2.2.1) ve (2.2.2) ifadelerinden
max{/,k} < min{l k}
bulunur. Bu ancak / = & oldugu durumda dogrudur.

Teorem:2.2.1. (Ters doniigiim teoremi) U c R*, VcR' agk kimeler ve
f:U—-V C'- smfindan doéniigiim olsun. Eger df.:R* —» R' tirev donisimii
regiller doniigim ise yani df, donisiminin matrisinin ranki / ise o zaman f
donigimii x €U elememmn yeteri kadar kiigik U’ c U komsulugunu f(U") =V

acik kiimesine diffeomorf olarak resmeder.

Not: Burada f doénugiimii bire-bir olmayabilir.
Keyfi M c R* C’-manifoldu igin 7M, teget uzayr agagidaki sekilde tammlamr:

gU - M cR* doniigimiinin, x € M noktasmin g(U) komsulugunun (M ’de)
parametrizasyonu oldugu kabul edilsin. Burada U — R™ agik altkiime ve g(u)=x"

dir. g donigiimine U kimesinden R* uzayma giden doniigiim olarak bakilirsa
dg, R" - R*

tirev doniigiimii tammlanmg olur. M teget uzayr dg, (R”) seklinde belirlenir. Bu
teget uzayn kurulmas1 g parametrizasyonunun segilmesinden bagimsizdir. Gergekten
de,

U ->M, gU,->M
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dénigumlerinin x € M noktasmn g, (U,) ve g,(U,) komsuluklarina uygun
parametrizasyonlar olduklan kabul edilsin. Burada y =g, (»,)=g,(u,) seklindedir.

O zaman asagidaki komutatif

iRk
8 &
& B °g
U, > U,
diyagramindan
mk
dgl,u. dgz.u2
d(g;' ° 8y,
mm > mm

komutatif diyagrami bulunur. O halde

g =8(g" °gl):>dgl,u, =dg2,u2 od(g,”™ °8).
=dg,, (R")=dg,, °d(g," °g), (R")

= dgl,ul (“Rm) = dgz,u2 (mm)

olarak bulunur. Buradan, 7M, teget uzaymmn kurulmasimn g parametrizasyonunun

se¢ilmesinden bagimsiz oldugu gorilir.

Simdi 7M_ teget uzayimn m-boyutlu vektor uzay oldugu gosterilecektir.
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gh:gU)—>U, C -smfndan doniisim oldugundan, x elemammn agk W
komgulugu ve W n g(U) bolgesinde g~ doniisiim ile aym olacak gekilde bir

FW-o>R"

C" -simfindan déniigimii bulunabilir. U, = g7 (W ng(U)) cU olarak almsm. Bu

durumda

Wng(U)

AN

gomme

0

komutatif diyagramu bulunur. Buradan yukandaki diyagram ile ilgili olarak

birim \

komutatif diyagramu elde edilir. Bu son diyagramdan

1., =dF, odg,,

olarak yazilabilir. O halde dF, ve dg, lineer donigimleri birbirinin tersidirler. Ters
doniigimlerin ranklann aym oldugundan dF, ve dg, doniigiimlerinin ranki / ile
gosterilebilirr, m <k oldugundan genellikle /<m dir. Diger taraftan bileskenin
rankimn 6zellifine gore,
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m< min{rankd x,rankdgu} =>m< min{l,l} =l=>m<l

olur. O halde m =/ olarak bulunur, yani dg, doniigiimiiniin matrisinin rank1 m dir.

Boylece TM, =dg,(R™) teget uzaymmn boyutu m olur.

McR* v¢ Nc®R' C- manifoldlar, f:M — N C’-sinfindan doéniigim ve
f(x) =y olsun. Bu durumda,

df..IM, - IN,

tiirevi agagidaki sekilde tammlamir. f, C”-siifindan donisiim oldugundan x € M

elemanimin W < R"™ agik komsulugu ve

FIWnM =fIWnU

kosulunu saglayan F:W — R’ C’ -sintfindan déniigiimii vardir. Vv € 7M, elemam

i¢in
af,(v) =dF.(v)

oldugu kolayca goriilebilir. Bunu gérmek i¢in, dF,(v) © IN,, y = f(x), oldugunu
ispatlamak gereklidir. Once x € M ve y € N noktalarinin sirasiyla g(U) ve h(V)

komguluklarimn
gU-o>McR
ve

hV > Nc®



14

parametrizasyonlan ele alinsin. U kiimesi kiigiiltillerek (eger gerekli ise) g(U)c W
ve f donisiiminin g(U) komsulugunu A() komsulufuna gegirdigi kabul
edilebilir. Boylece

hlofogU—V

C’ -smifindan donisiimii tammlanmig olur. Asagidaki komutatif diyagram ele alinsin.

!

N

h

hlofog

S R
N
%

Buradan tilirevlerine gegerek lineer doniisimlerin asagidaki komutatif diyagram

bulunur.

CiF‘x
mk N ml
A N
dg, dh,
dh' o fog),
N
mm / mm

Burada w=g"'(x), v=h"(y) dir Bu diyagramdan dF, doniisiimiiniin
M, =Im(dg,) altuzaym TN, =Im(dh,) altuzayma doniigtirdigii bulunur.
Ayrica df, donigimii F donisiiminiin segilmesine bagh degildir. Cuinkii aym df,
lineer dontigiimii yukandaki diyagramm alt kism kullamilarak da bulunabilir, yani
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df, =dh,od(h” o f o g), > (dg,)"
olur, bu da ispati tamamlar.

Daha 6nce de belirtildigi gibi diferansiyelleme operatérii asagidaki iki 6zellige sahiptir.
1) Zincir kurai: f:M —> N, g N> P C’-smifindan doniigiimler ve f(x) =y

ise

d(gef), =dg, °df,

dir.

2) I M - M birim déniisiim ise

dl,.TM, > TM,

birim doniigiimdiir.

Genellikle eger i:M — N goémme doniigiimii ise
di,.:IM, — 1IN,

gémme doniisimii olur.

Bu 6zelliklerin ispat1 agiktir.

Bu iki 6zellikten yararlamlarak asagidaki 6nerme verilebilir:

Onerme:2.2.2. M, N (' -smfindan manifoldlar ve f:M — N diffeomorfizm
olsun. O zaman df,:TM, —» TN, doniigimi izomorfizm olur. Ozel halde

dimM =dim N dir.
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2.3. Regiiler Deger

Tamm:2.3.1. M ve N aym boyutlu manifoldlar ve f:M — N (' -smmfindan
doniigim olsun. Eger df,.TM, — TN, donigiimiiniin matrisinin ranki, M (veya N)
manifoldunun boyutuna egit ise x € M noktasma regiiler nokta denir. Burada
y=f(x) dir.

Bu durumda Ters Doniigiim teoremine gore, f domiigiimii x € M elemannin belirli
bir kiigiik komgulugunu N manifoldunda y= f(x) elemammnmn belirli bir
komsuluguna diffeomorf olarak resmeder.

Tamm:2.3.2. Eger f~'(y) kimesi regiiler noktalardan olusuyorsa (6zel durumda
f7'(») kiimesi bogkiime de olabilir) y € N noktasina regiiler deger denir.

Tanim:2.3.3. df, tirev doniigimiiniin matrisinin ranki M (veya N ) manifoldunun
boyutundan kiigiik ise x noktasina f donigimiinin kritik noktasy, y = f(x)’e de
kritik deger denir.

Boylece Vy € N noktasi ya regiiler deger ya da kritik deger olacaktir.

Teorem:2.3.1. QcR" kompakt kime ve f:Q— R" C -smifindan doniigim
olsun. Eger y, € R" regiler defier ise 1 (y,) kimesi sonlu sayida elemandan

olusur.

Ispat: f7'(y,) kimesinin sonsuz sayida elemandan ibaret oldugu kabul edilsin. O
zaman Q kompakt kime oldugundan f~'(y,) kiimesinin enazndan bir degme
noktasi vardir. Yani n—o igin x, — x, olacak sekilde {x,,} cf'(y,) dizsi ve

X, € Q noktas: vardir. f C” -sinffindan doniisim oldugundan siireklidir, o halde
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f(x) = f(limx,) = lim £ (x,) = y,

yazilabilir. Buradan

F(x) =y,
yani
X Ef_l(J’o)

olur. y, regiiler deger oldugundan det(f'(x,))#0 dir. Ters doniigim teoremine
gore, x, elemaninin bir U(x,) komsulugu, y, elemammnmn bir V(y,) komsuluguna

diffeomorftur, yani
fU(x) >V (y,)

déniigiimii diffeomorfizmdir. Ote yandan x, noktast f~'(y,) kiimesinin degme
noktasi oldugundan U(x,) komsulufu i¢in x, €eU(x,) olacak gekilde Vn>N
sarttm saglayan JN >0 dogal sayist vardir. x, elemanlan igin f(x,)=y,
oldugundan U(x,) komsulugunda f doéniigimii diffeomorfizm olamaz. O halde

kabul yanls olur, yani f~'(y,) kiimesi sonlu elemanhdr.

M kompakt manifold, f:M — N C"-simfindan déniigiim ve y € N regiiler deger
olsun. #f7'(y) ile, f'(y) kiimesinin eleman sayis1 gosterilecektir. Dikkat edilirse
#f7'(y), y regiler degerleri igin y’nin lokal sabit fonksiyonudur, yani Vy e N

noktasimin Vy’' €V eleman igin

R =270")
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olacak sekilde bir JIVc N  komsulugu vardir. Gergekten  de,
)= {x,,xz,...,x,,} olsun. y regiler deger oldugundan, f:U, >V,
Vi=1,...,k, donugimi diffeomorfizm olacak sekilde Vx, ,Vi=1,...,k , noktalanmn
ikiser ikiger arakesitleri bos olan U, ¢ M komsuluklan ve y noktasinn V, c N

k
komsuluklar: vardir. Bu durumda ¥ ={"}V; olarak alinabilir.

i=1
2.4. Cebirin Esas Teoremi

Yukanida verilen tammlann bir uygulamas: olarak Cebrin Esas Teoremi verilebilir.

Teorem:2.4.1. Sabitten farkh keyfi P(z) polinomu, kompleks uzayda en az bir
noktada sifir degerine sahiptir.

Bu teoremi ispatlamak icin kompleks sayilar uzayindan kompakt manifolda gegmek
gereklidir. §? —R* bir yangaph kiire yiizeyi ve

h,:5* -{(0,0,)} » R> x0c R

stereografik izdiigiimii ele almsin. Bu izdiigiim doniisimii S* kiire yiizeyinin (0,0,1)
kuzey kutup noktasindan yapilan stereografik izdigimdir. Burada R?>x0 ile
kompleks sayilar diizlemi aym ahmr. P:R?>x0— R*>x0 polinomuna agagidaki
sekilde belirlenen f:5% — S* déniisiimii karsilik gelir.

f(x)=h"oPoh,(x) x #(0,0,)
F((0.0.1) =00,

Bu sekilde belirlenen f donisiminin kuzey kutup noktasimn civaninda da C’-
sinfindan doniisiim oldugu agiktir. Bunu ispatlamak igin (0,0,-1) giiney kutup
noktasindan 4 stereografik izdiisiimi kurulacaktir,
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Q(z)y=h_ofoh "' (2)

d6niisiimii alinsin. Elementer geometriden

oldugu agiktir. Eger

P(z)=ayz" +a,2" "' +..+a, a, 20
ise

Zfl
Q(2) =

(a, +az+...+a,z")

oldugu kolayca gorilirr O halde Q(z) doniigiimii sifir noktasinin bir
komsulugunda C’-sinifindan doniigiim olur. Bundan dolay1 f=h "oQoh

d6niisiimii (0,0,1) noktasinin komgulugunda C”-sinifindan ddniisiim olacaktir.

Not: f doniisiimii sonlu sayida kritik noktaya sahiptir, ¢iinkii P polinomu zaten
P'(z)= Zan_ i j.z'”" tiirevinin koklerinde lokal diffeomorfizm degildir. P(2)
polinomu sabitten farkhi oldugundan P’(z)=0 denklemi sonlu sayida kéke sahiptir
(Bunun (n—1) ’den fazla kokii olamaz). Buradan f dﬁnﬁsﬁmﬁnﬁh regiiler degerler
kiimesinin baglantili oldugu bulunur, ¢iinkii bu kiime sonlu sayida noktasi kaybolmus
§? kiire yiizeyidir. O halde lokal sabit # f~'(y) fonksiyonu bu kiimede sabittir.
# f~'(y) fonksiyonu, bu kiimede her yerde sifir olamayacagindan higbir yerde sifir
degildir, yani f Oorten doniisiimdiir. Bu durumda P polinomu enazindan bir

noktada sifir degerine sahiptir.
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2.5. Sard and Brown Teoremi

Genelde C'-sinifindan olan doniisiimiin kritik degerlerinin sonlu sayida oldugu

soylenemez. Ancak kritik degerler kiimesi asagidaki anlamda sifir 6l¢imliidiir.

Teorem:2.5.1. U < R™ agik kiime ve f:U — R" C’-simifindan déniisiim ve

C= {x € U: rankdf <n}
olsun. O zaman f(C)c R" kiimesinin Lebesque 6l¢iisii sifirdir.

Sifir 6l¢limli kiime kendisinde agik kiime bulundurmadigindan R"\ f(C), R”

uzayinda heryerde yogun olmalidir. Burada m>n haline bakilacaktir. Eger m<n

ise C = U oldugu agiktir ve bu durumda Teorem.2.5.1 geregi f(U) sifir dl¢iimliidiir.

Genel halde M m-boyutlu manifold, N n-boyutlu manifold ve f:M - N C'-

sinifindan doniisiim olsun.
C={xeM:df :TM 1IN, . rank(df,) < n}

olsun. O zaman C kiimesine kritik noktalar kiimesi, f(C) kiimesine kritik degerler
kiimesi ve N\ f(C) kiimesine de f doniigiimiiniin regiiler degerler kiimesi denir.

(m = n halinde oldugu gibi)

M manifoldu, R” uzaymna diffeomorf olan sayilabilir sonsuz sayida komsuluklarla

ortiilebildiginden asagidaki sonug verilebilir.

Sonug¢:2.5.1. (Brown) f:M — N (' -smifindan doniigiimiiniin regiiler degerler
kiimesi, N manifoldunda heryerde yogundur.
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Bu sonucu kullanmak i¢in asagidaki Lemma:2.5.1. gereklidir.

Lemma:2.5.1. M m-boyutlu manifold, N n-boyutlu manifold ve f:M - N C’-

sinifindan doniisiim olsun. y € N elemam f doniisiimiiniin regiiler degeri olsun. O

zaman f ' (v) < M, (m—n)-boyutlu C"-simfindan manifold olur.

Ispat:  xef™'(y) olsun. ye N elemamt f déniisiimiiniin regiiler degeri

oldugundan df, doniisiimii TM, uzayim tiim TN uzayina resmeder. Bundan dolay:
df. doniisiminiin ¢ekirdegi, kerdf. ¢ M, (m-—n)-boyutlu vektér uzaydir.
M c R* olarak alinsin. O zaman df, doniisiimiiniin gekirdegi ile arakesidi sifir

olacak sekilde bir

LR* 5> R™™

lineer doniisiimii segilebilir, yani

kerdf NkerL=0

dir. Simdi

F:M — Nx®"™" F(&=(f(6),L(&)

doniislimii tammlansin. dF, déniisiimiiniin

dF,(v) = (df ,(v), L(v))

formiilii ile belirlendigi agiktir. Bu yiizden dF, déniisimii m -boyutlu vektdr uzaylar

arasinda izomorfizm dogurur. Ters doniigiim teoremine gore F dOniigimii, x

noktasinin belirli bir U komsulugunu (y,L(x)) noktasimn belirli bir V
komsuluguna diffeomorf olarak resmeder. Burada
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FlyxR™")=f"(y) yXR™™" hiperuzay

dir. Bu durumda F déniigimi f'(y)"U komsulugunu yxR"" AV
komsuluguna diffeomorf olarak resmeder. Bu f~'(y) kiimesinin (m—n)-boyutlu

manifold oldugunu ispatlar.
Ornek olarak §™' kiire yiizeyinin C” -manifold oldugu gésterilebilir. Bunun igin
IR ->R fx)=x!+xl+.+x]

doniigiimii ele almsin. Vy e R', y #0, elemam f déniisiimiiniin regiiler degeridir.

Lemma:2.5.1. geregi f~'(1) kiire yiizeyi (bu $™' kiire yiizeyidir) C" -manifoldtur.

Eger M’ < M altkiimesi manifold ise, TM .:” TM , teget uzaymnin altuzay olacaktr,

burada xe M’ dir. O zaman TM x’ altuzaymin TM, uzayma dik tamamlanmasi
(m—m") -boyutlu vektor uzay olacaktir. Bu uzaya, x noktasinda M’ manifolduna

¢ekilen normal vektdrler uzay: denir.

Ozel durumda M’'=f"'(y) olsun. yeN, f:M — N déniisiimiiniin regiiler

degeridir.

Lemma:2.5.2. df:TM, » TN, doniigimiinin  ¢ekirdegi, M’'=f"'(y)

altmanifoldunun x € M noktasindaki TM x’ c TM, teget uzayi ile aymdir. Yani,
kerdf, =TM

olur. Bu durumda df, doniisiimii, TMx’ altuzayinin dik tamamlanmasini tiim 7N

uzayina izomorf olarak resmeder.
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i, di,
Ispat: M’ > M TM," —_—M,
f f = df, If .
y > N 0 —IN,
i, di,

yukaridaki diyagramdan, df, doniigiimiinin TM x’ cTM, altuzaymi sifira
doniigtiirdiigii goriiliir. Boyutlarin karsilagtirilmasindan, df, doniisiimiinin M’ ye

normal vektdrler uzayin, tim TN, uzayina donistirdiigii goriliir.

2.6. Simirh Manifoldlar

Onceden ispatlanan lemmalar kuvvetlendirilerek simirli manifoldlar i¢in de

verilebilir. Once asagidaki kapali yanim uzay ele almnsin:
H" = {(xl,xz,...,x,,,) eR": x, 2 0}

Tanima gore dH™ smir;, R x 0 < R™ hiperuzaydur.

Tamm:2.6.1. X c R* altkiimesi verilsin. Eger Vx € X elemaninin VNH" c H”

acik altkiimesine diffeomorf olacak sekilde U, N X komsulugu varsa X

altkiimesine m-boyutlu C"-simifindan sinirlt manifold denir.

oX simir1, diffeomorfizm altinda JdH™ sinirina déniisen x € X elemanlarindan olusur.
dX siinnmin (m- 1) -boyutlu C’-sinifindan manifold oldugu kolayca gosterilebilir.
IntX ise, m-boyutlu C’-sinifindan manifoldtur. Burada da 7X, teget uzay
onceden belirtildigi gibidir, hatta xedX noktalannda bile 7X, m-boyutlu

manifoldtur.



Simdi 6rnekler kurabilmek i¢gin, bir metod verilecektir.

M smirsiz manifold ve sifir, g: M — R doniisiimiiniin regiiler degeri olsun.

Lemma:2.6.1. {xe M: g(x)ZO} kiimesi C’-smifindan smirli manifoldtur ve

g~ (0) bukiimenin smmndir.

Ispat: Lemma:2.5.1%in ispatina benzer olarak yapilabilir.

Ornek:2.6.1. D" = {x eR™ I—Zx,.2 20} bir yarigaph kiiresi C'-sinifindan -

i=l

manifoldtur ve $™ kiire yiizeyi bu kiimenin siniridr.

Simdi f:X — N, C’-smifindan d6niigiimii ele alinsin. Burada X m-boyutlu simrh

manifold, N n -boyutlu manifold ve m > n dir.

Lemma:2.6.2. Eger ye N eleman1 f ve f l x doniisiimleri i¢in regiiler deger ise o

zaman f ' (y) < X kiimesi (m—n ) -boyutlu C”" -smifindan smirh manifoldtur ve

XM =r"(nnax
olur.

Ispat: Burada lokal zellik ispatlandigindan 6zel halde bakmak yeterlidir. Bundan
dolayr f:H™ — R" doniigiimiine bakilacaktir. y € R" elemam f doniisiimiiniin

regiiler degeri ve x e f™(y) olsun.

1.Hal: Eger xe f™'(y) elemam i¢ nokta ise dnceden de belirtildigi gibi f~'(y)

kiimesi x noktasimn belirli bir komsulugunda C’-smifindan manifold olur.
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2. Hal: Eger x €dX ise, U c R™ x elemamnn agik komsulugu olmak iizere

8y =S

olacak sekilde gU — R" (' -siufindan doénigimii segilebilir.  Genellikle g
déniigiimiinin U kiimesinde kritik noktaya sahip olmadigi varsayilabilir. Buradan

g7'(y) kiimesinin, (m—-n)-boyutln C’-smfindan manifold oldugu bulunur.
7.g"'(y) - R asagdaki kosulu saglayan bir izdiigiim olsun.
7(X,%5,..,%X,) =X

m

Simdi sifir noktasiun 7 donigimiinin regiler degeri oldugu gosterilecektir.

x € 771(0) noktasinda g'(y) manifolduna gekilen teget
dg. =df,, R" > R"

tirev donisiiminin gekirdegi ile aymdir. Aynca f l z dOnisimi, x noktasinda

regiler oldugundan bu tefet uzaym tamamen R™' x0 uzaymna yerlesemedigi
goriliir. O halde

g OnH" = fT(nU
= {x eg” () n(x)2 O}

kiimesi Lemma:2.6.1. geregi C” -smfindan simirh manifoldtur ve simn 7' (0) dir.

2.7.Sabit Nokta Hakkinda Brouwer Teoremi

Lemma:2.6.2. kullamlarak sabit nokta hakkinda Brouwer Teoremi ispatlanabilir.
Bunun i¢in dnce asagidaki lemma ispatlanacaktir.
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Lemma:2.7.1. X smurh kompakt manifold olsun. X smur kimesinin herbir
noktasim sabit birakan bir

fX->ad
C’ -sintfindan doéniigiimii yoktur.

dspat: AX smur kiimesinin herbir noktasmt sabit birakan bir f1X — &
déniigiimiiniin varoldugu kabul edilsin. y €dX noktasi f donigiimiiniin regiiler

degeri olsun. y noktasi
f | x>

birim doniigiimiiniin de regiiler degeri oldugundan, f~'(y) 1-boyutlu C'-smfindan

sturlt manifold olacaktir ve bunun simn bir noktadan olugur.

Froynax ={y}.

O halde f~'(y) kiimesi kompakt manifoldtur. 1-boyutlu kompakt manifoldlar
kesismeyen gemberlerden ve egrilerden olustugundan, &(f~'(y)) kiimesi ¢ift sayida

noktalardan ibaret olmahdir. Bu geligkiden lemma ispatlanms olur.

Omek olarak ,

D" = {x eR": x} +xi+. +xl < 1}

siun S™* kiire yiizeyi olan kompakt manifoldtur. O halde S™' kiire yiizeyinin birim

donusumunun Dn __)Sn—l Cr_s ﬁ dan don . e ynene . ] l'él

ispatlannms olur.
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Lemma:2.7.2. g:D" — D" C’-smifindan doniigiimii sabit noktaya sahiptir.

Ispat: g:D" — D" C’-siifindan déniigiimiiniin sabit noktaya sahip olmadig kabul
edilsin. Herbir x € D" noktasina karsilikk x noktas: ile g(x) noktasini birlegtiren
dogru iizerine yerlesecek sekilde bir f(x) € S™' noktas: karsilik koyulsun, bu

yerlesme x noktasina daha yakim olsun. 'O zaman
f:D" = 8"

doniigiimii C” -smmifindan doniisiim ve Vx € $*™' elemam i¢in f(x) = x olur. Buise

Lemma:2.7.1 ile gelisir. O halde g: D" — D" doniigiimii sabit noktaya sahiptir.

Not: f doniigiimiiniin C” -smifindan doniigim oldugunun gosterilmesi igin

f(x)=x+t.u bigiminde olduguna dikkat edilmelidir. Burada, J
u=£—g(ﬁ R t=—x.u+\/1—x.x+(x.u)2
- g2

ve y1-x.x+(x.4)’ =0 , Vx e D" dir. Aynica

lxll = /%2 +x2+..x3 , xu=x.8+X,.u,+.4x,.u, skalar carpimdir.

Teorem:2.7.1. (Sabit nokta hakkinda Brouwer teoremi) Keyfi G:D" — D" siirekli
doniisiimii sabit noktaya sahiptir.

Ispat: G siirekli doniisiimiine C’-simfindan doniisiimlerle yaklasarak bu teorem
Lemma:2.7.2’ye getirilir. Yaklagim hakkindaki Weierstrass Teoremine gére Ve >0

i¢in
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"Pl (x) - G(x)" <€ Vxe D"

olacak gekilde P:R" — R" polinomu vardir. Ancak P, déniigiimii, D" kiiresinin

noktalarin1 D" kiiresinin digindaki noktalara da gotiirebilir. Bunun i¢in

P (x)
l+¢

P(x)=

doniisiimiinii ele alinsin. P déniisiimiiniin D" kiiresini D" kiiresine doniistiirdiigi
$

agiktir ve
|P(x) - G(x)| < 2¢ Vxe D"

olur. Vxe& D" elemam igin G(x) # x oldugu kabul edilsin. O zaman "G(x)—x"
siirekli fonksiyonu D" kiiresinde minimum degerini alir, bu u, u>0, ile

gosterilsin. Weierstrass teoremine gére P:D" — D" polinomu
lP(x)-Gx)f < u Vxe D"

olacak sekilde bulunabilir. O zaman P:D" — D" polinomu sabit noktas1 olmayan
C’-smifindan doniisiim olacaktir. Bu ise Lemma:2.7.2 ile gelisir. O halde, G

doéniigiimii sabit noktaya sahiptir.
Bu metod genel halde de kullanilir.

Siirekli doniisiim igin herhangi bir teorem ispatlanacagi zaman bu teorem 6nce C'-
sinifindan doniisliimler igin ispatlanir, daha sonra yaklasgim hakkinda Weierstrass

teoremi kullanilarak siirekli doniisiime gegilir.
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2.8. Doniisiimiin Mod2’ye Gore Derecesi

f:8" = 8" C"-smifindan doniigiim ve y, f doniigiimiiniin regiiler degeri olsun. Bu
durumda #f7'(y) ile f(x)=y denkleminin ¢oziimleri sayisiin gosterildigi
hatirlanmalidir. # f ' (y) sayisiin mod2’ye gore y regiiler degerinin seilmesinden
bagimsiz oldugu ispatlanacaktir. #f~'(y) sayisiin mod2’ye gore kalanna ‘f

doniisiimiiniin derecesi denir. Bu durumda doniigiimiin derecesi ya sifir yada bir olur.
Bu tanim genellikle asagidaki durumda da kullamhir.

f:M —> N C -smifindan doniigiim, M siursiz kompakt manifold, N baglantili

manifold ve dimM =dimN olsun. (Ek olarak N manifoldunun da sinrsiz
kompakt manifold oldugu kabul edilebilir, aksi halde doniigiimiin mod2’ye gore

derecesi sifir olur.)

Simdi yeni bazi tanimlar verilecektir.

X cR* olsun. O zaman, X x[0,1] ile R*" uzaymm (x,7), xe X vere[0,1],

clemanlarindan olusan altkiimesi gosterilsin.

Tamm:2.8.1. f,g:X — Y dobniigiimleri verilsin. Eger agagidaki kogullar saglayan
bir

F:xx[01]]—»Y

C’ -smfindan doniisiimii varsa, f ve g doniigiimleri hamar homotop déniisiimler

olarak adlandirilir.

F(x,0)= f(x) F(x,1) = g(x) , VxeX
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Buradaki F déniigiimiine,, f ve g doniigiimlerini birlestiren hamar homotopi denir.

f ve g hamar homotop doniigiimler ise f ~g bigiminde gosterilir.
Hamar homotopi bagintis1 bir denklik bagintisidir.

Eger f, g: X — Y doniisiimleri diffeomorfizm iseler, f ve g doniigiimleri arasinda

hamar izotopluk tanimlanabilir. Bu baginti da bir denklik bagintis1 olacaktir.

Tanim:2.8.2. f, g: X — Y doOniisiimleri diffeomorfizm olsunlar. Eger Ve [0,1]

i¢in
xB F(x,t)

X ile Y kiimeleri arasinda diffeomorfizm olacak sekilde f ve g doniisiimleri

arasinda
F:xx[01]-Y
hamar homotopisi varsa, f diffeomorfizmi g diffeomorfizmine izotoptur denir.

Ileride mod2’ye gére déniisiimiin derecesinin f doniisiimiiniin ait oldugu hamar
homotop doniisiimler sinifina bagh oldugu goriilecektir. Yani f ve g doniisiimleri

hamar homotop iseler, mod2’ye gére bu doniisiimlerin dereceleri de aym olacaktir.

Lemma:2.8.1. (Homotopi hakkinda) M  simirsiz kompakt manifold,

dimM =dimN ve f,g:M — N hamar homotop doniisiimler olsunlar. Eger

y€ N elemam f ve g doniisiimlerinin regiiler degeri ise,

#f ' n=#g"'(y (mod2)
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dir.

ispat: F:Mx[0,]]> N, f ve g doniisimlerini birlestiren hamar homotopi

olsun.

1) Once ye N elemaninin, F doniisiimiiniin de regiiler degeri oldugu kabul
edilsin. O zaman  Lemma:2.6.2. geregi, F~'(y) l-boyutlu sinirli kompakt

manifoldtur ve bunun sinir
F')n((Mx0)uMx)=(f"(»x0ug™ (y)xD
dir. Boylece F~'(y) manifoldunun simirindaki noktalarn toplam sayisi

#7 ) +#g7 ()

sayisina egittir. 1-boyutlu kompakt manifoldun sinint herzaman ¢ift sayida noktadan

olustugundan # f~'(y) +#g™'(y) sayisi ¢ifttir. Buradan

' N=#g" (mod2)
bulunur.

2) Simdi ye N elemanmmin F doniisiimiiniin regiiler degeﬁ olmadig kabul
edilsin. # f~'(y’) ve #g'(y") fonksiyonlarrmn y’’ye gore lokal sabit fonksiyonlar
olduklann hatirlanacaktir. (Burada y’ regiiller degerdir.) Bundan dolay1 y

elemaninin regiiler degerlerden olusan bir V, ¢ N komsulugu vardir ve
Vy'eV, igin #f7(y) =#f7()

dir. Benzer olarak Vy’ eV, elemam igin
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#g7 () =#g"(y)

olacak sekilde bir V, c N komsulugu vardir ve V, komsulugu zaten regiiler
degerlerden olusmustur. Simdi F doniiiimii i¢in V, "V, komsulugundan bir z
regiiler degeri alinsin. (Sard and Brown teoremine gére bdyle bir z eleman: vardir.)

O zaman ispatin birinci kismina gore,
7O =#fT (@@= #g7 (D)=#g7'(¥)
bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma:2.8.2. (Homojenlik hakkinda) N, C’-sinifindan baglantili manifold, y ve
Zz N’nin i¢ noktalarn olsun. O zaman y noktasimt z noktasina doniistiiren
h:N — N diffeomorfizmi vardir ve bu dOniisiim birim doniigiime hamar

homotoptur.
Simdi bu boliimiin esas sonucu verilecektir.

!
Teorem:2.8.1. M sinirsiz kompakt manifold, N baglantili manifold ve f:M — N
C’- smifindan doniisiim olsun. Eger y ve z noktalann f doniigiimiiniin regiiler

degerleri ise,
#7) =4#7) (mod2)
dir.

f doniisiimiiniin mod2’ye goére derecesi olarak adlandirilan bu sayi, sadece f
doniisiimiini bulunduran hamar homotopluk sinifina bagimhidir. f doniisiimiiniin

kendisine bagimli degildir.
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Ispat: y ve z noktalanmin f doniisiimiiniin regiiler degerleri oldugu kabul edilsin.
h:N — N ile birim doniigiime izotop olan ve y noktasin1 z noktasina déniistiiren
diffeomorfizm gosterilsin. O zaman z noktasi, ko f doniigiimiiniin regiiler degeri
olacaktir. ho f bileske doniigimii, f doniisiimiine homotop oldugundan
Lemma:2.8.1. geregi,

#ho ) ' (=#1"(2) (mod2) (2.8.1)

olur.

(he YT @=f" b7 @=f"(

oldugundan

#(ho ) (=47 (2.8.2)

bulunur. Bundan dolay: (2.8.1) ve (2.8.2)’den

7 @=#17() (mod2)

olarak bulunur.

f doniigiimiiniin mod2’ye gore derecesi, deg,(f) ile gosterilir. f doniisiimiiniin
g doniigiimiine hamar homotop oldugu kabul edilsin. Sard teoremine gére f ve g

doniislimleri i¢in regiiler deger olacak sekilde bir y € N elemam vardr.

deg,(f)=#f"'(y)=#g ' (y)=deg,(g) (mod2)

denkliginden deg,(f)’nin Hamar homotopiye gore invaryant oldufu bulunur.

Boylece ispat tamamlanur.
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Ornek:2.8.1. i) M — M sabit doniisiimiiniin mod2’ye gére derecesinin sifir

oldugu agiktir.
ii) I: M —» M birim doniigiimiiniin mod2’ye gore derecesi birdir.

O halde sinirsiz kompakt manifold iizerinde belirlenen birim doniisiim sabit

déniisiime homotop degildir.

M =S" oldugunda kiire yiizeyinin herbir noktasini sabit birakan bir f:D™' — §”

C’ -sinifindan doniisimiin olmadig: sdylenebilir. Gergekten bdyle bir déniigiim

varolsaydi, o0 zaman
F:$"x[01] - s" (x,0) > f(1x), xeS", tefo,]

seklinde belirlenen hamar homotopi, §" kiire yiizeyinde birim doniigiim ile sabit

doniisiimii birlestirmis olurdu.

2.9. Yonlendirilmis Manifoldlar

Tanim:2.9.1. Sonlu boyutlu reel vektér uzayinin yonii denildiginde, asagidaki

denklik bagintisina gore siralanmis bazlar sinifi anlagilir:

’

(by,byresh,) Ve (b, ,b, ....h, ) bazlan verilsin. Eger
b, =ab,
j=1

toplamindaki a; katsayilan icin det(a;) > 0 ise, (b,,b,,...,b,) bazi (b,’,bz’,...,bm’)
bazi ile aym yonliidiir denir.  det(a;) <0 oldugunda ise, bu bazlar farkl: yonler

tanimlarlar.
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Not: Keyfi bir manifoldta ybﬂ belirlemek miimkiin degildir. Ornegin; Mébius Seridi
yonlendirilemez. Yonlendirilebilen manifoldlara yonlendirilebilir manifcidlar,
digerlerine ise yonlendirilemez manifoldiar denilir.

Boylece herbir vektor uzay kesinlikle iki yone sahiptir. R” vektor uzay (1,0,...,0),
(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,!) bazina uygun standart yone sahiptir.

Sifir boyutlu vektdr uzay igin “yon” +1 veya -1 olarak tammlanir.

C’ -simfindan olan yonlendirilmiy A manifoldu, A/ manifoldundan ve herbir 7M,
tegeti igin segilmis yonlerden olusur. m= dimAM >1 oldugunda bu yonler arasinda
asagidaki kogulun saglanmasi istenir:

M manifoldunun herbir noktas: igin, dh, tiirev doniigimii 7M_ tefet uzaymin
secilmig yoniinii R™ uzaymn standart yoniine gegirecek sekilde (VxelU) Uc M
komgulugu ve U -V (V < R"veya V < H™) diffeomorfizmi vardir.

Eger M manifoldu baglantih ve yonlendirilebilir ise o zaman M manifoldu kesinlikle
iki yone sahiptir.

Eger M manifoldu siirh ise x € M noktasinda iig tiir teget vektor bulunur:

1) Yalmz simira teget olan vektorler:  Bunlar (m-1)-boyutlu T(éM), c TM,
altuzaymm olustururlar.

2) “Diga” yonelmig vektdrler: Bunlar 7(AV), altuzayr ile siurlanmuy agk yanm
altuzay: olustururlar.

3) “Ige” yonelmig vektorler: Bunlar tamamlayici agik yanim altuzay: olustururlar.
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M manifoldunun herbir yonii M simrninda su sekilde yon belirler:

x €M noktasi igin TM, teget uzayinda pozitif yonlenmig (v,,v,,...,v,,) baz1 dyle
secilsin ki, v, diga yonelmis ve v,,...,v, vektorleri ise sinira teget olsunlar. O zaman

(v,,-..,v,,), x noktasinda AV smun iizerinde aramlan yon olur.

2.10. Brouwer Derecesi

M, N n-boyutlu yonlendirilmig sinirsiz manifoldlar ve f: M — N, C”-sinifindan
doniigim olsun. Eger M kompakt ve N baglantih ise bu doniigiimiin derecesi
agagidaki gekilde belirlenir:

xe M, f donisiminin regiler noktast olsun. O zaman

df,.TM, — TN,

tirev donigimii yonlendirilmis vektor uzaylar arasinda lineer izomorfizmdir.
signf (x) fonksiyonu, df, donigiimi yapldiginda 7N, uzayindaki yoniin degisip
degismemesine bagl olarak +1 veya -1 seklinde tammlansin. Keyfi y regiiler degeri

i¢in f dénistiminiin derecesi,

deg(f.y)= D signdf,

xef ™ (»)

seklinde belirlenir. Burada da deg(f,y), y’ye gore lokal sabit fonksiyondur. Bu
fonksiyon, N manifoldunda heryerde yogun olan agik kiimede belirlenmistir.

Teorem:2.10.1. deg(f,y) tamsayisi y regiiler degerinin segilmesinden bagimsizdir.

Bu tamsayiya f doniigimiiniin derecesi denir ve deg(f) bigiminde gosterilir.
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Teorem:2.10.2. f doniisiimii g doniisiimiine hamar homotop ise,

deg(f)=deg(g)
dir.

Once M ’nin yénlendirilmis kompakt X manifoldunun simn oldugu kabul edilsin

ve M, X manifoldunun sinin1 gibi yonlendirilsin.

Lemma:2.10.1. f:M — N doniisimi C’-sinifindan F: X — N doniisiimiine

genisletilebilirse, V y regiiler degeri i¢in deg(f,y)=0 olur.

Ispat: 1) Once y elemamnin, hem F doniigiimiinin hem de f=F l u

doniigiimiiniin regiiler degeri oldugu kabul edilsin. 1-boyutlu kompakt F~'(y)
manifoldu, sinir noktalart M =dX ’e ait olan sonlu sayida gemberlerden ve egrilerden

olusur. Ac F~'(y) bu egrilerden biri ve 94 = {a} U {b} olsun.
signdf, +signdf, =0

oldugu gosterilecektir. O halde tiim bu gekildeki egriler igin toplama yapildiginda
deg(f,y) = 0 bulunacaktir.

X ve N manifoldlarinin y6nleri A egrisi iizerinde agagidaki gibi y6n belirleyebilir:

x € A almsin. (v,v,,...,v,,,) bazt TX  uzaymnda pozitif yonlenmis dyle bir bazdir
ki; v,, A egrisine tegettir. O zaman v,’in TA, teget uzay: lizerinde istenilen yonii
tammlamasi igin gerek ve yeter kosul, dF, doniisimiinin (v,,v,,...,v,,;) bazim

IN, teget uzaywmnin pozitif yoniine gegirmesidir.
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v,(x), x noktasinda A egrisine teget pozitif yonlendirilmis baz vektorii olsun.

v,(x), C’-simfindan fonksiyondur ve sininn bir noktasinda (bu nokta b ile
gosterilsin) disa yonlendirilmis, diger noktada (bu nokta a ile gosterilsin) ise ice
yonlendirilmistir. Buradan,

signdf ,=-1 , signdf, =+1

oldugu agiktir. O zaman

signdf, + signdf, =0

olur. Bu tiir egriler iizerinden toplam alinirsa deg(f,y) =0 olarak bulunur.

2) y, noktasinin f doniisiimiiniin regiiler degeri oldugu ancak F doniiglimiiniin
regiiler degeri olmadig kabul edilsin. deg(f,y) fonksiyonu y, noktasmin belli bir

U komsulugunda sabittir. Bu yiizden U kiimesinde F doniisiimiiniin regiiler degeri
olacak sekilde bir y noktasi bulunabilir. Bu durumda

deg(f,y) = deg(f,y,) =0

olur.

Simdi

f(x)=F(0,x) g(x) = F(l,x)

déniigiimlerini birlestiren F:[0.1]x M — N, hamar homotopisine bakilacaktir.

Lemma:2.10.2. y, f ve g donigimlerinin regiler degeri olsun. O zaman

deg(f,y)=deg(g,y) dir.
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Ispat: [O,l]x M manifoldu, iki ydnlendirilmis manifoldun kartezyen ¢arpimu
seklinde yonlendirilebilirdir. O zaman bunun sinint pozitif yonlendirilmis 1x M ve

negatif yonlendirilmis OX M manifoldlanindan olugacaktir. Bdylece y regiiler

degeri i¢in F doéniisiimiiniin derecesi

ao.1]xm)

deg(g,y) -deg(f.y)
farki olacaktir. Lemma:2.10.1. geregi bu fark sifir olur, yani
deg(f,y)=deg(g, )

olur.

Teorem:2.10.1. ve Teorem:2.10.2. nin ispatlarinin kalan kisimlart 6nceden ispatlanan

teoremler ile aymdir.

f:M — N doniisiimiiniin y ve z regiiler degerleri igin y noktasin1 z noktasina
doniigtiiren ve birim doniigiime izotop olan &: N — N diffeomorfizmi bulunabilir. O

zaman s doniisiimii yonii sabit birakir ve kolayca
deg(f,y)=deg(ho f,h(y))

oldugu goriiliir. f donilisimi Ao f doniisiimiine homotoptur ve Lemma:2.10.2.

geregi

deg(ho f,z)=deg(f.2)
bulunur. Buradan

deg(f,y)=deg(f,z



40

olarak bulunur.

Simdi f:M — N yalniz siirekli doniisiim olsun. M ve N kompakt olduklarindan,
f siirekli doniisiimiine f.:M — N ,k=12,..., C’-smfindan doniisiimleri ile
diizgiin yaklagmak miimkiindiir. Ayrica M ile N arasinda olusan iki C’-sinifindan
doniisiim birbirine yeteri kadar yakin ise, bu doniisiimlerin C"-sitmifindan homotop
olduklan soylenebilir. Bundan dolayr derecenin 6zelligine gore, bu doniisiimlerin
dereceleri ayn1 olacaktir. O halde, bu durumda f doniisiimiine diizgiin yaklagsan
{ fk} doéniisiimlerinin dereceleri dizisi de (k—>e0) sabitlesecektir. Bu yiizden bu sabit
fiM — N siirekli doniigiimiiniin derecesi olarak belirlenir.  Bdylece siirekli

doniigiimler igin derece Kkonusu verilmis olur ve bu derecer C’-simifindan

doniisiimlerin derecelerinin tiim 6zelliklerine sahiptir.

Ornek:2.10.1. i) z = z*, z # 0, kompleks fonksiyonu 1-yarigapli cemberi kendisine

doniistiiriir, bu doniisiimiin derecesi k ’dir. (Burada k keyfi tamsayidir.)

ii) f:M — y, € N sabit doniisiimiiniin derecesi sifirdir.

iii) f:M — N diffeomorfizminin derecesi ya +1 ya da -1’dir. Bu durum, y6niin

degisip degismemesine baghdir. Bundan dolayr yoénlendirilmis sinirsiz manifold
lizerinde belirlenmis ve yonii degisen diffeomorfizm, birim doniisiime hamar

homotop olamaz.

rs"—-S"

F(X X e n Xpay) = (X aees™ X 0 X ooy X pay)
doniigiimii yonii degistiren diffeomorfizme 6rnektir.

iv) §" > §" X —x
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merkezi simetri doniigiimiiniin derecesi (-1)™'"dir. Bu (n +1) sayida yansima
doniisiimiiniin bileskesi seklinde gosterilebilir:
—x=rnono.or,, (x)

Bdylece n ¢ift oldugunda S" kiire yiizeyinin merkezi simetri ddniisiimii birim

doniisiime hamar homotop olamaz. Bu durum mod2’ye gére derece ile bulunamaz.

Ozel durumda n tek oldugunda S" kiire yiizeyinin merkezi simetri doniisiimii
gergekten birim déniisiime hamar homotoptur. Hopf’un vermis oldugu teoreme gére;
n -boyutlu manifoldu, n-boyutlu S§" kiire yiizeyine déniigtiiren iki hamar déniisiim

ancak ve ancak bunlarin dereceleri ayn1 oldugunda hamar homotopturlar.



BOLUM 3
LERAY - SCHAUDER TEORISi

siurh bolgesi ve b e€E,, , noktast alnsin. E, , oklit

E,.  oklit uzayinda Q.

nep ?

uzaymmin b € E, ve Q, , bolgesinin bazi noktalan E, altuzayinda olacak sekilde bir

E, altuzay ele alinsin.
Q'l = Qn+p m E’l
arakesidi £ altuzayinda siurh bir bolge olacaktir ve

Q,cQ X, cAl,,,

n n+p

olur.

Lemma:3.1. ©, , :ﬁw — E,,, sirekli doniisim ve b ¢ @, (X2,,,) olsun. @,

doéniiglimi agagidaki kogulu saglasin.

(*) ®,,, donisimi Q. , bolgesinin herbir elemamim £, altuzayina paralel olarak

kaydirr.

O zaman
deg(®,,,(q ,Q,,b) = deg((D,,w,Qw,b) G.1D

dir.
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Ispat: Yukandaki kogullar saglandifinda ®,,, donigimi €, bolgesini E,
altuzayma ggirir. @, , donisimiinin €, bélgesine daralmsi @', ile gosterilsin,
be®,(A),) oldupundan deg(®,,Q2,,b) derecesi vardir. Basitlik igin p=l,
®, ., eC' ve E, altuzaymm E,_, o6klit uzaymmn x,,x,,...,x, eksenlerinin

olugturdugu altuzay oldugu kabul edilsin (Bu dénme doéniigiimi ile her zaman
yapilabilir). b, @, , donigiminiin regiler degeri olsun. Yapiya gore;

®,:0 —>E, ®, = (D:,P.,...,D,)

:Q >R Vi=12,..,n

®,.Q,.>E,, @, =(®:,0;,..,Pn)

?51:!2,,+I ->R Vi=12,.,n+1

seklindedir.

Ayrica yaptya gore;

®,.lo =,

— algn =®; Vi=1,2,...n ve Em =X, (3.2

olur. (*) ozellifine ve yapiya gore, b noktasimn ters goruntiilerinin hepsi E,
altuzayindadir. Bunlar

a,=(@™,a",..,a™0) m=12,.. .,k

ile gosterilsin. (3.2) 6zelligine gore, Vi=12,..n,Vj=12,...,n,Vm=12,. .k,

igin
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= deg(¢n’Qn ’b)
olarak bulunur.
Not: Boylece Lemma:3.1 farkli boyutlu uzaylarda olusan donistimlerin derecelerini

karsilagtirmaya imkan verir.

E bir Banach uzay1 ve C — E altkiime olsun. Eger C altkimesinden alman keyfi
dizinin £ uzayinda yakinsak olan bir altdizisi varsa C altkiimesine kompakt kiime
denilir.

Kompakt kiimeler agagidaki 6zellige sahiptirler.

Teorem:3.1. E bir Banach uzay1 ve C < £ kompakt kiime olsun. Vx eC elemam

i¢in
Je-nl<
2
olacak gekilde £ Banach uzaynda sonlu sayida 7,,7,,...,7, elemanlan vardur.

Bu teoreme gore,

Tb.(x)—x”£8

kosulunu saglayan soplu boyutlu 7.(x):C — E siirekli doniisiimii vardir, yani bu

doéniigiim C altkiimesine sonlu boyutlu yzaydan olan bir kiime ile yaklasir. £ Banach
uzaymn sonlu boyutlu altuzayr E,, asagidaki elemaqlar kiimesinin kapanmas: olarak

alinabilir:

2 A, J keyfi reel sayidur

i=1



T.(x) doniigimii ise,

stirekli doniigiimii olarak alinabilir. Burada

- { bonl 2
&-fx-n| fe-nl <&
seklindedir.

Tanmm:3.1. o c E agk smrh kiime, o'=dw ve F:o — E siirekli doniigiim
olsun. Eger F(@)=C kimesi £ uzayinda kompakt ise F doniigimine kompakt
doniigiim denilir.

O halde F,(x) = I,(F(x)) doniigiimiinii ele alnsin.

Lemma:3.2. F kompakt doniigiimii icin asafidakiler dogrudur:

1) Ve>0ve Vx em i¢in

|F@) - Fx)]<e

dir.

2) F, donisimiiniin tiim degerleri sonlu boyutlu bir E, altuzaymna aittir.
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Topolojik Derece Kavrami
F:@ — E kompakt déniigiim olsun ve
y=x-F(x)=®(x) 3.3)

doniigimi ele ahnsmn.  Buradaki amag, ®(x) donigiminin sonlu boyutlu
donitgimlerin derecelerinin sahip olduklan 6zelliklere sahip olacak sekilde sifirda

derece kavramim vermektir,

Not: i) x'=x-b yerdegistirmesi yaparak doOniigimiin derecesi keyfi bckFE

noktasinda da belirienebilir.

ii) Bu durumun yalnizca 0 ¢ ®(@") oldugu durumda gergeklendigi agiktir.
Lemma:3.3. 0 ¢ ®(w’) olsun. Vx e® igin

||<I>(x)|| >¢

olacak sekilde & > 0 sayisi vardir, yani

inf p(0,(x)) 2 £

olur.

ispat: |®(x)| < & oldugu kabul edilsin. Bu durumda

-0 Nn—>a0

lox,)

olacak sekilde {x,,} c o' dizisi vardir, yani
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x,~-F(x)|—>0 n—w

olur. F(x,)=y, ise

-0 n—o

xn —y"
olur. F' kompakt dénisiim oldugundan

Vo, =% k—0

olacak sekilde {y, }={y,} dizisi ve xocE noktasi vardir. y,=F(x,)

Y, =F(x,) oldugundan

-0 k—o

X "

!
=X, X, X, €®

ise,

olur. F siirekli donigim oldugundan x, €®’ elemam i¢in F(x, ) —> F(x,) olur.

x, €o' ise x, €w’ dir. O halde

= —0 k—

x,, —F(x,)

=[x, - F(x,)| = 0
=>x, - F(x,)=0

=0ed(w’)

olur, bu ise geligkidir. O halde Vx e@ igin ”CD(x)” > ¢ olacak gekilde £> 0 sayist

vardir.

dist(0,d(w')=¢ ¢€>0
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olarak almabilir. F,(x):@ — E, doniigiimiiniin

|F(x)- F(x)| < & (3.5)

kosulunu sagladig: kabul edilsin. Lemma:3.2. geregi, béyle bir Fy(x) doniigiimii

vardir. E, no#J oldugu kabul edilsin. O zaman E, no=w, , E, uzaymnda agik

siirh kiime olacaktir ve @, co’ kosulu saglanacaktir. Bundan dolay

dist( (@, )0)= &

olacaktir.

?,0, >E,

b (x)=x-F,(x) XED

donigimi @, kimesini aym E, uzayma doniistirir. Yapiya gore @, donisimi

® doniistimine &£ kadar yakindir, bundan dolay:
dist(®, (@, ).0)> & (3.6)

olacaktir. Boylece ®,: @, — E, donigiimi sifir noktasinda belirli bir dereceye

sahiptir Bu derece ® doniisiiminin sifir noktasindaki derecesi olarak

taumlanacaktir, yani

deg(P, w,0) = deg(P,,w, ,0)

dir. Simdi bu tammun dogrulugu gosterilecektir. Bunun i¢in deg(®,®,0) derecesinin
F,(x) donigimine ve E, uzayna bagimh olmadif1 gosterilmelidir.



1.Hal: ®, ve ®,° déniigiimlerinin, ® doniigiimiine yeteri kadar yakin olan farkl iki
doniigim olduklan kabul edilsin. Ancak bu donisiimlere uygun olan E, ve E,,"
uzaylart aym olsun: E,= E, =E, . O zaman agagidaki yardimc1 donigiim dikkate

alinacaktrr.
®,,=6D,(x)+(1-0)P, (x) , 0<8<] (.7)
(3.5) kosuluna gore

lod, (x) + (1-6)®," (x) - D(x)| < & (3.8)

yazilabilir. Bundan dolayr (3.7) donisimi @, dénigiimiinden ®_° déniigiimiine
siirekli gegmeye imkan verir, o zaman V@ igin a),’ ’nin gorintisi sifin bulundurmaz,

yaniOg @, (a),') dir. Gergekten

®,,(x)>0

oldugu gosterilebilir.

@, (0 = |orx) - @) + @, ,(x)]

> |o()] - Jo(x) - @, ,(x)]
> &= [8D(x) + (1 - HD(x) - (6D, (x) +(1- O, (1))
- £~ [6(@() - @, (1) + (1- O)@(x) - @, (x))

- &~ 6o - @, - - Oon -0, x)|
~c-e0-¢e(1-6)=0

®,,(0)|>0

=
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olur. Boylece
deg(®,,m,,0) = deg(®,’,®,,0)
olarak bulunur.

2.Hal: Farkh F,(x) ve F."(x) déniigiimleri ve bunlara uygun olan farkl E, ve E,,"
uzaylan ele alinsin. Bu durumda E, ve E " uzaylannda tanimlanan ©, ve @,°

doniigimlerinin  sifir noktasinda aym d=d" derecelerine sahip olduklan

gosterilecektir. £,, E, ve E, " uzaylanim kendisinde bulunduran sonlu boyutlu uzay
olsun ve @, =@ N E, olarak alinsin. ®_ ve @_° doniigimlerinin w, bélgesinde

tammh olduklan agiktir. Gergekten de @, ve @ doniugimleri @, bolgesinde
Lemma:3.1.’deki (*) 6zelligine sahiptirler. Bu ®, do6niigiimii iizerinde gosterilebilir.

Tamma gore;
@, (x) = x— F,(x) x e,

olarak ahnabilir. F,:@ —> E, déniisimii F,:@; — E, olarak alinabilir. $imdi

1 .2 n, ng, I —
x=(x,x%,...,x"%,x,",..,%, ) €@,
seklinde keyfi bir nokta alinsin. O zaman

1 .2 n, n,, Iy _ 1 2 n, g, )
D, (x ,x%,..,x" x," L% )= (% ,x%,..,x" x,",..,x,")

- F,(x) €(00,...,0,x,™,...,x, )®E,

olur. E, uzayinda tammlanan bu déniigiimlerden herbiri sifir noktasinda kendi

derecelerine sahiptirler. 1.halinde oldugu gibi ®, ve ®_° doniigiimlerinin dereceleri
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aym bir § sayisina esit olur. Lemma:3.1. geregi d=5 ve d°=§ olur. Buradan
d=d" oldugu bulunmus olur.

Yukarida belirlenen derece tamm kullamlarak sonlu boyutlu donisimler igin
derecenin sahip oldugu asagidaki 6zellikler bu déniisiimlerin derecesi igin de kolayca

ispatlanabilir;

1) E bir Banach uzay1 ve ®.@ — E doniisimi verilsin. @,,@, < E sirh bolgeler,

O=0,V0,, 0, "0,=0, beE veb eCD(w,’)ud)(wz’) ise
deg(®,w,b) = deg(P,w, ,b) + deg(P, w, ,b)

dir.

2) deg(®P,w,b) %0 ise b e D(w) dir.

3) ®,0o—>E, ¢ e[O,l], doniigimleri ¢ ’ye gore sirekli iseler ve V7 igin

bed,(w') ise
deg(®,,w,b) = deg(®,,w,b)

dir.



BOLUM 4
QUAZI-LINEER DONUSUMLER ve BUNLARIN DERECESI

Bu konuya ge¢meden 6nce ileride kullanilacak bazi tammlar verilecektir.

Tanim:4.1. Asagidaki kosullan saglayan &= (E,B,F,p) dortlisine lokal sabit
tabakalagma denilir;

1) E,B,F topolojik uzaylar ve p: E — B siirekli doniigtimi 6rten olsun.

2) ' ({U) > UxF
\ /

diyagrami komutatif olacak gsekilde Vx € B noktasimn U c B komsulugu ve

v, p(U)—>U x F homeomorfizmi varolsun. Burada #:UxF —-U dogal

izdiigiim donigimidar.

Bu tammdan, Vx € B noktas: igin p~'(x) tabakasiin F uzaymna homeomorf oldugu

agiktir.

O zaman E, B, F topolojik uzaylanna sirastyla total uzay, baz, tabakalagsmamn kat: ve

p doniugimiine ise tabakalagmamn izdigimi denilir. U komsuluklanna koordinat

komguluklan, (y,U) iftine ise & = (£, B, F, p) tabakalagmanin haritas: denilir.
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Eger

Vs
E > Bx F

diyagramu komutatif olacak sekilde y,:E — B x F homeomorfizmi varsa lokal basit
tabakalagmaya basit tabakalasma denilir.

Lokal basit tabakalagmaya Omek olarak M manifoldunun 7M tegetler
tabakalagmasi, basit tabakalagmaya Omek olarak da X, ¥ topolojik uzaylar,
m X xY—> X dogal izdigiim donigamii olmak tizere, (X xY,X,¥,x) dortlisi
verilebilir.

Tamm:4.2. peos=171, kosulunu saglayan 5B — E domisimiine &=(E,B,F,p)
tabakalagmasinin kesiti denilir.

&=(E,B,F,p) lokal basit tabakalagmas: ve (y,,U,), (v,,U,) haritalan verilsin.
Burada U, "U, # & dir. O zaman

V=W oy, (U, NU,) xF—o>U nNU,)xF
gecit donigimlerinin Vx €U, n"U, elemam igin, F wuzayndan F uzaymna
homeomorfizm olduklan agiktir. O halde y,, donisimi, U, "U, arakesidini F

uzayinn tiim homeomorfizmleri sinifi olan H(F') ’ye gegiren

8::U,nU, - H(F)
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dbnﬁsﬁﬁlﬁnﬁ olusturur. Buradaki g,, dontsiimlerine koordinat doniisiimleri denilir.

Tanim:4.3. Asagidaki kogullan saglayan &= (E,B, F, p) lokal basit tabakalagmasina

vektor tabakalasma denir.
1) F vektor uzaydir.

2) g, koordinat doniisiimleri, U, "U, arakesidinden GL(F’) grubuna giden siirekli

déniigiimlerdir. Burada GL(F), F uzayimn izomorfizmleri grubudur.

O zaman Vx € B elemam igin p~'(x) = E, kati,

v, ='Vp-'(x):Ex —>xxF—>F

homeomorfizminin yardimiyla vektorel yap: ile zenginlestirilebilir. Bu durumda y,

doéniigiimii izomorfizm olacaktir. Béylece E , vektor uzaylardan olusmug takim olur.

Tanmm:4.4. Eger s B — E donisimi Vx € B elemamm E_ vektor uzaymmn sifirina

geciriyorsa s:B — E doniigimine £ tabakalagmasimn sifir kesiti denilir.

& =(E,,B,,F,p,), i = 0,1, vektor tabakalagmalan verilsin.

¥
Tamm:4.5. E, >E,

Do P
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diyagrami komutatif olacak sekilde Jy:B, — B, donisimii varsa ve bu donigim
Y:E, > E, donusiimii tarafindan ortiliyorsa W:& — &  donusumu kat kat

~dontsium olarak adlandinlir.

\.Béylece eger x € B, ve f(x,)=y, ise, ¥ donisimi x noktasinn izerindeki kati,
(E,.). y noktasin iizerindeki kata , (E, ), gegirir, yani ‘¥, E,, — E,, dontgiimii
olusur. Eger VxeB, elemam ig¢in Y_E,, — E, . donisimi lineer ise, ¥
donigiimiine bir vektor tabakalagmadan digerine morfizm denilir. Vx € B, elemam
icin ¥, donisimi monomorfizm (epimorfizm, izomorfizm) ise, ¥ donusimiine
uygun olarak monomorfizm (epimorfizm, bimorfizm) denilir. Eger ¥ donisimii

bimorfizm olarak herhangi bir W:B, — B, homeomorfizmini orterse (yukardaki

anlamda) ¥ donisimiine denklik denilir.

4.1. FQL-doniisiimler

X, Y reel Banach uzaylan ve Q < X siurh bolge olsun. X, n-boyutlu oklit uzay
ve m,X— X, orten lineer donisim olsun. X,=r,'(a), a@<cX,, olarak

gosterilsin. Va € X, igin X7, X uzayimda n-koboyutlu kapali dizlemdir ve

Va,,a, €X, igin X, || X, olur.
Not: X”’nin koboyutu, X/ X" faktor uzayinin boyutu olarak ifade edilir.

Tamm:4.1.1. X, Y reel Banach uzaylan ve Q< X sinurh bolge olsun. Asagidaki

kosullan saglayan f:Q 7Y sirekli donigimine Fredholm lineer (FL) donisiim

denir.

1. Herhangi bir orten lineer 7,: X — X, dontsimu belirtilmistir.

2. Q bolgesinden gegen herbir X, a e X, , diizieminde f afin doniigiimdir, yani
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Slue =12 €AFXLD)

dir ve buradaki f," donigimi « ’ya gore siireklidir.
3) Herbir Y'=f"(X.) dizlemi Y uzayinda kapahdir ve Y dizlemi »-

koboyutludur.
Bu sekilde tanimlanan FL-d6nigiim f” ile gosterilecektir.

Tanm:4.1.2. X, Y reel Banach uzaylan ve Q c X siurh bolge olsun. Asagidaki

kosullann saglayan f:X — Y siirekli doniisimiine Fredholm quasi-lineer (FQL)

doniisiim denir.

Herbir Qc X smurh bolgesi igin dyle {f"‘f"‘:Q—)Y}, k=12,..., FL-

déniigiimleri dizisi vardir ki;
1. Q bolgesinde f™ — f (k —0) diizgiin yakinsaktir.

2. 3C(Q) -0, Fky(Q), Vk > k,, Va € X, igin

I~ o <CQ) (4.1.1)
dir. Burada

1. = sup inefc Lz col, oo, W sco+lr @l = e xz)
seklindedir.

Asagidaki teorem kullanilarak FQL -déniigiimiine 6rnekler bulunabilir.
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Teorem:4.1.1. X =Y=H, (S'), k=2, cember iizerinde belirlenmis reel x(7),
0< 7 <2x, fonksiyonlarindan oluymus Sobolev uzayr olsun. f(7,x) fonksiyonu
Vr,x, xeR, 0<7t<2x, f'(r,x)#0 olacak sekilde C”-sinifindan bir fonksiyon

olsun. O zaman

Fix(z) > f(z,x(z))
donigimii X uzayindan Y uzaymna FQL-doéniigiimdiir.
Ispat: H,(S") Sobolev uzaymin sonlu

20

bell,? = [ Jx® () dz

0 =0

normuna sahip olan x(7) fonksiyonlarindan olustugu hatirlanacaktir. Burada x(7)

genel tiirevdir. f(z,x(7)) fonksiyonu bir kez diferansiyellenir ve sonra

integrallenirse,

F)7) = f(z,x(2))
= £ 3@ )+ [|17 @500+ £ (@ xoN 3 (@)

olarak bulunur. (Burada

f(@,x(2) = £ (20, %(5,)) + [ d] £ (0, %(0))]

dl(o.x@)]=|1. @50) + 1. (@505 (@) o

oldugu agiktir) H,(S") Sobolev uzayinda {e"” |z e[027)v ez } ortogonal baz ele
alinsin.
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x(r) e H (8') = x(7) = ixu.e"”

seklinde yazlabildigi H,(S') uzaymin tammindan agiktir. Burada x,, veZ,

Fourier katsayllandir. X, ,, ile qu.e“” ,Vx, €C, seklindeki fonksiyonlardan

luls’n
olusmus (2n+1)-boyutlu oklit uzayr  gosterilsin. 0] zaman

X, . ,<H,(S")cH,_ (S") oldugu agiktir.

2n+1
mH, (8')— H,_(S")
gomme donigiimii ve V7 igin
7. H (8> X,,.,

Taet (¥(7)) = 25, x(7) = ix,,.e""’

|lvisn

izdigamleri ele alinsin. 7 kompakt doniigiim oldugundan, bu doniigiime herbir simrh
bolgede 7,,,, doniigimleri ile diizgiin yaklagmak mumkindiir. $imdi

Jan (7, (x(2)) = [ (74, 705, (X)(7,)) +
+[[1) @ T KW + £, @ g (M. (@) o

fonksiyonu ele alinsin.

Fx(7) = S (7,2(2)

déniigimiinin FL-dontigiim oldugu gosterilecektir.



1) xl (T) > xz (T) € 7[2_:+1 (ao) 2 ao € x2n+l ? yani
Tyt (%1(7)) = 7,1 (%, (7)) = & = 7, ((x, +x,)(7))

olsun. O zaman,

f:‘,”l(x(r)) = J (%0, Bana (%) + X, )(7,)) + J-[fz'(o',ao) +fx' (0,2, )(x,(0) + (x, (o‘))'PO'

=| (o Tgpr (1 + 5 )@ + [ £, (a,ao)daJ+ [£. a0 (o + [ 1, (0.a0)x, (0)do

%o %o %

olarak bulunur. O halde @, €X,,, isin f2™ donigimd afin domigim olur.

a, € X,,,, keyfi oldugundan Va € X, , icin " doniigiimi afin doniigim ohur.

2) f. (z,x) #0 oldugundan f2™' donisimi X2*' ile F2™(X2"') arasmda afin
izomorfizm olacaktir.

3) X>™'>den olan elemanlarm (x, , |vj<n ) fourier katsayilan aym oldugundan
Vx,(7),x,(7) € X*™' elemanlannm f,*™*' donigimii altindaki gorintilerinin de
|u| < n numarah fourier katsayilari aym olacaktir. O halde,

2n +1=codim X2™!=codim f**!( X2™')
olur. Bununla

FHHH(SD) > H (ST
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doéniigiimiiniin FL-doniistim oldugu ispatlanmug olur.
Simdi f2™',n=12,..., doniisimlerinin Q% R >0, keyfi kiiresinde f déniigiimiine
diizgiin yaklagtiklan ispatlanacaktir.

mH, (S~ H,_(S)

kompakt doéniisim oldugundan VR>0 igin QF kiresinde 7,,,, — 7 (diizgiin)

yaklagir, yani  Vx(7) € QF elemam i¢in 3N > 0 sayis1 vardir 6yle ki Va> N igin
<) - s @), <8 V&0

olur. Gomme teoremine gore yeterince biyik X saylan igin H, , cC olur.

Buradan
be(t) - pr (x|, <5

oldugu bulunur. O halde Vx(f) eQ* c H, , Vt €[027] i¢in

(1)~ 7, (x(£))] < & (4.12)
olur. Ote yandan yine gomme teoremine gore; Vx € Q*

o)l < M)l <M.R

yani V¢ €[02z], Vx €Q" igin

le(t) < M.R
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dir.  f eC'([027]xR") ise VR=0 igin f donusumi [0.27]x[- MR, MR]
bolgesinde diizgiin sireklidir. =~ O halde Ve>0, 38-0, Vre[027] wve

Vx,,x, e[— MR, MR] igin ‘xl —le <J oldugunda
[f (rox, (0) = f(z,x,(2))] < & (4.1.3)

olur. f eC' oldugundan (4.1.3) kosulu f,’ve fx’ doniigiimlert igin de gegerlidir.

O zaman (4.1.2)’den x(7) e Q* , Vo €[0,27] igin

1. (@XON = £, (@ o (0P| < 2
ve

£ (©X(0N)~ £, (@1, (x(0))| <€
bulunur. Buradan Vx(z) € QF igin

FOND) = F XD = SUPIS (70, %(7) = f (7 T (3N )| +
. of

J[[7) @.x00- 1. @ A 0D) (£, @ 50N - £, @ T (M) (@) i

<ec+e2n+e2r=(4r+1)e

bulunur. O halde QF kiresinde f>™'— f (diizgiin) yakimnsak olarak bulunur.

Buradan
FH(SH)> H.(S")

doniigimiinin FQL-doniigim oldugu bulunur.
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FL ve FQL-doniisimlerine ait basit ornekler de verilebilir:
mH (S'Y>H, (S)

gémme doniigtimii,

m, H (S>> X, ., k=12,

yukandaki sekilde belirlenmig ve herbir sinirl kiirede 7 doniisiimiine diizgiin yaklasan

lineer izdiisiimler olsunlar. O zaman,

T, (x)”,,,_,! + 1). x

) R H(S) > H(SY) @ =(
FL-d6niigtimdir.
2) fH (S Hy(SY) , £ =(l70,, +1)x

FQL-déniigtimdur.

Bu durumda H,(S')’deki herbir simirh kiirede f™ dontgiimlerinin f donistimiine

diizgiin yaklagacaklan agiktir.

4.2. FQL-doniisiimlerin derecesi

Burada derece tammu basit halde belirlenecektir. f: X — Y FQL-donistimii tim X

uzayinda belirlenmis olsun ve f donisimi

el < @(|f(),) (4.2.1)



kosulunu saglasin. Burada @ herhangi pozitif monoton fonksiyondur. O halde
f)=y yet (4.2.2)

denkleminin tiim ¢oziimlerinin ||, sfb(uf (x)”Y) kiiresine ait oldugu agiktir. f
donisimuniin derecesi, deg(f), (4.2.2)’deki denklemin “¢oziimleri sayisi” olacaktir.

deg(f) ’nin kesin tammnt belirlemek igin bazi tammlan ve isaretlemeleri agiklamak

gereklidir.

f™, k=12,.., FL-donisumleri dizisi herbir QF = {x e X:J|, <R} kirresinde, f
FQL-doniigimiine dizgiin yakinsak olsun. Bu durumda (4.1.1) kosulu saglanir.

Simdi,
frx)=y yer (4.2.2)

denklemine bakilacak ve bunun Q%, R, =<I>("y"Y +26), 6>0, kuresindeki

¢oziimleri aramlacaktir. Bu problem sonlu boyutlu probleme getirilebilir.
m, X—>X, k=12,..

doniisiimleri f™ doénigiimlerine uygun olan izdiigimler olsunlar.

Q =nx, QHcx,

olarak gosterilsin. Va&Qf: icin n, -koboyutlu Y* = f*(X)cY dizlemi
belirlenir. n, -boyutlu Y/'1™ =Y oklit uzayr ele alnsin. Burada ‘L™, ¥
diizlemine paralel n,-koboyutlu altuzaydir. Y7 oklit uzaymin elemanlan F*

diizlemine paralel n, -koboyutlu diizlemlerdir.
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PrY>Y;
ile bu faktérlesmenin dogurdugu izdiistim gosterilsin.
E, ={@p: acQ® perz}

olsun. E, ’da

WU.,V)= {(a, py.acU,BePp? (V)}

komsuluklan yardimiyla topoloji belirlenebilir. Burada U cC Qf: , Vcr
komsuluklardir. O zaman E, ,Q° tabanh ve I* kath lokal basit vektor
tabakalagsma olacaktir. Qf: konveks oldugundan bu tabakalagma basit olacaktir.
ac Qf: igin ¥™ diizlemine ¥/'L™ = Y faktor uzaymnin elemam olarak bakabilir.

Bu yiizden

S@=1"  aeql

E, ’nin siirekli kesiZini belirlemis olur. £, *min diger kesigini
$°(@)=P," ()

olarak belirleyelim. Buradaki y elemam (4.2.2’) ifadesinin sag tarafidir. ¥ yeteri kadar
buyiik oldugunda (4.2.2") denklemini Q™ kiiresinde gozmenin

§%(a)=S"(a) (4.2.3)

denklemini Qf: kiiresinde ¢6zmeye denk oldugu gosterilecektir.



Gergekten de x Q™ elemam igin f™(x)=y oldugu farzedilsin. O halde
. (x) =y olacaktir. Burada x € X* ve a =r, (x) le: seklindedir. Bu ise Y *

diizleminin y noktasindan ge¢mesi demektir. Bundan dolay
S°(a)=S"(a)
olur.

Simdi $°(a)=S"(a) oldugu, yani Y™ dizleminin y noktasindan gectigi kabul
edilsin. O halde f*(x) = y olacak sekilde x € X™* elemam vardir. Fakat burada bir

zorluk vardir, x noktas: genellikle Q% kiiresinin diginda da olabilir, yani (4.2.3)
denkleminin o ¢6zimi “kenar” ¢oziim de olabilir. Simdi bunun mimkiin olmadi
gosterilecektir.

Onerme:4.2.1. xeX, 7, (x)eQ, ve f™(x)=y olsun O zaman x €Q®

olacak gekilde 3k, ,k >k, , sayis1 vardir.

ISPAT: (4.1.1) denklemine gore yeteri kadar biiyitk & sayillan ve Va € Qf: i¢in

<C, |uom|<c

|

S
[/ 4

olacak gekilde 3C > 0 sayis1 vardir. O halde y noktasimn 7, -1 (Qﬁ) bolgesinde ters
gorintiisii varsa Q% kuresine aittir. Burada C, =C(1+|)y|, ) dir. Herbir sinurh

bélgede f™ donigimi f donigimine dizgiin yakinsak oldugundan

o =SUplf@ - @), <8

xeQ®

-
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olacak sekilde yeterince buyiuk 3k, ,Vk>k,, sayist vardr. Burada &, Ry'in

tammindaki gibidir. O halde eger x ¢ Q® ise, R, </, < C, olur, bu halde ise

ol =@l =1f -] =l +28)-5=]+6

olur. O halde x noktasi, y noktasinin ters goriintiisii olamaz, yani [x|< R, dir.
Boylece (4.2.2") denklemi yerine sonlu boyutlu (4.2.3) denklemi alinabilir. O halde

S ™ donusiiminin derecesi

S(a)=8"(a)-S'(a)

sonlu boyutlu doniigimiintin derecesi olarak belirlenebilir.
Tanim:4.2.1. deg(f™ )= deg(s(a))

deg(f™) ; isareti kesin olarak belirlenemez, modilce degismezdir. Denklemin
¢oziimiiniin varlig1 igin isaret 6nemli degildir. f™ — f oldugunda deg(f™),

k=1,2,..., dizisinin sabitlestigi ispatlanabilir, yani
lirp deg(f ™) = sabit
olur. Bundan dolayr f FQL-doniigimiiniin derecesi agagidaki sekilde belirlenir.

Tanim:4.2.2. deg(f)= lim deg(f™)

4.3. FQL-ddniisiimiiniin derecesinin dzellikleri

Teorem:4.3.1. f FQL-doniigiimii igin (4.2.1) kosulu saglansin ve deg(f)# 0 olsun.

O zaman (4.2.2) denkleminin Vy €Y elemam igin ¢6ziimi vardir.
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Teorem:4.3.2. f,, t €[0,1], herbir kirede ¢’ye diizgiin siirekli bagimh olan FQL-
donigiimler olsunlar ve V¢ e[O, l] igin (4.2.1) kosulu saglansin. Burada @ donisimi

de ¢ ’den bagimsizdir. O zaman;

1) deg(f,)= sabit

2) Belirtilmis herbir Vy €Y elemam igin f,(x) =y denkleminin ¢éziimleri kiimesi

X x [O,l] bolgesinde kompakttir.

Bu teoremler f déniisimine f™ dénusimleri ile yaklasarak ispatlanabilir.



BOLUM 5
OZEL QUAZI-LINEER DONUSUM ve BU DONUSUMUN DERECESI

5.1. FSQL-Déniisiimler

H,, H, gercel Hilbert uzaylari, ||. [l,, ||. [, sirasiyla bu uzaylar iizerindeki normlar,
{X ;’}, a €M,, H, Hilbert uzayinda »n-koboyutlu ikiser ikiser aynk «’ya gore
siirekli olan kapali diizlemler ailesi ve M, n-boyutlu C” -manifold olsun. {Ya”} ailesi

de H, Hilbert uzayinda benzer ozelliklere sahip bir aile olsun. M, =UX .
N,={JY; olarak gosterilsin. z:M, - M, , P.N, > N, izdusimleri asagidaki
B

sekilde belirlensin:

mx—a , efer xeX,

Py B , efer yely

O zaman &= (x,M,,M,) ve n=(P,N,,N,) tglilerinin afin tabakalar olduklan

agiktir.

Tanm:5.1.1. f: M, — N, sirekli doniigim olsun. Eger Va e M,, igin

X,

fe=f
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X, duzleminden belli bir Y, dizlemine tersi olan afin donisiim , £ € Aff (X7, Y,
ise ve f donigimleri a’ya gore siirekli iseler, f dondsimiine Fredholm Ozel

Lineer (FSL) d6niisiim denir.

f:M_— N, FSL-doniisimiinin & ve n tabakalan arasinda bimorfizm dogurdugu

agiktir.

FSL-déntgiminin keyfi Q, _ﬁcﬂn, bolgesine daralmigina da FSL-donisiim

denilecektir.

Q, QcM,, H, Hilbert uzayinda siirh bolge ve f:Q — H, FSL-doniisim olsun.

O zaman

I, = sup int{C|s2 ), <Ca+ld). e, <ca+]ire),)x e x:}
X7 Q=0
olarak gosterilir.
Tanmm:S5.1.2. f:Q — H, siirekli donigiim olsun. Eger
Il <c@ . vi-i@ (5.1.1)

sartim saglayan f":Q— H, ,i=1,2,..., FSL-doniugimleri dizisi Q bolgesinde f
doniigimiine diizgiin yaklasirlarsa ve C(Q), i(Q)<i’ve bagimh degilse, f doniigimiine

Fredholm Ozel Quasi Lineer (FSQL) déniisiim denilir.

Tanim:5.1.2' f:H, — H, sirekli donusim olsun. Eger keyfi Qc H, sirh
bolgesinde f donisimine FSL-donugimleri ile diizgin yaklagmak miimkiin ise f

déniisiimiine FSQL-doniigiim denir.



T

X™ ve X", H, Hilbert uzayinda sirasiyla m ve n-koboyutlu iki kapal diziem

olsunlar (m>#n). Bu diizlemlerin herbiri H, uzaymin baslangig noktasindan

kendisine paralel olarak gegirilsin ve bu durumda eide edilen altuzaylar "X™ ve "X "

ile gosterilsin.

Tanim:5.1.3. Sin(X",X")=8uUp {p(x,‘X”): xe' X" B, (1)} sayisma X"

xe'X”

dizlemi ile X" diizlemi arasindaki aginin siniist denir.

Burada B, (1), H, Hilbert uzayinda merkezi baslangi¢ noktasinda yarigapt bir olan

kiiredir.

Teorem:5.1.1. f:H, - H, FQL dénisimi keyfi Qc H, smirl, actk bolgesinde

diizgiin siirekli ve simrhdir.

ispat: 1) f":Q—> H, FL-donusimi Q bolgesinde f doéniisiimine belirlenmig g > 0

sayist kadar yaklagsin, yani

lFeo - £, <& VxeQ (5.1.2)

olsun. Ayrica {X . } H, uzayinda f" FL-donisiimiine uygun » -koboyutlu paralel

ve kapal diizlemlerden olusan bir aile olsun. Tanim geregi

fr=rx

o’ya gore sureklidir.  Genelligi bozmadan B = {a: X nQ= @}’nin R" oklit
uzayinin altuzayr oldugu kabul edilebilir. B kompakt oldugundan f., a € B, a’ya
gore diizgin sireklidir, yani belirli bir Q bolgesi Ve>0, 36,6, =0, Va,,a, €5,

, =<6, Vx eX; nQ Vx, eX », N elemanlan igin

"al ™
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ey = £ (x)

||x,—x2|<(52 = , <€ (5.1.3)

olur. X dizlemleri paralel olduklarindan V6, >0, 36, >0, Vx, € X}, Vx, € X

elemanlart igin

”xl —x:”] <0, = ”al —azlw <4

olur, yani x;, ve x, elemanlanmn yakinhgindan bunlara uygun olan @, ve «,

parametrelerinin  yakinhg  bulunur. Bundan dolay1 Ve>0, 36, >0,

Vx, € X; N, Vx, e X; nQ elemanlan igin

<¢ (5.1.3")

”x, ’xz”, <0, @

fa’:(xl)—fa’:(x‘l) ,

olur. Simdi B kompakt kimesinin, VaeB, 3i e{l,...,k}, 36, >0,

Vx, € X; nQ, Vx, eX; NnQ elemanlan igin

<e (5.1.3")

"xx - X,

<6, =
1

fan(xl)_fa':(x?.) )

olacak sekilde, @,,,,...,a,, & -agl alinsin. f" FL-doniisimi sirekli olduSundan
fr, Va, afin donisimi dizglin sireklidir. Boylece Ve>0, 36, >0,

Vi e{l,...,k}, Vx,,x, € X, elemanlan igin

<€ (5.1.4)

“xl =X, <9, =

ftz','(xl)—fa’,’(xl) a

olur. (5.1.3") ve (5.1.4) ifadelerinden 36 < min{é’:,é’}}, Vx,,x. € Q elemanlar i¢in
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f"(x,)-f"(xz)l2 <3¢ (5.1.5)

"x,—x.'2 ]<5:> l

bulunur.  Buradan (5.1.2) ve (5.1.5) ifadeleri kullamlarak Ve>0, 36 >0,

Vx,,x, €Q elemanlan igin

e x| <8 = |f(x)- £(x2)

2<5£

bulunur, yani f FQL-donigimi Q bolgesinde diizgiin siireklidir.

2) Simdi f FQL-dontgimiinin Q bolgesinde sl oldugu gésterilecektir.

[, Va, donisimlerinin afin ve siurhi olduklan biliniyor. O halde 3A7 >0,

vie{l,. k}, vx e X; NQ elemanlan igin

fae, =M

olur. (5.1.3") ifadesi kullanlarak Vx eB, 3a,, Vxe X;NnQ, Vx' e X; nQ

elemanlan igin

<

2

- £20e7)

S (x')“2 +  SM+e (5.1.6)

S ()

olarak yazilabilir, o halde f” FL-dontgima Q bolgesinde siirhdir. (5.1.2) ve (5.1.6)

ifadelerinden Vx € Q eleman igin

e - fol, s M+ 26

lreol, <l

2

bulunur, yani f FQL-d6niisimi Q bolgesinde sirhdir.
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Teorem:S.1.2. f™:Q — H, FL-d6nisim olsun. O zaman Q bélgesinde f™

donigiimiine diizgiin yakinsak olan f":Q — H, FSL-doniisiimleri vardir.

Ispat: {X ;"’}, S™ FL-doniisimiine uygun n,-koboyutlu paralel diizlemler ailesi

olsun. Q simirlt bolge oldugundan B:{a: X mQ:tQ)} kiimesinin kompakt
oldugu agiktir. Bundan dolay: { [l a eB} afin dontgiimler ailesi B kiimesinde
o’ya gore diizgin sireklidir. O halde {Ya"°: Yo =fr(Xr), a eB} diizlemler ailesi

diizgiin sireklidir. Buradan Ve> 0, Va €B, 3¢, € {a, sy, O }'elemanlan igin
sin(Y,*,Y;*) < ¢ 5.1.7)

olacak sekilde sonlu sayida 3a,,@,,...,a, €B elemanlarnin varoldugu agiktir. Ya':" .
i=1,....,k , dizlemleri H, uzayinda herbiri kendisine paralel olacak sekilde baslangig
noktasindan gegirilsin ve bulunan £ -sayidaki altuzaylar H, uzayinda kesistirilsin. Bu
sekilde bulunan altuzay Y™ ile gosterilecektir (m > ny). Y: , =1,.. .k, dizlemleri Y™
altuzayina paralel ve m-koboyutlu diizlemlere pargalansin. (5.1.7) kosulu

saglandigindan Y™ altuzaym herbir Y diizlemlerine dik olarak izdiigiirmek
mimkiindiir. Boylece herbir Y diizlemi m -koboyutlu kendi kendisine paralel
dizlemlere pargalanacaktir. Sonunda asafidaki kosullan saglayan m-koboyutlu

{rm,: (a,8) eBx ™™} duzlemler ailesi clde edilir.

L ynler Va, VA.B
2. =1, ve

3. sin(Y, 5,1, 5) <€ Va,,a, eB, V4,5, ¢R™™

[+
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S, Ya, afin izomorfizm oldugundan herbir X° diizlemini ()" dénisimini
kullanarak m -koboyutlu paralel X, = ( f;")"(Ya""p) alt diizlemlerine pargalamak
miimkiindiir. Elde edilen {X - ﬂ} ailesi (a,p) siftine gore siirekli olacaktir, ¢iinka
(f)™" déniigiimleri a’ya gore siireklidir. Herhangi bir Y, 5 dizlemine dik olan nz-
boyutlu ¥, — H, altuzaymna bakilsin. &> 0 sayisi yeteri kadar kigiik oldugundan Y,
altuzay: herbir ¥, diizlemi ile yalmz bir noktada kesigir. Bu noktalarin herbirinden
Y, 5, dizlemine paralel m-koboyutlu 'L duzlemi yapilsin. O zaman {‘};f’;,} strekli

paralel diizlemler ailesi elde edilir. Teorem:5.1.1. geregi f(Q) kiimesi simirlidir, yani
bu kiime yeteri kadar biiyiik R ,R>0, yanigaph kiirenin, B,(R), i¢indedir. Yapiya

gore;
sin(Y,;,’F;) < ¢ Va,B

olur. >0 sayisi yeteri kadar kiigiik ahmrsa Y, ve 'L dizlemleri B,(R)

kiiresinde de birbirine yeteri kadar yakin olacaklardir.

Pr Ky L Va,p

dik izdastimler olsun. P, izdasimi («,f) ciftine gore siireklidir ve yapiya gore

Va,f ,VyeB,(R)nY; iin

Pr,()-), <&
olur. Simdi asagidaki doniigiim ele alinsin.

STQ-H, frf(x)=Piief"(x), xeQn A7, (5.1.8)
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Yapiya gore f7:Q — H, doniisimiiniin FSL-d6niisim oldugu ve

Lfm ()~ £ (x)

, <€ Vx )

oldugu agiktir.

Benzer olarak bu teoremin tersi olan agagidaki teoremi de ispatlamak mimkuindir.

Teorem:5.1.3. f™:Q — H, FSL-dénisim olsun. O zaman Q bolgesinde f™

doéniigimine diizgiin yakinsak olan f":Q — H, FL-donastimleri vardir.

Teorem:5.1.2. ve Teorem:5.1.3 geregi FSQL ve FQL donusimleri siniflarinin ayn

oldugu agtktir.

Not: i) Teorem:5.1.1. FSQL-déntgtimi i¢in de dogrudur.

ii) Teorem:5.1.2.°deki metotlar kullanilarak asagidaki teoremi de ispatlamak

miimkiindiir.

Teorem:5.1.4. f.H, —> H, , g H, — H,; donisimleri FSQL-donisiimler olsunlar.
O zaman gof:H, — H, donisimi de FSQL-doniigimdir. Burada H, gergel

Hilbert uzayidir.

FQL ve FSQL-doniisiimlerinin aymihg kullanilarak FSQL-d6niigiimiine 6rnek olarak

asagidaki doniigiim verilebilir.

f :[0,271') x R — R C-sintfindan déniisim olsun ve f, 20, (Vr,x). O zaman

fH(SY->H.(S) k22
fix(@) e f(z,x(7)) x(r) € H,(S")



doniigiimii FSQL-d6niistim olacaktir. Burada

211 &
H,(S")= {x(r): Ixl? = j > e (o) dr < oo}

0 I=0

Sobolev uzay:dir.

5.2. FSQL-~Doniisiimiin Derecesi

f:H, - H, FSQL-doénigim olsun ve

Il < @(F (), G.2.1)
kosulu saglansin. Burada ® herhangi bir pozitif monoton fonksiyondur. O zaman
f(x)=y, Yo €H, (5.2.2)

denkleminin tiim ¢oziimleri

Q= {x’ Ixl, < (D(lLVo "z)}

kiiresinde bulunacaktir.

f donisimiinin derecesi, deg(f), (5.2.2) denkleminin “goziimleri sayisidir”.
deg(f) ’nin tam tammm verebilmek i¢in bazt kavramlan belirtmek gereklidir. { I } ,

k=1,2,..., FSL donisimleri, Q%, R, = ®(ly,|, +26), § > 0, kiiresinde

|

| <cC Vk >k,

T




olacak gekilde f doniigiimiine yaklagsinlar.
S (x) =Yy, (5.2.3)
denklemine bakisin ve QF kiresinde bu denklemin ¢ozimleri aramism. Bu

problemi sonlu boyutlu probleme getirmek mimkiindiir. Gergekten de herbir f™

donigumi iki tabaka arasinda bimorfizm dogurdugundan bu doniisiim bu tabakalarin
bazlan olan M, ve N, n -boyutlu manifoldlan arasinda sonlu boyutiu

g, M, — N, donisimini dogurur, burada

g, (a)=p X =

dir. y, €Y' olsun. O zaman (5.2.3) denklemi sonlu boyutlu

g, (a)=h (5.2.4)

denklemini dogurur.

Lemma:5.2.1. (5.2.3) denklemini ¢6zmek (5.2.4) denklemini ¢6zmeye denktir.

Lemma:5.2.1’e dayanarak agagidaki tamim verilebilir.
Tanm:5.2.1. deg(f™) = deg(g,, )

Teorem:5.2.1. f",f":Q-> H, FSL-doniisimleri Q bolgesinde birbirine yeteri

kadar yakin ise o zaman

deg(f") = deg(f™)
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olur.

Teorem:5.2.1 kullamlarak asagidaki tamm verilebilir.

Tanim:5.2.2. deg(f) = lim deg(f™)

Burada f™ , k=1,2,...,, donasimleri FSL-dénigtimlerdir ve bu donigimler Q
bolgesinde f FSQL-doniisiimiine diizgiin yakinsaktir.

5.3. Derecenin Temel Ozellikleri

Teorem:5.3.1. f FSQL-domigimia i¢in (5.2.1) esitsizlifinin saglandifn ve
deg(f) # 0 oldugu kabul edilsin. O zaman (5.2.2) denkleminin keyfi y € H, elemam

icin ¢Oziimi vardir.

Teorem:5.3.2. f FSQL-doniigiimii (5.2.1) kosulunu saghyorsa

deg(f,yl)=deg(f,J’z) V1>Y; EHZ

olur.

Teorem:5.3.3. f, , ¢ e[O,l], FSQL-doniigimler ailesinin #’ye gore (herbir smrh
kiirede diizgiin) siirekli oldugu ve (5.2.1) esitsizligini sagladigi kabul edilsin, bu
durumda @ donigiimii #den bagimsizdir. O halde,

1) deg(f,) = sabit
2) f,(x)=y denkleminin ¢6ziimleri kiimesi herbir belirtilmiy y elemam igin

H, x[0,1] de kompakttrr.

Teorem:5.34. f:H, - H, ve g H, > H, FSQL-doéniisimler olsunlar ve bu
dontgimler agagidaki kosullan saglasinlar.
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lIxl, < g1 (x)

b, <edeol,) vyen, (53.2)

,) xeH (5.3.1)

Burada H,,H,,H, Hilbert uzaylar, ¢, ¢ pozitif monoton artan fonksiyonlardir. O

zaman
deg(g o f) = deg(g).deg(f) (5.3.3)
olur.

Ispat: go f bileske doniisimii W ile gosterilsin.

Y=gofH - H, F(x) = g(f(x)).

2, € H, elemam alinsin. O zaman

¥(x) =z, (5.3.4)

denkleminin tiim ¢6ziimleri

”x”] < d(o( 3))

~»
“0

kiiresine ait olacaktir. Gergektende ¥(x,) =z, olsun.

= 8(f(x)) =z,

= e, < olz),)

<o

olur. ¢ monoton artan fonksiyon oldugundan
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#(r <o)l < dodzo],
yazilabilir. (5.3.1)’e gore
Ixo], < #df el

dir. O halde

ARYICA D)

‘zo ’3 ) yangaph

olur. Simdi W™, k=1,2,..., FSL-donigimleri dizisinin C, = C(1+
kirede W donugimine dizgin yaklagtigi kabul edilsinn. Burada C, FSQL-

donigtimiin tammindaki gibidir.
¥ (x) = 2, (5.3.5)

denklemine bakisin ve R, =¢(¢("zol| s +20)), 6 >0, yangaplhi kiirede (5.3.5)
denkleminin ¢6ziimleri aranilsin. Bu problem sonlu boyutlu probleme getirilebilir.
{X o }, {Z,”'} aileleri W™ donusimlerine uygun mc-koboyutlu dizlem aileleri
olsunlar. Bu ailelerin afin tabakalar geklindeki ifadeleri (X,z™,M, ), (Z,9™,L,)

olsun. Burada

x=x» cH,
™ X->M, " (x)=a , xeX} ise
z=Uzr cH,

14

q*Z - L, qr () =y , zeZp ise
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M, ve L, m-boyutlu manifoldlardir.  FSL-donisimin tammna gore ‘P™

donisiimi bu tabakalar arasinda bimorfizm dogurur, bu 'Y, ile gosterilsin. O halde

pr
X s Z
I‘I "k q "l
v \P'-» \V
n > L,

diyagram komutatiftir, yani
lP o]'[nk ___.qn} O\P""

olur. x,, (5.3.5) denkleminin ¢6ziimii olsun, yani

Y™ (x,) =z,

olsun. 7" (x,)=¢a,, q™(z,) =y, olarak alinsin. Yukandaki diyagramdan

¥, (@) =7, (5.3.6)
oldugu agiktir, yani «,, ‘¥, (@) =y, sonlu boyutlu denkleminin ¢dziimi olur.

Simdi tersi farzedilsin, yani @, sayisi, (5.3.6) denkleminin ¢oziimii olsun. Bu durumda

Ix, € X ;': W™ (x,) =z, oldugu agiktir. (5.3.5) denkleminin ¢dziimii olan x, igin

“x,) “1 < R, kosulunun saglandig: gosterilecektir.
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Lemma:5.3.1. x, € X elemant alinsin. y =T (X,) €M, olsun. O zaman

Y™ (x,) =z, ise "xn " , S R, olacak sekilde &, say151 vardir(k = k,, ).

ispat: FSL-doniisimiinin tanim geregi Va e M, ve yeteri kadar biyiik k sayilan

icin

<C lewzy|<c

n,
|

kosullari saglanir. O halde x, € X elemam (5.3.5) denkleminin ¢ozimi ise

x, €(z™)™ (M, ) oldugundan
||xo“] <C C(1 +“20”3) =G
olarak bulunur. &, sayisinin

@ - pn

= Sup "‘I-’(x) = 4 (x)”3 <d
x€B(C)

B (Cy)

kosulu saglanacak sekilde yeteri kadar biiyiik oldugu kabul edilsin. "x0 "1 > R, olsun.

O zaman R, < "xo "1 =< C, olur, bu durumda

~ ("20 "3 +20)-6= ”20”3 +6> ""0”3

P (e, 2 e, - - e

B(Cy)

oy

olarak bulunur. O halde x, noktasi z, noktasin ters goriintiisii olamaz. Buradan
(5.3.5) denklemini, B,(R,) kiiresinde ¢6zmek ile sonlu boyutlu (5.3.6) denklemini,
" (B,(R)) < M,  kimesinde ¢ozmenin denk oldugu gorilir. ¥ dontsimii

(5.3.1) ve (5.3.2) kosullanm sagladifinda bunun igin de derece tamm vermek
miimkindiir. O halde f, g ve ¥ donigiimlerinin herbirinin derecesi vardir.



f".n=12,., veg", m=12,.., donisimleri FSL-donisimler ve {f"} dizisi
B,(R,), R, =¢(¢("zn"+26), &>0, kiresinde f doénisimine, {g™”} dizisi de
B,(R), R = qp("z,,”3 +26), 8 -0, kiresinde g donisumiine dizgiin yakinsak
olsunlar. {X . } {Y;} aileleri f" donisimine ve {Yy’"} {Z;}aileleﬁ de g”
donisimiine uygun olan aileler olsunlar. Teorem:5.1.1’e gore f" donugimi herbir

sinirh Q < H, bolgesini siurlt f"(Q) < H, kiimesine déniigtiirir. O zaman

B={BeN, f(nY; =2

kiimesinin kompakt oldugu agiktir. {Y;} ailesi B kiimesinde duzgin stirekli

oldugundan V5 € B i¢in
dist(Y; "B, (R), Y; N B,(R) <& 3i e{1,2,.... k} (5.3.7)

kosulu saglanacak sekilde 3B,4.,....B5, €B elemanlan vardir. (Burada B,(R),
f(Q) c B,(R) c H,, kosulunu saglayan R yanigaph kiredir.) Bu ise aym1 zamanda

sin(Yy, Yj)<¢ (5.3.8)

olmast demektir. Y,},’, k=1,2,..k , dizlemleri H, Hilbert uzayinda koordinat

baslangigindan gegirilsin ve elde edilen bu uzaylarnn arakesidi Y" (nx=n') ile

gosterilsin.  $imdi Yy, k=1,2,...k , diizlemleri ¥ " altuzayma paralel »n’-koboyutlu
diizlemlere pargalansin. (5.3.8) ifadesini kullanarak V3 igin Y, diizlemi uygun Iy
diizleminden ortogonal izdiigimle n’-koboyutlu paralel dizlemlere pargalansin.

Bulunan bu sirekli aile {Y;'A} ile gosterilsin. Yapiya gore V3, Vﬂ;, ﬂz' igin
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r
8.8

¥
b5

ve Y(R.8), (B.A) igin

in(¥"” ., ¥Y" .
sm(YM" R )<¢& (5.3.9)

olur. Herhangi bir Yﬂ:’ﬂ. diizlemi ele alinsin ve bunun A, uzayindaki ortogonal

tamamlanmast Y, ile gosterilsin. O zaman (5.3.9) ifadesine gore Y,

VY, diizlemine transversal olacaktir. Bundan dolayr V(4,4') igin Vs AY, bir

noktadan ibaret olur. Bu noktalanin herbirinden Yﬁ:'ﬂ, diizlemine n’ -koboyutlu

20

paralel diizlemler gecirilsin ve bunlar uygun olarak ‘)[,"} ile gosterilsin, Yapiya gére

5 =U¥,
n-koboyutlu diizlem olacaktir ve bu B,(R) kiiresinde ¥, diizlemine yeteri kadar

yakin olur. Simdi agagidaki doniigime bakilsin.

fl”:Q—>H2 ’ fl?a E~f1” x;

Sia(x)=Pg o f (%) xeX,, Ja =S

-4

Burada P;:Y; — 1" ortogonal izdiigimdiir. Yapiya gore f” FSL-donisimdir ve

vx € Q i¢in

R - fr )| <&

|

olur.



Lemma:5.3.2. deg(f,") =deg(f").

Heriki FSL-doniisim M, ve N, bazlan tzerinde aym bir f,:M, — N, déntsimi

dogurduklarindan
deg(f,") = deg(f,) = deg(f")
olur.

Simdi {‘};"} ailesi, {}g’},} paralel diizlemler ailesine pargalansin. O zaman f"
doénisimiinin sirekli {X;':/,, X2y =, 1")"1(‘},’,_'};')} ve {),;",,} aileleri arasinda FSL-
donugiimi dogurdugu agiktir. Bu aileler izerinde f," déniisimini f” olarak

gosterilsin.

Lemma:5.3.3. deg(f")=deg(f").

{X ;’:ﬂ.} ve {){,’;} ailelerinin bazlan sirastyla M, ve N, ile gosterilsin. Tamma

gore;
deg(f,") = deg(f,,)

oldugu biliniyor. Burada f,:M, — N, donigimi, £ dénigiminin bir
bimorfizm gibi bazlar arasinda dogurdugu sirekli doniisimdir. Yapiya gore;
M, ,x,,M,)ve(N,,P.,N,) sonlu (n—n)-boyutlu afin tabakalar olacaklardir.

Burada

T, M,>M, z,(a,pf ) a

P.N,—>N, P.:(B.B)— B
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seklindeki donigimlerdir. Bundan dolay1 f,.:M, — N, donigimi bu tabakalar
arasinda bimorfizm olacaktir ve bunun bu tabakalann bazlan arasinda dogurdugu

doniisim ise f,: M, —> N, donusimi olur.

fn’
M, > N,
z, P,
/.
M, s N,

O halde
deg(f, } = deg(f,)

olur. Yukandaki esitlikler de dikkate alimrsa
deg(f,") = deg(f,")

oldugu elde edilir.

Aym yap1 g” doniigiimii {izerinde de yapilirsa {Y;";} ve {Z;’f;,} duzlemler ailesi ve

bunlar arasmda g™ FSL-doniisiimii bulunur, g™ donisima B,(R)’de g”
donugiimiine yeteri kadar yakin olur ve boylece

deg(g™ ) = deg(g"™)

oldugu bulunur.
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Not: Yapiya gore V(é’l,é']'), (é':,é‘:’) igin

VAN VA
.0y 5.5
oldugu agiktir.

{Y,"'J} ailesine yukandaki gibi, B,(R) kuresinde paralel dizlemlerden olusan

{Ij':‘, 5»}, (m" >m'), ailesi ile yaklagilsm. Burada da Vy,8’ igin ‘Y7 = UZ"; 5"
57

m' -koboyutlu diizlemler olacaktir ve siirekli {ijﬁ} ailesi B,(R) kiiresinde {Y"',}

ailesine yeteri kadar yakin olur. Simdi asagidaki doniisim ele alinsin.

glm':B:(R) - H, g:;_&' = glm' "

nt'

ghsN=8"5°P0) . yeli . &s=8"|m

Burada P/,:'L%5 — I ortogonal izdisimdiir. Yapiya gore, g’ FSL-donigim

olacaktir ve
deg(g") = deg(g™)

oldugu agiktir. Simdi {);' 'Z} ailesi {}ﬂs} paralel diizlemler ailesine pargalansin.
{I;’;,} ailesi de paralel diizlemlerden olustugundan bu aileler kesigtirilebilir. Bu
kesisim ailesi {Y,,’} ile gosterilsin. g FSL-doniigiimiine {Y,:} ailesinde bakilsin. O

zaman g" , FL-donisim olacakur. g doniisumi, g! olarak gesterilsin.

{z::2) = gt}
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siirekli ailesi ele alinsin. Herhangi bir Z;’"J, diizlemi belirtilsin ve diger Z‘;"‘>

diizlemleri bu dizlem iizerine ortogonal olarak izdisirilsin. Bu durumda {Z ,',} ailesi

de Z™ . diizlemi iizerine izdiisiiniilecektir ve sonug olarak Z™ . diizleminde {Z,,’}

o
0,90 G0,

siirekli ailesi bulunur. {Z,’} ailesine Z‘;’"J. diizleminde yukandaki yapilara benzer
olarak (B,(R')N Z(;"'J. bolgesinde) {;’,,} paralel diizlemler ailesi ile yaklasilsin.
Tiam Z(:‘:I.o‘u' diizlemi Z',, /' — koboyutlu paralel diizlemlere pargalansin. Sonra bu

parcalanma ortogonal izdisiim kullamlarak tiim Z;_"ﬁ, diizlemlerine gegirilebilir ve bu

sekilde bulunan paralel diizlemler ailesi de {Z ;5,_,,_,1,} ile gosterilsin. Bu durumda g
doniigiimi, kendisine yeteri kadar yakin olan g7 doéniisimii ile yerdegistirebilir. O
zaman g; donusimi de FSL-doniigiim olacaktir ve g" gibi aym diizlemler arasinda

afin izomorfizm olacaktir. Yaptya gore,
deg(g") = deg(g?")

olur.

Simdi

(st Vhpon = @Y 2}

ailesi ele alinsin. g7, bu aile ile {Z,;:;,,,,,,,,} ailesi arasinda FSL-donisim olacaktir.

Bu durumda g7 dénigimii, g" ile gosterilsin. O zaman

deg(g?) = deg(g")

oldugu agiktir.



Simdi
(X Xy =) ()

ailesi ele alinsin. £ dénisimii {\’i,,,,,} ve {Y,",”} aileleri arasinda FSL-

doniigiim olacaktir. Bu durumda £ donisimii f' ile gosterilsin. Yukandakilere

gore
deg(f," ) =deg(f")
olur.

" . i . o o
{X ‘;.5,_,,.,7,}, {X,-'.‘,‘.‘,,‘,,,} ve {Za,,s'.,,,,,'} ailelerinin bazlan sirastyla M., N, ve L,

olarak alinsin. O zaman tanima goére;

deg(f") = deg(f,)
deg(g") = deg(g,.)

olur. Yapiya gore 4" =g’ o f" FSL-déniisiim olacaktir. Bunun dogurdugu sonlu

boyutlu déniigiim
h.M,— L,

ile gosterilsin. Yapiya gore
h.=g.of,

oldugu agiktir. Buradan ise
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deg(h,. ) = deg(g, ).deg(f,)

bulunur. O halde

deg(h") = deg(g").deg(/ ")

olur.

f" FSL-dontusimi f donisimine, g” FSL-donisimi g doéniigiimiine yeteri
kadar yakin ise yapiya gore 4" FSL-déniisimii de ¥ doniigiimiine yeteri kadar yakn

olur. Bundan dolay

deg(f) = deg(f")
deg(g™) = deg(g)
deg(h") = deg('P)

bulunur. Yukandaki esitlikler gozoniine alinirsa

deg(\Y') = deg(g).deg(f)

oldugu bulunur.
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