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YAPILA SMI S MATR ISLERDE YER DEGIiSTIiRME OPERATORLER i VE
ONLARIN TERSLER i

Cuneyt YAZICI

Anahtar Kelimeler: Yapilasmis Matrisler, Super Hizli Algoritma Tasarimi, Yer
Degistirme Ranki, Yer Dgistirme Operatorleri, Yer D@stirme Operatorlerinin
Tersleri, Yer Dgistirme Uretecleri, Daraltmdslem, Gengletme.

Ozet: Uygulamali matematik ve mihendislikteki sit problemler, yapilamis
matrisler yardimiyla lineer cebir problemleri olardade edilebilir. Bu amagla, bu
calismada [5] takip edilerek en temel matris problenmiéen biri olan bir matrisin
bir vektdrle carpimi probleminde, yaputais matrislerin etkin roli hakkinda bilgi
verilmistir. Ayni zamanda, yapianis matrisler yardimiyla, stuper hizli algoritma
tasarlamak icin kullanilan ydntemlerden bir tanésnitilmstir: Yer deSistirme
operatori yontemi. Bu tanitim biglem dongusa yardimiyla verilgtir. Son olarak,
bu islem doéngusinin samalarindan olan gemétme aamasiyla ilgili pek cok
uygulama verilmitir.
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DISPLACEMENT OPERATORS IN STRUCTURED MATRICES AND
INVERSES OF DISPLACEMENT OPERATORS

Cuneyt YAZICI

Keywords: Structured Matrices, Superfast Algorithm Designsidacement Rank,
Displacement Operators, Inverses of Displacementer@eprs, Displacement
Generators, Compress, Operate, Recover.

Abstract: Various problems in applied mathematics and engingecan be
represented as linear algebra problems via stredttomatrices. To serve this purpose,
in this thesis following [5], efficient role of stctured matrices in matrix vector
multiplication is analysed, which is one of the mésndamental linear algebra
problems. At the same time, one of the methodsd @isr superfast algorithm design
is introduced: Displacement operator method. Tigoduction is given via a
flowchart. Finally, many applications on the recgvstage are given.
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GIRIS

Yapilasmis matrislerden teknoloji ve habegtaenin birgok alaninda faydalanilir. Bu
alanlara 6rnek vermek gerekirsgarnet ve goruntiisieme, sayisal 6ngort analiz
yontemleri (sayisal sesléme), kodlama teorisi, petrol arama sadece birckaOte
yandan yapilgnis matris algoritmalarindan bazilari Pade yailkta, surekli kesirler,
klasik algoritmalar (Oklid, Schur, Nevanlinna, Laoz, Levinson v.b.) dir [1-4].

Bu calsmada, yapilgmis matrislerin siper hizli algoritma tasarimindakkiret
rolinden detayl bigekilde bahsedilnstir. Bu amagla, [5] nolu yayin takip edilerek
pek cok detay verilngtir. Ozellikle yapilamis matrislerin  matris vektor
carpimindaki dgiik maliyetine vurgu yapilmive bundan yararlanarak algoritmalarin

hizinin nasil artg aciklanmgtir.

Bolum 1 de dier bolimlerde yarar §lyacak bazi tanim ve teoremler tanitgim
Algoritma hakkinda genel bir bilgi verilip matrisektor carpimi icin gegtirilen
temel iki algoritma tanitilgtir. Bu algoritmalarin genel matrisler kullanilarak

yapilan matris carpimi tzerindeki etkisinden bahlsegtir.

Bolim 2 de yapilgmis matrislerin 6zellikleri verilip en ¢ok kullanilapapilagmis
matrisler tanitilmgtir. Bu yapilamis matrisler birbirine déngebilmektedir [6]. Stper
hizli algoritma tasariminda bu matrislerden naarbglanildgi bir islem dongusiuyle
gosterilmi olup bu slem déngisuninsamalarindan detaylica bahsedytini Matris
vektor carpimi bakimindan yaphals matrisler kullanildginda maliyetin dgtigu
vurgulanmgtir. Bu amacla yapiknis matrislere uygulanacak olan iki 6nemli lineer

operator tanitilngive bu operatorlerin 6zellikleri detayl iekilde verilmitir.

Bolum 3 de yapilgmis matrislere uygulagimiz operatorlerden sonra elde edilen
gorunti matrisinden yapdenis matrisin tekrar elde edilebilmesine olanaklagan

teoremler ve bir takim temel 6zellikler hakkindagbverilmistir.
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Bolim 4 de ise cok edli uygulamalarla yapilgmis matrislerin nasil tekrar elde
edildigi detayh birsekilde aciklanmytir. Bu elde edebilmede operatdrun tekil olup
olmamasisart 6n plana cikmaktadir.gér operatér tekilse matrisi elde etmek kolay

olmayabilir. Bu durumda ek kallara ihtiyacimiz vardir.

Sonug olarak super hizli algoritma tasarimindalggpis matrisler oldukca etkilidir.
Cunkd bu matrisler eleman depolama acisindan fagglar. Ayni zamanda, uygun
lineer operator ve matris ciftleriyle bu matristerranklari ¢cok cok kuculir. Bu
durum bize dgik rankli matrislerle ¢cajma imkani verir. Boylece guk rankli
matrislerle glem yapmanin ggadigi kolayliklardan faydalanabiliriz. Yapgeis
matrisin belirli kaullar altinda tekrar elde edilebilir olmasi nedémiystenilen

islemde rahatlikla kullanilabilme imkani ortaya c¢ikar



BOLUM 1

YAPILA SMI'S MATR ISLER ICIN TEMEL TANIM VE TEOREMLER

1.1. Genel Tanimlar
Bu bdliumde bazi genel tanimlar verilecektir. Tamenhesaplamalarin keyfi biF

cisminde oldgu kabul edilir. M OF ™" elemanlariF cisminde tanimlannaikeyfi

bir matris olsun.

Tanim 1.1.1. [5(] W' ve V', sirasiyla, W matrisinin ve v vektdriniin

transpozesidir. Ayrica,
W= —1)T=(\NT)—1
dir.

Tanim 1.1.2. [5](W,,...W, ) matrisi, bloklariW,,W,,...W, bloklarindan olgan 1xn

boyutlu blok matristir.D(v): diag(v), nxn boyutlu kGegen matristir. Buraday

seklindedir.

Tanim 1.1.3. [S]E, i yinci koordinati 1, dier butin koordinatlari O olan yinci

birim kolon vektorudar.



Buradan,
e =(10,...0)7,
0 =(00,...0)7,

1=(1L..0)"

seklindedir.

| =1, =(e,....e,), nxn boyutlu birim matristir.0, , nxn boyutlu sifir matristir.

J=1J, =(e,....), nxn boyutlu refleksiyon matrisidir.

Acik olarak,

0

o .- 1
J=1. .

1 00

Tanim 1.1.4. [5]Z, :(,nflf)z(ez,...,en, f.e), nxn boyutlu f-dolanir (f-circulant)
matristir. Z =Z,, nxn boyutlu alt t¢ggensel matristiz, ve Z matrisleri agik bir

sekilde gagidaki gibi gosterilebilir:

0O O f

10 0
zo=|. .

0 1 0



Bir v =(v,,..n,)" icin Z, ..(V)=(z, ;) , elemanlar gagidaki sekilde

1<ism,l<j<n

tanimlananmxn boyutlu f -dolanir matristir. Birinci situnw olmak tzere,

Vi—j+1 IZJ
zZ, =
Yolfkv., j-i-1=k.m+/¢,0s/<m-1,k=0

seklindedir.

Ozel olarak m=n alinirsa, klsacaZf(v) seklinde yazilir. Acgik olarak yazilmak

istenirse,

A VA f.v,
_| V1 0 :
Z; (V) =
f.v,
Vn—l Vl VO

Tanim 1.1.5. [5]men(x)=(xii‘l)Eism’Ejsn matrisi, ikinci sUtunu;:(xi)Eism den

olusan mxn boyutlu Vandermonde matristir.



Tanim 1.1.6. 5] w,, 1 in n yinci birim

(w =1, w;#1 s=12..,n-1).

1 in n yinci battn kdklerinin olgturdugu vektora temsil eder.
(i-1)(j-2)

Qn = (Wﬂ ):Isisn,:lsjsn !

nxn boyutlu K.F.D (kesikli Fourier dortim) matrisidir.
Teorem 1.1.1. [5] Herhangi bir = (v, ) icin

J.v= (Vn+1—i )]sisn

J.D(v).J=D(J.v)

esitlikleri dogrudur. Ayni zamanda? =1 saslanir.

kokudur

Teorem 1.1.2. [5hxn boyutlu Z, matrisi ve herhangi bife # 0) e skaleri igin

Z) =el,
7zl =3.2,.3
ve
zt=2]



Teorem 1.1.3. [7Thxn boyutlu Z, matrisi vee# Oskaleri igin
Z, =V *.diagw, ) v

dir. Burada,

V=V (t)= (W), . diaglt )t

ve t degeri € nin n yinci birim kokaddar.

1.2 Temel Tanim ve Sonuglar

Tanim 1.2.1. [1]Jmxn boyutlu bir A matrisinin /x¢ boyutlu alt matrislerinden en
az bir tanesinin determinanti sifirdan farkh, faka¢ den daha biyuk boyutlu olan

batin alt matrislerinin determinantlari sifir igesayisinaA matrisinin ranki denir.

Tanim 1.2.2. [1Belli bir giris verisine kagilik sonlu sayida adimda istenen sonucu

elde etmek icin yapilan iyi tanimlangrikurallar kiimesine algoritma denir.

Bu tanimdan yola ¢ikilarak algoritmanin temel dkkdhi su sekilde siralanabilir:
Girdi: Algoritma icin bir girk alfabesinin tanimli olmasidir.

Cikti: Algoritma icin girg alfabesine uygun sonug elde edilmesidir.

Aciklk: Algoritmadaki glemlerin anlailir olmasi, farkli anlam icermemesidir.

Etkinlik: Algoritmadaki slemlerin herkes tarafindan kolayca yapilabilmesidir

Sonluluk: Algoritmanin sonlu sayidglemle sonuclanmasidir.



Herhangi bir problemi ¢ézmeden once problemin dligar tarafindan ne kadar
zamanda ¢ozulege bilinmek istenir. Ayni zamanda farkli ¢ozim yollza sahip
algoritmalarla kaglasildiginda en kisa zamanda ¢6zUmu verecek algoritmaniekn
istenir. Bu ve benzeri durumlardan dolay! algoriemda karmaklik bilgisine
ihtiyac vardir. Algoritmalarda yer karmétl g ve zaman karmekligi olmak tzere

iki tir karmaikliktan bahsedilir.

Tanim 1.2.3. [1]Belirli bir giris verisine kagi bilgisayarin kullandii bellek
miktarina yer karnmgkligi denir.

Tanim 1.2.4. [1]Belirli bir miktardaki girs verisine kagilik, yapilan toplama,
clkarma, carpma, bolmelemleri ile kasilastirma, atama, v.bslemlerinin sayisina

algoritmalarda zaman karmkli g1 denir.

Zaman karmgklhgini belirlemek icin cgtli asimptotik notasyonlar kullanilir:

0,0,Q,0, v.b. Bunlardan en ¢ol kullanilir.

Tanim 1.2.5. [1]f,g:R - R yadazZ® - R ye tanimli fonksiyonlar olsum >k

oldugunda | f(n)|<C.|g(n)| olacak sekilde C ve k pozitif sabitleri varsa,
f(n)=0(g(n)) dir denir. “f(n) buyik O(g(n))” dir diye okunur. Daha agik bir
sekilde anlatmak gerekirse, fonksiyonun blylumesaséimptotik Ust sinirini daha
basit baka bir fonksiyon cinsinden tanimlanmasi demek@r.semboll bir sonsuz

serinin kalan terimini karakterize etmek icin kulilg! gibi, algoritmalarin bilgi

islemsel karmgikliginin ¢b6zimlenmesi icin de kullanilir.

Algoritmalarin matematiksel formulasyonlariggm bir sekilde matrislerlegslemlerin

kullanimini gerektirir. Bunlardan matris ¢arpimingé matrisler icin oldukca pahali
bir islemdir. Iki tane nxn boyutlu matrisin carpimi igin gereken kamgdik O(n3)

dar. Bu maliyeti détirmek icin ¢sitli calismalar yapilmgtir. Bunlardan en énemli iki

tanesi Strassen ve Winograd tarafindan gergttdeni stir.



Strassen algoritmasind2x  Boyutlu matrisler temel alinarak matris carpimi
gelistirilmi stir. Bu disuinigle gelstirilen matris carpiminde2x  2Doyutlu A ve B
matrisleri carpilirken ilk olarak her biri bir tangarpma glemi iceren yedi dger

hesaplanngi ve daha sonra bu gerlerden yararlanilaralC matrisinin elemanlari

bulunmutur. Bu yedi dger su sekilde hesaplanngtir:
x, =(a,+a,).(b,+b,,)

X, = (a,+a,).b,

Xy = all.(b12 - b22)

X, = a,,.(b, —by;)

Xs = (a11 + alz).b22

%, = (a,-a,,)-(o,, +b,,)

X7 = (alZ_ azz)'(b21 + bzz)



Bu deserlerden yararlanara€ = A.B matrisinin

Cll =a11'bll+a12'b21'
C12 = a:l.l'blZ +a12'b22’
C21 = a21'bll+a22'b21’

C22 = a21 'b12 + a22 'b22
elemanlari

Ci =X X, = X5 + X,
Cpp = X3+ X,
Cp = X, T Xy,

Co =X T X3 =X, + X
seklinde hesaplanabilirler.

Bilinen yontemle yukaridaki matris carpnytemi sekiz carpmagiemi gerektirirken,

Strassen algoritmasinda yedi carpmgemi yeterlidir. Bu algoritma arglik
hesaplama esasina dayanir. gkilde genel matris carpim maliyeti ola(a(n3)
sinirt kirlimstir. n=2% icin 2*x2* boyutlu A ve B matrisleri carpilirken her bir

matris dort blga ayrilmg ve her bir blokta kendi arasinda dort gdoayrilarakC

matrisinin elemanlari bulunngtur. Bu ardsik yapi 2x 2 boyutlu matrislere

indirgenerek elemanlar hesaplagim Bu elemanlasu sekildedir:
(_A}ai_p_&zj (_B_n_i_B_lzj _ (9}14:_(313)
A21 : A22 BZl : BZZ C21 : C22

10



Tablo 1.1 incelenirse, Strassen algoritmasinin Qakik n deserleri icin nxn
boyutlu matrislerin carpiminda avantajglsaligi gorulebilir. Strassen algoritmasi

n=2" olmadgl durumlarda da sonu¢ vermektedir. Bu durum icisitggontemler
gelistirilmi stir.

Winograd algoritmasi ise matris carpimgleminin iki vektorin i¢ carpimina
indirgenmesi esasindan yola cikilarak=(v;,v,,v,,v,) ve W = (w,w,,w,,w,)

vektorlerinin i¢ carpimlariggidaki gibi digtunulerek gektirilmi stir:
V.W= (Vl +W2)(V2 +W1)+ (Vs +W4)(V4 +W3)_V1V2 TVaVy TW W, = Wo W, .

Winograd’in yonteminde gereken carpngiemi ile klasik matris carpiminda gereken
carpma glemi sayisi kanlastirildiginda, Winograd yontemi icin carpmalemi
sayisinin artf gorulmektedir. Fakat dikkat edilirse, son terimgadecevV ve W
vektorlerinin bilgenlerinden olgur. Bu 0Ozellikten dolayi, bu dort terim birer kez
hesaplanipA matrisinini yinci satirrninB matrisinin tim sdtunlari ile carpiminda

tekrar tekrar kullaniimaktadir. Bu da genel maliyelisirmektedir. n=2p

oldugunda yukaridaki i¢ carpinsasidakisekilde genellgtirilebilir:

P P b
V.W= Z(VZi—l T W, )'(VZi + W2i—1)_zvzi_1 Vyi _ZWZi—l'WZi .
i=1 i=1 i=1

Winograd algoritmasin sayisi tek oldgu durum igin de kullanilabilmektedir. Bu
algoritmanin gecerli olabilmesi i¢in, ic carpimdargmanin yer déstirme 6zellgi

dikkate alinmalidir.
Sonu¢ olarak, matris carpimi, matris vektdr carpliesas alinganda genel

matrislerde bu maliyet pahali olur. Tablo 1.1 dask matris carpimi, Strassen ve

Winograd algoritmalari ile kaastiriimistir.

11



Tablo 1.1:nxn boyutlu matrisler icin matris carpiminin kdastirilmasi

Klasik algoritma Winograd “In Strassen ‘in
algoritmasi algoritmasi
arpmalar 3 k =28l
Garp n 2 +n? 7 nk
n=2
Toplamalar/ n®-n’ 3 3. 502 6.7 - 64“ =6.n*" -6.n]
Cikarmalar SN +2n° -2n
n=2
Toplam 2n® -n? 2n® +3n% -2n 47n"9" = 470"

n = 2" olmasi gerekmez.

12



BOLUM 2

YAPILA SMI S MATR iSLER VE YER DEGIiSTiRME OPERATORLER i

2.1. Yapilagmis Matrisler
Yapilasmis matrislersu temel 6zelliklere sahiplerdir [8]:

a) Az sayida parametre ile gosterilebilirlenxn boyutlu bir genel matrisnn

parametre ile gosterilirken yapgtais matrisler icin bu ¢cok ¢cok daha kuguktur
(bkz. Tablo 2.3).

b) Vektdrlerle hizl birsekilde ¢arpilabilirler:mxn boyutlu bir genel matrisn
boyutlu bir vektdr ile carpmak icirPmn—n sayida glem gerekirken, yapifais

matrislerde buO((m+ n)log' (m+n)), i = 12 seviyesindedir (bkz. Tablo 2.3).

c) Polinom ve rasyonel fonksiyonlarla yapilatemlerle direkt alakalidirlar:

Tablo 2.2 incelenirse, bu gki gorilebilir.

d) Ozel lineer operatorlerle ranklari cok cok kiicuiNapilasmis matrisler igin

tanimh iki tip operatdrt yakindan inceleyge

Tablo 2.1 de en ¢ok kullanilan dorsigeyapilasmis matris gosterilnstir.
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Tablo 2.1: Yapilamis matrislerin dort sinifi [8]

Toeplitz matrisleri(ti_j )
t, t, t_,
t, oty .
Loty
tn—l t1 t0

n-1
i,j=0

Hankel matrisleri(hiﬂ- ):1:0
hy o h,
h h . h
hn—l hn h2n—2

1 t, o
1t i
1oty -t

Vandermonde matrisle(ti

j)n—l
i,j=0

n-1
Cauchy matrisler( 1 J
i,j=0

S_tj -

Tablo 2.2: Temel algoritmalar ve yapiais matris-vektor ¢carpimi arasindakiki [9]

Toeplitz Matrisleri Konvoliisyon M (n)
Hankel Matrisleri Konvoliisyon M (n)
Vandermonde Matrisleri Cok-noktall polinom M (n)log(n)

degeri bulma
KFD matrisleri (Ozel
diglm noktalarinda K.F.D M (n)
Vandermonde Matrisleri
v.b.)
Vandermonde Matrisinin | Polinom interpolasyonu M (n)log(n)
Tersi
Cauchy Matrisleri Cok-noktali rasyonel M (n)log(n)
polinom deeri bulma
Cauchy Matrisinin Tersi Rasyonel interpolasyon M (n) Iog(n)

Burada,H.F.D (Hizli Fourier D6ngimu) olmak tzere,

logn,
M (n) = nlogn
nlogn log logn,

seklindedir.
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Yapilasmis matrisler bu dort matrisle sinirli gilgir. Tablo 2.5 te dier yapilamis

matris 6rnekleri tanitiingtir.

Genel matrislerde matris vektor carpimi coflem gerektirirken yapikmis
matrislerde bu carpim daha gkemle gerceklgebilir. Tablo 2.3 te, Tablo 2.1 deki
yapilgmis matrisler ve genel matrisler icin matris vektorpgeninin karmsikligi

gOsterilmitir.

Tablo 2.3: Matris vektér carpiminin maliyeti [8]

M matrisleri Her bir mxn boyutlu M M v carpimi igin karmgklik
matrisinin elemanlarinin sayisi
Genel mn 2mn-n
Toeplitz m+n-1 O((m+ n)log(m+n))
Hankel m+n-1 O((m+ n)log(m+ n))
Vandermonde m O((m+n )log?(m+ ))
Cauchy m+n O((m +n)log?(m+ ))

Yapilasmis matrislerle super hizli algoritma tasariminda nelalecek bir yol,

asagida tanimlanacak olan operatdrlerin kullanimidir.

Tanim 2.1.1[1] L:F™" - F™" bir operatorM OF™", GOF™ ve HOF™
olsun. L(M)=G.H" salansin. Bu durumdal (M) matrisinin ¢ = rank(L(M))
rankinaM nin L - ranki veya yer déstirme ranki denirG ve H matris ciftlerine
de ¢ uzunlgundaM nin L - Uretecleri ya da yer @etirme Uretecleri ya da kisaca

Uretecleri denir.

mxn boyutlu bir M yapilgmis matrisi verildginde bu M matrisi igin

L(M)=G.HT seklindedir (bkzSekil 2.1).
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/xXn

mx/¢

Sekil 2.1: DGUK rankh Uretecler

Sekil 2.1 de ¢ disuk bir rank veG, H dreteclerdir. Bu durumdann tane eleman
yerine sadece/ (m+n) tane eleman matrisi depolamak igin yeterli olacaktyni
zamandan boyutlu bir v vektoru verildginde M v carpiminin hesaplanmasi igin

gerekenglem sayisi(2n-1)m yerine ¢ (2n-1)+m(2¢-1)<2/ (m+n) dir,

Eger L birim operatérseM nin yer dgistirme ranki ile M nin ranki denk olur.

Ayni sekilde M nin bir yer dgistirme Ureteci ileM nin Ureteci de denk olur.

Yapilasmis matrislerle siper hizli algoritma tasarlamak igg temel gama takip

edilir. Bu ggamalar gérmek iciigekil 2.2 incelenebilir.

Daraltma gamasinda, yapganis matrise ilgili operator
DARALTMA <«— uygulanur.

l

iSLEM

. Geniletme gamasinda, yapigais matris tekrar elde
GENISLETME > jilir.

Islem aamasinda, goruntii matrisinde geref{mler
yapilir.

Sekil 2.2: Yapilamis matrislerdeglem gamalari

16



Yapilasmis matrislere ilgili operatérler uygularginda kisa Ureteclerle ifade
edilebilirler. Bu durumda, yapgenis matris tam ranka sahip olsa bile yagnhas
matrisin goruntisinidn ranki ¢ok cok kugulecektiru Bekilde diguk rankli
matrislerle §lem yapmanin bitiun avantajlar kullanililgili operator tekil dgilse,
L(M) den M tekrar elde edilebilir [6,10,11]. Tablo 2.4 texn boyutlu yapilamis
matrisler icin yardimci matrisler ve ilgili operalgr uygulandiktan sonraki yer

degistirme ranki gosterilnstir.

2.2. Sylvester ve Stein Tipindeki Lineer Operatorle

L=0,5 Sylvester tipi veL =A, Stein tipi lineer yer dastirme operatorlerinin

M yapilgmis matrisine uygulasi sirasiyla,

O.s(M)=AM-M.B (2.1)
ve

Ag(M)=M-AM.B (2.2)
seklindedir.

Burada A ve B matrisleri M matrisinin yapisina g olarak segilebilen
matrislerdir. Genel olarak, 6teleme (shiff,,Z] ve olgekleme (scaling)D(s)

matrisleri kullanilir. Bu matrislere yardimci matar denir.
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Tablo 2.4: Bazi yapisanis matrisler icin yardimci matrisler ve yergigirme ranki [8]

Matris Sinifi

AveB Yardimcli

Yer Degistirme

Vektor Matris

Matris Cifti Ranki Carpimi igin
Gereken Karmgaklik
Toeplitz (ti_j ) "o Z,Z;,e#f < O(nlog n)
Hankel (hi+j )|n;l:O Z.,Z],ef 21 <2 O(nlogn)
Vand ddt) )™
andermon G(' )"FO D(t),z7 <1 o(nlog?n)
n-1
Cauchy(ﬁ] D (S) D (t) <1 O(nlog2 n)
i/ij=0

Her iki operatdr de stper hizhh algoritma tasarshretkili olmakla berabef]

operatorleri daraltmasamasinda (compress) daha avantajli ikenpperatorleri de

geniletme (decompressjamasinda daha avantajlidir.

Tablo 2.5: Yapilamis matrislerin temel siniflarinin tanimlari [9]

Toeplitz-benzeriM matrisleri

rank(Z.M —=M.Z )<<n

Hankel-benzeriM matrisleri

rank(Z.M -M.Z" )<<n

Vandermonde-benzeM matrisleri

rank(D(s).M —=M.Z" )J<<n

Cauchy-benzerM matrisleri

rank(D(s).M =M .D(t))<<n

Teorem 2.2.1. [5,13] ger A matrisi tekil degilse,

0,5 = AA

AlB"

Eger B matrisi tekil dgilse,

Ous =—A, ,B.

AB™?
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Ispat. A matrisi tekil olmasin. Bu durumda matrisinin tersiA™ mevcuttur.

Simdi A ve B matrisleriyle ayni boyutta olan biM matrisi ele alinipd, ;(M)

yazilsin. (2.1) ifadesinden bu yaziligegidaki gibidir:

O,5(M)=AM-M.B. (2.3)
Simdi de (2.2) ifadesinden yararlanarak, (M) yazilsin.

A (M)=M-A"M.B. (2.4)

A,
(2.4) ifadesinin her iki tarafi soldan A matrisiyarpilsin. Bu durumda,
AA,. (M)=A(M-A"M.B)

=AM-(A.A")M.B (2.5)

=AM-M.B
elde edilir.

(2.3) ile (2.5) ifadeleri karlastirilirsa,

sonucu elde edilir.
ikinci ifadenin ispati dau sekilde yapilir:

B matrisi tekil olmasin. Bu durumd&® matrisinin tersiB™ mevcuttur. YineA ve

B matrisleriyle ayni boyutta olan b matrisi ele alinarakl A,B(M) yazilsin. (2.1)
ifadesinden bu yazilimsagidaki gibidir:
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0,s(M)=AM-M.B. (2.6)
Simdi de (2.2) ifadesinden yararlanilarak ..(M) yazilsin.
A, (M)=M-AMB™. (2.7)

(2.7) ifadesinin her iki tarafi gdan B matrisiyle carpilirsa, bu durumdaagidaki
ifade elde edilir:

A,..(MB=(M-AM.B).B

=M.B-A.M.(B™B)

=M.B-A.M
= -A,..(M)=-(M.B-AM)=AM-M.B. gp.
(2.6) ile (2.8) ifadeleri karlastirilirsa,

Opg =D ,52B

sonucu elde edilir.

Tanim 2.2.1. [5] Eer L(M):Ooldugunda M = Ooluyorsa, L lineer operatériine

tekil olmayan operator denir.

Teorem 2.2.2. [5] Tekil olmayan bM matrisi ve A ve B yardimci matris gifti i¢in

asagldaki ssitlik dogrudur:

Og M H)=-M 20, ,(M).M ™,
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B matrisi tekil dgilse,
A M)=B.M ™A, (M).BLM™
A matrisi tekil dgilse,
A ME)=MLALA, (M)M A,

Ispat. Once birinci ifade ispatlansiM matrisi tekil olmasin. Bu durumday!

matrisinin tersiM ™ mevcuttur.
(2.1) tanimindan yararlanllarikB’A(M ‘1) ifadesi aagidaki gibi yazilr:
O (M?)=BMT-M A, (2.9)
Yine (2.1) ifadesinden yararlanllarﬁkA’B(M) ifadesi aagidaki gibi yazilr:
0,(M)=AM-M.B.
Bu ifadenin her iki tarafi g@an ve soldarM ™ ile carpilsin.
M™'O0,,(MM*T=M"AM.M*-M™M.B.M™

=M1 A-B.M™*
= -M™0,,(M)M*T=BM*-M™"A, (2.10)
(2.9) ve (2.10) ifadelerinden,

DB,A(M _l): -M _I'DA,B (M )-M B
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sonucu elde edilir.

Benzersekilde ikinci ifadenin ispati i¢cinB matrisi tekil olmasin. Bu durumdd&
matrisinin tersiB™ mevcuttur. (2.2) ifadesinden yararlanllarag’A(M ‘1) ifadesi

asagidaki gibi yazilir:

A ME)=MT-B.M™A. (2.11)
Yine (2.2) ifadesinden yararlanilard, , (M) ifadesi aagidaki gibi yazilir:
Ag(M)=M-AM.B.

Bu sitli gin her iki tarafi soldarM ™ ile carpilsin.
M™A,;(M)=M™M-M™1AM.B
=1-M™.AM.B.

Yukaridaki ifadenin her iki tarafi solda@ matrisi ile carpilsin.
B.M™*A,,(M)=B.1-B.M*AM.B

=B-B.M ".A.M.B.
Yukaridaki ifadenin her iki tarafi gdan B™ ile carpilsin.
B.M?A,,(M)B*=B.B*-B.MAM.B.B™

=1 -B.MAM.

Son olarak yukaridaki ifadenin her iki tarafgdan M * ile carpilsin.
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BM™MA,,(M)B M *=I.M*-B.MAM.M™
=M*-B.MLA

Son buldgumuz sitlik (2.11) ifadesi ile kagilastirilirsa,

A ME)=B.M1A,,(M).BEM™

esitli gi elde edilir.

Simdide Uclncu ifadeyi ispatlamak iciA matrisi tekil olmasin. Bu durumda)

matrisinin tersi A" mevcuttur. (2.2) ifadesinden yararlanllarAIg‘A(M ‘1) ifadesi

asagidaki gibi yazilir:

Ay MH)=M-B.M ™A, (2.12)
Yine (2.2) ifadesinden yararlanllarakA’B(M) ifadesi aagidaki gibi yazilir:
As(M)=M-AM.B.

Bu ssitli gin her iki tarafi soldanA™ ile carpilsin.
AtA,(M)=A M -A"AM.B

=AM -M.B.
Yukaridaki ifadenin her iki tarafi soldav ~ ile carpilsin.
M™LALA,(M)=M™"ATM-M™"M.B

=M™*.A".M -B.
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Yukaridaki ifadenin her iki tarafi gdan M ™ ile carpilsin.

M™LAA(M)MT=MTATM.M?-B.M™

=M1TA*-B.M™.
Son olarak yukaridaki ifadenin her iki tarafgdan A ile carpilsin.

M™LAMA,(M)MLA=M"ALA-B.M ™A

=M*-B.M'A
Son buldgumuz sitlikle (2.12) ifadesi kagilastirilirsa,
A ME)=MLATA, (MM ™A
esitli gi elde edilir.

Teorem 2.2.3. [5,13] Uyumlu boyutlardaki herhanigi (A, B, M ) matris iiglisii igin
asagidaki ssitlikler dogrudur:

One(MT)= -0y (M)"

DeMT)=0, (M)

ispat.(A, B, M) matris tigliisti uygun boyutlarda olsun.

(2.1) ifadesinden yararlanllardkAyB(M T) ifadesi aagidaki gibi yazilr:

0,s(MT)=AM™ -M".B. (2.13)
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Yine (2.1) ifadesinden yararlanilarak; . (M) ifadesi gagidaki gibi yazilir:
Oy o (M)=B".M -M.A".

Bu ifadenin her iki tarafinin transpozesi alinsin.

O, M) =(B".M-M.AT)
=B M) (M. AT)
:MT.(BT)T_(AT)T.MT
=MT.B-AM’
= -0, (M) =-(M".B-AMT)=AMT-M".B. (2.14)

(2.13) ile (2.14) ifadeleri kadastirihirsa, gagidaki sonug elde edilir:
Ope(MT)=-0, (M)

Simdi diger sitli gin ispatina gecilirse, (2.2) ifadesinden yararkamak AA,B(M T)
ifadesi g@agidaki gibi yazilir:

AeMT)=MT-AMT.B. (2.15)
Yine (2.2) ifadesinden yararlanllaraﬂgf’AT (M) ifadesi aagidaki gibi yazilr:
Ay o (M)=M-B".M.A".

Bu ifadenin her iki tarafinin transpozesi alinsin.
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By (M) =(M-B".M.AT)
=M™ -(B".M.A")
(2.16)

=M" (A7) .M. (BT)

=M"-AM'".B.
(2.15) ile (2.16) ifadeleri kadastirilirsa,
BaMT)=a, (M)

elde edilir.

Teorem 2.2.4. [5] Herhangi tekil olmayan ve W matrisleri icin A=V.AV™

B=wW™.B.W olsun. Bu durumdasagidaki ssitlikler saglanir:
0,s0.M.w)=v.0,.(M)w

AV Mw)=v.a, (M)W,

Ispat. ilk 6nce birinci gitlik ispatlanirsaV ve W matrisleri tekil olmasin. Bu

durumdaV ve W matrislerinin tersleriv ™" ve W™ mevcuttur. (2.1) ifadesinden

yararlanilarak; ; (V.M .W) ifadesi, gagidaki gibi yazilir:
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O;5(V.M.W)=AV.MW-V.M.W.B

=(v.AV1).V.MW).(v.MwW).WBW)
(2.17)
=V.AVIV)MW-V.M.Ww?)BW

=V.AM W-V.M.BW.
Yine (2.1) ifadesinden yararlanllarﬂ(A’B(M) ifadesi, aagidaki gibi yazilir:
O.s(M)=AM-M.B.

Bu ifadenin her iki tarafi soldavi matrisi ile ¢arpilsin.

V.0,s(M)=V.(AM-M.B)

=V.AM -V.M.B.

Yukaridaki gitli gin her iki tarafi sagdanW matrisiyle carpilsin.

V.O,sM)w=(V.AM-vV.M.B)W

(2.18)
=V.AMW-V.M.BW.

(2.17) ve (2.18) ifadeleri katastirilirsa,
050 .Mw)=v.0,4(M)W

elde edilir.
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simdi ikinci esitlik ispatlansin. (2.2) ifadesinden yararlanilarak; (V.M W)

ifadesi, aagidaki gibi yazilir:

£ (V.MW)=V.MW-AV.MW.B

=V.MW-(V.AVi)V.MW.WBW)
(2.19)
=V.MW-V.AMLV)M.Ww?)BW

=V.MW-V.AM.BW.
Yine (2.2) ifadesinden yararlanilard, , (M) ifadesi, aagidaki gibi yazilir:
As(M)=M-AM.B.

Bu ifadenin her iki tarafi soldavt matrisi ile ¢carpilsin.
V.A,(M)=V.(M-AM.B)

=V.M -V.AM .B.
Yukaridaki ifadenin her iki tarafi gdanW matrisi ile ¢arpilsin.

VA, (M)W=(V.M-V.AM.B)W

(2.20)
=V.M W-V.AM.B.W.

(2.19) ile (2.20) ifadeleri kadastirilirsa,
A (V.MwW)=v.A, (M)W

elde edilir.
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Teorem 2.2.5. [13] Uygun boyutlardald, B,C ve M, N matrisleri icin gagidaki
ifade d@rudur:

Ouc(M.N)=0,,(M).N+M.0O,(N).
ispat. (2.1) ifadesinden yararlanilarak . (MN) ifadesi, aagidaki gibi yazilir:

0,c(M.N)=AM.N-M.N.C
=AM.N-M.N.C+M.B.N-M.B.N
=AM.N-M.B.N+M.B.N-M.N.C
=(AM -M.B).N+M.(B.N-N.C)

=0,5(M).N+M.0O,(N).

Teorem 2.2.6. [13] Uygun boyutlardald, B,C ve M, N matrisleri icin aagidaki
ifade d@rudur:

AA,(:(M -N):AA,B(M )-N +AM 'DB,C(N)'
Ispat. (2.2) ifadesinden yararlanllarAIgyC(M .N) ifadesi, aagidaki gibi yazilir:

Aye(M.N)=M.N-AM.N.C
=M.N-AM.N.C+AM.B.N-AM.B.N
=M.N-AM.B.N+AM.B.N-AM.N.C
=(M -AM.B).N+AM.(B.N-N.C)

=0, (M).N+AM.O,(N)
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Teorem 2.2.7. [13]B matrisi tekil olmamak tzere uygun boyutlardakiB,C ve

M, N matrisleri igin gagidaki ifade dgrudur:
Dye(MN)=A,(M).N+AM.B.A_, (N).

Ispat. B matrisi tekil olmasin. Bu durumd#@ matrisinin tersiB™ mevcuttur. (2.2)

ifadesinden yararlanilarak, . (M .N) ifadesi, aagidaki gibi yazilir:

A.(M.N)=M.N-AM.N.C
=M.N-AM.N.C+AM.B.N-AM.B.N
=M.N-AM.B.N+AM.B.N-AM.N.C
=(M -AM.B).N+AM.B.(N-B".N.C)

=0,s(M).N+AM.B.A_, (N)

Teorem 2.2.8. [13]C matrisi tekil olmamak tzere uygun boyutlardakiB,C ve

M, N matrisleri igin gagidaki ifade dgrudur:
Dyo(MN)=4,4(M).N-AM.A, _.(N).C.

ispat.C matrisi tekil olmasin. Bu durumd& matrisinin tersiC™ mevcuttur. (2.2)

ifadesinden yararlanllaraJxA’C(M .N) ifadesi, aagidaki gibi yazilir:
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Ane(M.N)=M.N-AM.N.C
=M.N-AM.N.C+AM.B.N-AM.B.N
=M.N-AM.B.N+AM.B.N-AM.N.C
=(M -AM.B).N-AM.(N-B.N.C?)C

=0,s(M).N-AM.A, _.(N).C.
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BOLUM 3

YER DEGIiSTiRME OPERATORLER iNiN TERSI

Herhangi bir M matrisinin yer dgistirmesi icin verilen acik ifadeler,sagidaki

teoreme dayanmaktadir:

Teorem 3.1[11-13] Herhangi birA, B, M cli matrisleri ve butik dogal sayilari

icin
k-1 )
M =A“M.B*+> A'A,;(M).B
i=0
elde edilir.
Ispat.ispat timevarim yontemiyle yapilabilir.
Oncelikle k = 1igin esitli gin dogru olduzu gosterilir.
0 . .
AM.B+Y AA,,(M).B =AM.B+A, (M)
i=0

=AM.B+M-AM.B

=M

oldugundan eitlik dogrudur.Simdi k = 2 i¢in ssitli gin dogru oldusu gdsterilsin.
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A2.M .B? +21:Ai.AA’B (M).B'=A2.M.B*+A,,(M)+AA, (M).B

i=0

=A’M.B2+M -AM.B+A(M-AM.B).B
=A>.M.B*+M - AM.B+AM.B-A%M .B?

=M

oldugundan eitlik dogrudur.

k=n icin ifade d@ru olsun. Bu durumdan yararlanilardk=n+ idin ifadenin

dogru oldysu gosterilsin.

n-1
M=A"M.B"+> A.A,;(M).B (3.1)

i=0

A™ M .B" +zn“Ai A,s(M).B =A".AM.B.B"+A"A, (M).B" +nz_lAi A,g(M).B
i=0

i=0

=A"(AM.B+A,,(M)).B" + i AN, (M).B
i=0

=A".(AM.B+M - AM.B).B" +§A‘.AA’B(M).Bi

i=0

=A".M.B" +nz_lA‘.AA,B(|v|).Bi

i=0

=M.

Bulunan bu son gilik (3.1) ifadesinden yararlanilarak yazikonr. Sonug¢ olarak

k =n+1 icin ssitlik saglanir ve timevarim yonteminden ispat elde edilir.

Teorem 2.2.1 ve Teorem 3.1 bgtielerek sagidaki sonug elde edilir:
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Sonug 3.1. [5]A, B, M Uclu matrisleri ve k dgal sayisi verilsin.

Eger A matrisi tekil dgilse,

k-1
M=A*M.B+> A"N0,,(M).B .

i=0

Eger B matrisi tekil dgilse,

k-1
M=A“M.B™*-> A.0,,(M).B™".

i=0

Ispat. Teorem 2.2.1 ve Teorem 3.1 den yararlaMérilen kasullar igin Teorem 3.1

den gagidaki sitlik elde edilir:

k=1
M =A“M.B*+> AA,.(M).B'. (3.2)

i=0

Oncelikle, A matrisi tekil olmasin. Bu durumda® matrisinin tersiA™ mevcuttur.

O halde (3.2) ¢tligi A™, B,M matrisleri icinde yazilabilir.

k-1
M=A*M.B*+> A"A_, (M)B'. (3.3)

i=0
Teorem 2.2.1 den,

Ops = AA

A'B
biliniyor. Buradan sagidaki sitlik elde edilir:

Dy =AM,

A
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Yukarida bulunan der (3.3) de yerine yazilirsa,
k-1 ) )
M=A*M.B*+> A".A"D,;(M).B'
.:0

k_
=A™ M.B k+iA‘”.DA’B(M ).B!

i=0
elde edilir.

Simdi B matrisi tekil olmasin. Bu durumdd& matrisinin tersiB™ mevcuttur. Bu

kez (3.2) gitligi A, B™, M matrisleri icin yazilir.
k —k k_l . i
M = A“M.B +;A.AAYB_1(M).B . (3.4)

Teorem 2.2.1 den,

biliniyor. Buradan gagidaki sitlik elde edilir:

A, =-0,,B7

AB

Yukarida bulunan der (3.4) de yerine yazilirsa,
k-1 )
M=A“M.B™*-> A.0,,(M).B™B"
i=0

k_
=AM .B‘k—iA‘.DA’B(M ).B?

i=0

elde edilir.
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Teorem 3.1 ve Sonug 3.1, keyfi lirskaleri igin sirasiylaA® =c.| veya B* =c.I
olmasi durumundal (M) ve 0,,(M) yer deistrme matrisleriyle bir M

matrisinin basit ifadelerinin oltnasina olanak géar.

Sonug 3.2. [5] Teorem 3.1 dekigdlar sglansin. Bu durumdager A = a.l ise,

saglanir. Bser B* =b.l ise,

A, (M)B

gl

M.(1-b.A%)=

1l
(=]

s&lanir.

Ispat. Teorem 3.1 den herhangi BirB, M matris gcluleri ve butiuk dogal sayilar

icin asagidaki sitlik saglanir:
k-1 )
M=A"M.B*+> A".A,;(M).B".

i=0

A¥ =a.l olsun. Buradansagidaki sonug cikar:

k-1
M-A“M.B*=Y A.A,;(M).B,
i=0

k-1 _
M-a.l.M.B*=> A.A,.(M).B',

i=0
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B* =b.l olsun. Buradansagidaki sonug gikar:

k-1
M-A“M.B*=> A.A,;(M)B,

i=0

k-1
M-A“M.b1=>AA,.M)B,

i=0

k_

M.(-b.A)=Y AA,,(M)B .

1
i=0

Tanim 3.1. [S]W = (wl,...,ws), w,,...,w  sltun vektdrleriyle belirlenmimatristir.

Bir mxn boyutlu M matrisi veL lineer operat6ri icin
?

L(M)=G.HT =>"g, h{ (3.5)
k=1

olsun.

Burada G =(g,,....g,), H=(h,....h,) ve ¢ kiigiik bir dgerdir (¢=0(1) ya da
¢ <<min(m,n)). Bu durumda,M matrisine ¢/ uzunlgzunda (G,H) iireteglerine

sahip bir yapilgmis matris denir.

Tanim 3.2. [5]m ve n dogal sayilari, birmxm boyutlu P matrisi ve bir m

boyutlu v sttun vektort icirm xn boyutlu Krylov matrisi
Koo (PVv)= (v, Pv,...,P ”‘1v)

seklinde tanimlanir.
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Uyari 3.1. [S]K ., , (P,v) Krylov matrisi
a) P=2, oldugundam xn boyutlu f -dolanir (f -circulant) Z , (v) matrisidir.
b) P=2Z] olduundaJ.Z . . (J.v) matrisidir.

c) P bir kisegen matris oldiunda D(v) késegen matrisi veV, . (P1)

Vandermonde matrisinid (v).V , , (P1) carpimidir.v = ligin,

Teorem 3.1 ve Sonuc 3.3agidaki sonuclari gerektirir:

Teorem 3.2. [5]Bir L =A, g operatord, (3.5) kalunu sglayan mxn boyutlu bir

M matrisi ve butirk dogal sayilari icin gagidaki ssitlik saglanir:

M :Ak.M.B"+Z£:Km'k(A,gj).Kn’k(BT,hj)T.

j=1

Teorem 3.3. [5]Bir L=0,, operatord, (3.5) kwlunu sglayan bir mxn boyutlu

M matrisi ve butirk dogal sayilari icin gagidaki ssitlikler saglanir:

Eger A matrisi tekil dgilse,

!
M=A*MB +A*Y K, (A% g,)K, (B7.h)".
=1

j

Eger B matrisi tekil dgilse,

!
M=AMB™*-YK, (Ag)K, (B7.h) B
=1
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BOLUM 4

TEMEL YAPILA SMIS MATRISLER iCIN OPERATORLERLE B iLINEER
IFADELER

Bu bdlimde yapilacak uygulamalar igin,

A,g(M)=M-AM.B,

O,s(M)=AM-M.B

ve

L(M)=G.HT; GOF™ HOF™ ;M OF™", ADF™™ BOF"™"
olarak alinacaktir.

Uygulama 4.1. [5] Stein tipiL =4, , operatorleri, Hankel tipi matrislerle

uygulansin.
L(M)=M-Z_.M.Z,; L(M)=G.H"
oldugu dikkate alinsin.

Ik olarak e = 0 6zel durumunu incelensin ve ayni zamanda ayniladifn= 0 igin

de uygulansin. Daha sonra genel tekil olmayan ddakmnifadelere uygulansin. Son

olarak dae ve f nin buttin segimleri incelensin.

1) (i) e=0 olsun. Teorem 3.1 uygulanirsaa@daki durum elde edilir:
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.
M = A“.M .B* +21Ai A, (M).B

i=0

k-1 )
=Z"M.Z{+> Z' G.H'.Z|.
i=0
Yukaridaki ifadek = m i¢in uygulansin. Bu durumdaagidaki sonug elde edilir:

m1 )
M=2Z"M.Z"+> Z'G.H".Z}.

i=0

Z matrisi mxm  boyutlu oldgundan, Teorem 1.1.2 denZ™ =0.1, =0, dir

(Z,=2,=2).

Uyari 3.1 dikkate alinirsagagidaki sonuc elde edilir:

Km,m(Z,gj):Z(gj)

= (Z f,n,m (‘]h] ))TJ T= Zf,n,m (‘]hl)T‘] '

Kom @70)" =02, 00 (00,)"

= f,n,m

Son bulunan deerler dikkate alinirsasagidaki sonug elde edilir:

Acik olarak aagidaki gibi ifade edilebilir:
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2a)= % %
gm] gm—l,j gl,j
ve
0 0 1)\(hy h.,
Ih = (:) 1 ?.hf'j _ hn:_l
1 0 0)lh,; h,
bulunur. Buradan,
h,, f.hy; f.h
h... h, f.h
Z (3=
h,, h,; hg
hn,l hn—Li
f.h,., h_.
Zf ) m(J.h])T — Lj n,j
f.h,, f.hy;
n,j hn—l,j
f.h,.  h_.
o ) f.h,, f.h

ve

2,

1j

> T



hll h2’j hn’j
h - h f.h

Zf,n,m(‘] hi)T'J: hZ’J " -
3]

elde edilir. Yukaridaki bulanan gerler dikkate alinirsa,

91 hy hyy oo ahy
L T L T
=i : . hy,, .- f.h,; f.h,,
gm] gm—l,j gl] : : :

elde edilir.

(i) f =0 durumu incelensin. Teorem 3.1 uygulanirsagaaki durum elde edilir:

k-1
M=A"M.B"+> AA,;(M).B

i=0

k-1 )
=ZiM.Z"+>Y Z.G.H".Z".

i=0

Yukaridaki ifadek = n igin uygulansin. Bu durumdaagidaki sonug elde edilir:

n_l . .
M=Z)M.Z"+> Z, GH".Z".

i=0

Z . matrisi nxn boyutlu oldgundan, Teorem 1.1.2 denZ" =0.1,=0, dir

(Z, =Z, =Z). Buradan,
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n-1 )
M=)»ZGH".Z

e
i=0

:Z/:Km'” (Ze’gi)'Kn,n (ZT’hj)T-

j=1
Uyari 3.1 dikkate alinirsagagidaki sonuc elde edilir:

K m,n (Ze’gj): Ze,m,n (g])
=zhn)Tam=z(n)"3.

K, (2'n) =(.z(n)"

Son bulunan degerler dikkate alinirsasagidaki sonug elde edilir:

n,j

elde edilir.
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Yukaridaki bulanan dgerler dikkate alinirsa,

91; ©Om; ©Omy; (M hy oo hy
m=y| O G 8w e
=t : - . :
gm'j gm_lj hn,j

elde edilir.

2) L=4, , operatori tekil olmasin. Bu durumc(zhm —eZ?‘) ve (I . f.ZQ)

matrislerinin ikisinin de tersi mevcuttur. Teorent 8en,
k-1 )

M=Z{M.ZF+> ZLG.H'.Z,
i=0

oldugu biliniyor.

Yukaridaki ifadek = m i¢in uygulansin. Bu durumdaagidaki sonug elde edilir:

m-1 )
M=Z'M.Z'+> Z.G.H".Z} .

i=0
Z, matrisimxm boyutlu oldgundan, Teorem 1.1.2 den,

Z' =el

m

elde edilir.
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Buradan,

m-1 .
M=el, M.Z"'+> Z G.H'.Z|

i=0

m-1 .
=M.ezZl'+> Z.GH'.Z|,

i=0

m-1

M-MeZ=>Z.G.H".Z,
i=0

/

M(ln —e.ZT):sz’m (Zeagj)'Kn,m(ZI’hj)T

j=1

ve (1) durumundaki yapilanlar dikkate alinirsa,

ng e'gm,i e'QZJ hl,j h2]
oy % G oegy|lhy h,,
= h; f.hy
Onji Ymaj 9 :

elde edilir.

k-1 )
M=Z{M.ZF+> ZLG.H'.Z,
i=0

n

f.h
f.h

g

(1, -ezy)

2,

ifadesik = n igin uygulansin. Bu durumdaagidaki sonug elde edilir:

n-1 .
M=Z]M.Z]+Y Z.G.H".Z} .
i=0
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Z, matrisinxn boyutlu oldgundan, Teorem 1.1.2 den,

AR N

n

elde edilir. Buradan,

n_l . .
M=z M.fl +>Z.GH".Z,

i=0

n-1 )
M-Z2.fM=>27GH".Z,

i=0

i

(,-fz)M =YK, . (2. 9)K,, (2 .n)"

J=1
O1j €Omj €UOmu h; hy
M=, -fzo)ty| %2 G 8Om hf'j
! '
gm] gm—lj hn,j f hlj

elde edilir.

Uyan 4.1. [5](1,, - f.z7) ™ =V, diag —~ Vv,
1-f.s" ) .

ve
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dir. s,,...,S,, — € nin myinci kokleri ve t,,....t, - fnin n yinci kokleridir.

3) L=A4, , operatorl tekil olsun. Bu durumdi] matrisini sadece yer

degistirmesinden elde edemeyi®#! matrisi hakkinda daha fazla bilgiye ihtiyacimiz

vardir.

Asagidaki matris denklemi ele alinsin.

Az z (M ) = Aze,zf (M )+Ze'M : (Onflf )

e’

=G.H"+f.Z_M.g.e

A, , operatorine Teorem 3.1 uygulanip Uyari 3.1 dikket@rsa, gagidaki sonug

ortaya cgikar:

M :éKm,n (Zelgj)'Kn,n (ZTlh')T + 1:'Km,n (Zelze'M'el)'Kn,n (ZT'en)T

=1

:Z/“ze,m,n (9,)z(0.0)" 0+ 5.2, . (Z.M.e).3,

1
-

915 ©Om; €0may h; hy, h, |
Mzi gzl glj egm] hZJ hn]
=
gmj gm—l,j hn J

a7



Burada(Miyl) ~=M.e,, M matrisinin birinci sutunudur.

I<i<

Uygulama 4.2.L =A, . olsun veA . operatoru tekil olmasin. Bu durumda,

m)-1
(I . —e(ZI) ) mevcuttur. Teorem 3.1 den,

M=2Z5M _(z:)k +I(Z_%‘Z;.G.HT.(ZI)i

i=0
elde edilir.

Yukaridaki ifadek = m icin uygulansin. Bu durumdaagidaki sonug elde edilir:

M=z (z1)"+ S z G HT (zT)

i=0
Z, matrisimxm boyutlu oldgundan, Teorem1.1.2 den,

Z' =el

m

elde edilir. Buradan,

4

M :e'lm'M'(Z:)m-'-ZKm,m(Ze’gj)'Kn,m (Zf’hj)T’



0., ©0n, - €0, )(h, f.h, fho Y

m=y[ 9 G eSh hy  r)
=l . ) : : ) . .
Oni 9maj 0y hn,j hn—l,j hn—z,j
gl,j e_gmyj e'g2,j hl,j h2,j hn,j
I P
= . - : f.h,, f.h, . h_,,
Omi Gma1j - i - :
elde edilir.

Benzer glemler k = n icin de uygulanabilir.

Uygulama 4.3.L=A_, ~ olsun veA_, ~ operatoru tekil olmasin. Bu durumda,

(I ; —e.Z}")_1 mevcuttur. Teorem 3.1 den,

K-

|_\

M=(zT) M.z +Y (27) G.HT.Z!

i=0
elde edilir.

Yukaridaki ifadek = m icin uygulansin. Bu durumdaagidaki sonug elde edilir:

M=) " Mmzr+ 3 (z) HT.Z

i=0
Z\I matrisimxm boyutlu old@gundan, Teorem1.1.2 den,

(zI)'=e1,
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elde edilir. Buradan,

M =e'|m'M'Z;n+iKm,m(Zt-ar’gj)'Kn,m(Z-fr’hj)T’

i

M - |\/|.€.Z?n =Z[:J-Ze(~]-gj)-(‘]'zf,n,m (‘]'hj ))T’

j=L

M1, -ezr)=33.2,0.0)3.2, . (0.n)7.37,
i=1

M=Y32(.9)z, .. 00h0).0.(,-ezr)"

=1
0O - 0 1 Omj €0y €.01, |
0 10 el i m €02 i
\].Ze(J_gj)z : L g :1,1 g..,j g. 2,
1. 00 94 9, Om,j
91, 9,; - Om,j
= gz,j g3vj e'glyj
On,j €94 €. 0m1,
olmak Uzere,
915 925 7 Y hyy hyyy o h,;
M:( d9,; 9s; - €0y [|h,, . h, f.hy
=l : '. : hgyj f.hlj f.h2’j
On,j €091 - €0na; : d :
elde edilir.

Benzer glemler k = n icin de uygulanabilir.
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Uygulama 4.4.L =A . . olsun veA . . operatoru tekil olmasin. Bu durumda,
e 1&f e &f

ml|1
(I n & (ZI) ) mevcuttur. Teorem 3.1 den,

M =(zI)m.(z7)" +kZ_f(Z<I)i-G-HT-(ZI)i

e
i=0
elde edilir.

Yukaridaki ifadek = m i¢in uygulansin. Bu durumdaagidaki sonug elde edilir:

=

m-:

M =(z0)"m(z7)"+ X (2I) eHT(z])"

Zl matrisimxm boyutlu oldgundan, Teorem1.1.2 den,

m

(zI)"=el

elde edilir. Buradan,

/

M=el M. (Z])"+>Y K, . (20, 9,)K, . (2.0)",
=1

M —M.e.(ZI)m :iKm,m(ZeT,gj)-Kn,m(Zf’hj)T’

I\/I.(In —e(zI)m): -f Km‘m(zg,gj).Kn’m(Zf,hj)T,
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gl,j gz,j gm,j hl‘]_ h2,j h

n,j

M:/ 9 9, €0y | f.h,, hy ., _(In_e_(zr)m)—l
=1 : " f.hn_Lj f.hnyj .. hn_2’j
On,j €01, - €054 : ' :
elde edilir.

Benzer glemler k = n icin de uygulanabilir.

Uyar 4.2. [8]Aze,zI ’Azg,zf ’Azg,zI operatdrleriM matrisine uygulanginda M

matrisi gagidaki denklemlerden vé, , den faydalanilarak tekrar elde edilebilir.

Uygulama 4.5.L =0, , olsun vel, , operatoru tekil olmasin. Bu durumda,

e

n -1
(e# 0) olmak Uzere[l - f.(ZIJ J mevcuttur. Sonug 3.1 den,
k-1 _
M=A*M.B*+> A"0,,(M).B
i=0

bilindiginden

k-1 . .
M=2"M.zZf+> 2z "GH".Z/

i=0

elde edilir.
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Yukaridaki ifadek = n i¢in uygulansin. Bu durumdaagidaki sonuc elde edilir:

n-1 . )
M=z"MZzZ+>Z7 "GH".Z/ .

i=0

Teorem 1.1.2 den,

Z0 =11,
ve
z =271

oldugu biliniyor. Bu 6zellikler dikkate alinirsa,

n e i ‘
M =(z}] M.l +Zz}.(z}] G.H".Z,,

e i=0 e e

n et i ‘
M - f'(ZI] M =z}.2[z}} G.H".Z/,

e

elde edilir.
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- 1 0 1 0
I 8 0 0 :
Zy = R Bt 1
RE . i

0 1 0 EO 0

ve

3.2, . (0.9;) ifadesinin bilindgi dikkate alinirsa, 3.2, (J.g;) ifadesini

e

bulmakicinJ.Z_ .. , (J.gj) matrisinde € yerine1 yazilir. Buradan,
o €

gl,j gz,j gm,j
g g g Eg
1z, o)=Y T el
. : L L
O, j Egl,j . Egm—l,i
elde edilir.

Bulunan bu ifadeler dikkate alinirsa,

. dy 9s, 9s; - h, hy, h, |

M = |m—f.[zIJ .z{i ra Fa a1y h”j.j f-h
P e j=l : 1 1 . . . . .

gm'j Egl,,— Egzl hn,j f'hl.j . f'hn—l,j

elde edilir.

Uygulama 4.6.L =0, ., olsun vel, . operatorl tekil olmasin. Bu durumda,

n -1
(e# 0) olmak Uzere[l - f.(ZIJ J mevcuttur.

e
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Sonug 3.1 den,

elde edilir.

Yukaridaki ifadek = n i¢in uygulansin. Bu durumdaagidaki sonug elde edilir:

M =ze-”.|v|.(z{)”+fze‘i‘l.G.HT.(zI)i.

i=0

Teorem 1.1.2 den,

Z' =el
ve
Z; =2,

e

oldugu biliniyor.
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Bu ozellikler dikkate alinirsa,

M =(z}) M., +§z}.[z}} G.H™(z7),

e i=0 e e

n 4
[Im—f [ZIJ J.M =zI.ZKm,n(ZI,g,] Kn,n(zf,hj)T,
e e J=1 e
n -1
! T
M :[Im—f (z}] ] 2133z, (9.9,).z(n),
e e imt ™"
B 9u; 92 s h, h, y
M _ |m_f (ZIJ Z_ll_ i g2] g3] g4] f th hlJ hn.—Lj
E E ]:1 . 1' 1' . . . . .
gm,j Egl,j Egz,j f-hz,j f-hs,j ‘. hli

elde edilir.

Uygulama 4.7.L =0 olsun vel . , operatdrl tekil olmasin. Bu durumda,

z{.Z f

n -1
(e# 0) olmak Uzere[l - f.(zlj J mevcuttur.

e

Sonug 3.1 den,

M :(zg)‘k,M,z$ +§(Zg)_i_l.G.HT.Zfi
i=0

elde edilir.
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Yukaridaki ifadek = n i¢in uygulansin. Bu durumdaagidaki sonuc elde edilir:

M=) Mz +S (2 Tz,

i=0
Teorem 1.1.2 den,

Z)=f.

n

ve

oldugu biliniyor. Bu 6zellikler dikkate alinirsa,

M :(Zl]n.M.f.ln +er§(zlji.G.HT.(Zf)i,

e e i=0 e

M - f.(ZJn.M :zl.ni(z ]i-G-HT'(Zf)i’

e i=0

e

[oRE

Z[:Km’”(zl’gij'Kn,n( I’hj)T’
j=1

e

[oRE

elde edilir.
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Z ..mn0;) ifadesinin bilindgi dikkate alinirsa,z,  (g;) ifadesini bulmak icin

—,m,n
e

AR (gj) matrisindee yerineE yazilir. Buradan,
o €

1 1
S g]_,j ggm,] E'gm—l,j hl,j h2,j hn,j
! 1 h h f.h
M:{Im_f (ZJJ le QZJ gl] E'gm] . 2:’] " .1J
e e =1 . :
' h,, f.h;, f.h
gmj gm—lj

elde edilir.

Uygulama 4.8.L=0_, . olsun vel . . operatorl tekil olmasin. Bu durumda,

e

n -1
(e# 0) olmak Uzere[l - f.(zlj J mevcuttur. Sonug 3.1 den,

k-1

M=(zI) M. (z7) +X(zr) e (z])

i=0
elde edilir.

Yukaridaki ifadek = n igin uygulansin. Bu durumdaagidaki sonug elde edilir:

M=) M)+ S () e (z)

i=0
Teorem 1.1.2 den,

(Z7)" =1

n

ve
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oldugu biliniyor. Bu 6zellikler dikkate alinirsa,

M :(Zl]n.M.f.ln +zl§(zl]i.G.HT.(zI)‘,

e e i=0 e

" n-1
M—f.(le.M:ZI. (z
. e i

Ji.G.HT.(zI)i,

[l

1 1
4 gl,j Egmj E'gm—lj th hzl hn,j
! 1 . fh . h. - h_.
e e il : ., :
' f.hy,,  f.hy; h, ;
gm] gm—l,]

elde edilir.

Uygulama 4.9.L =A,,, olsun ve Ay, operatori tekil olmasin. Bu durumda

(I = f.D(v)“) ~ mevcuttur. Teorem 3.1 den,
k-1 ' '

M =D(v)*.M.Z{ +> D(v) G.H".Z,'
i=0

elde edilir.
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Yukaridaki ifadek = n i¢in uygulansin. Bu durumdaagidaki sonuc elde edilir:

n-1 )
M =D(v)".M.zZ{ +> D(v) G.H".Z, .

i=0

Z ; matrisinxn boyutlu oldgundan, Teorem1.1.2 den,

Zh=f.l

n

elde edilir. Buradan,

M :D(v)”.M.f.In+iKmyn(D “).g,)K, . (zI.h)",

=1

bulunur.
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0 0
1-f.v) 9, 0 - 0
1 .
. 0 0 0 ¢ 0
dlag[l_f j D(g;)= 1- f.v) .
i J1<i<m . : : : :
' o 0 - .
0 0 1 gm,]
1-f.v,
9u) 0 0
1-f.v)
| o 9, 0
- 1-f.v,
0 0 Im,
1-f\V°
ve
1 v v
Vn—l
Voo vz ?
1 Vm V;_l
olmak tzere,
9uj 0 0
1-f.v) v hy h, |
¢ Py h - h  f.h
— O 0 2 n, 1
M=y -] Voo 07 S
j=1 ., . . . . .
0 0 | hnyj f.hly]. f.hn_ly].
1-f.v,
elde edilir.

Uygulama 4.10.L =A T olsun veAD(V)’ v operatoru tekil olmasin. Bu durumda

(v),z z

(I -t D(v)”)  mevcuttur. Teorem 3.1 den,
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elde edilir.

Yukaridaki ifadek = n igin uygulansin. Bu durumdaagidaki sonug elde edilir:

M =D{)"M.[z])"+3 D) G.HT.(z])".

i=0

Z{ matrisinxn boyutlu oldgundan, Teorem1.1.2 den,

)=+,

elde edilir. Buradan,

M=D()"M.1.1,+ YK, [DWg K, (2 .n)"

j=1
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_ 0 0
1-f.v h,; h, i
/ Py . fh h . h
— 0 — 0 U, n-
M—Z;‘ l—f.Vg mn(V). . . .lj b
j= . : : . . :
0 0 O | f-hz,j f.h3’j hl’j
1-f.v,

elde edilir.

Uygulama 4.11L =A, ) olsun veA, .. operatoru tekil oimasin. Bu durumda,

(1, -e.D(v) ™)™ mevcuttur. Teorem 3.1 den,
k1 _
M=2Z5M.D(V)*+> ZLG.HT.D(v)'
i—0

elde edilir.

Yukaridaki ifadek = m icin uygulansin. Bu durumdaagidaki sonuc elde edilir:

m-1
M=2z".M.D(v)"+> Z.G.H".D(v)'.

i=0

Z, matrisimxm boyutlu oldgundan, Teorem1.1.2 den,

Z' =el,
elde edilir.
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Buradan,

14
M=>27(9,)V,n (V)T.D(hj).diag( '“]
j=1 l-ey <i<n
bulunur.
1
h, 0 - 0)|l-ew
0O h,. . O
D(m)xﬂag( 1 mj S I
1-evi" ) .. : o :
0 0 h, '
0
n 0 0
1-ev/
0 LY 0
= 1-evy
) h;
0 0 o
1-ev,
ve
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V. Y, v
VN () A i
vt v
olmak uzere,
h“m 0 0
gl,j e-gm,j e-gz,j 1_e'vl h
&9 9 .9, o 2 0
3 e A O M I e
= ) ) . : N
gmj gm—l,j gll 0 0 hn,l
1-ev)
elde edilir.

Uygulama 4.12L =A _, bW olsun veA_, bW) operatord tekil olmasin. Bu durumda,

(1, —e.D(v) ™)™ mevcuttur. Teorem 3.1 den,

M=(z7)M.DW)+Y (z7) .G.H.DW)

k-1
i=0

elde edilir.

Yukaridaki ifadek = m icin uygulansin. Bu durumdaagidaki sonuc elde edilir:

3
fiN

M =(zI)"M.D(v)"+ Y (z]) G.HT.D) .

1
o

ZJ matrisimxm boyutlu old@gundan, Teorem1.1.2 den,
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(z7)"=e.

m

elde edilir. Buradan,

n; 0 0
9. 92 Ui 1-ew’ )
e 2,
M:Z 92] g3] g:l] Vnm(V)T 0 1_e.V£” 0
=1 : .
gmj e'gl,j e'gm—l,j 0 0 th
C o l-ey”

>

elde edilir.

Uyari 4.3. [8] AD(V),ZI ’AzevD(V)’AZeT,D(V) operatorleriM matrisine uygulanginda

M matrisi gagidaki denklemler kullanilarak vé, ., , den faydalanilarak tekrar

elde edilebilir.
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Doz, (M.J)=A (M).J=G(3.H)T,

D(v), z]

AD(V)yZe (M T"]): (Aze,D(v) (M ))T-J =H (J-G)T,

AD(V),Ze (M T):(AZ;D(V) (M ))T =H.G".

Uygulama 4.13.L =0, olsun ve Uy, tekil olmasin. Bu durumda,

(I - £.D(v) _“) ~ mevcuttur. Sonug 3.1 den,

k-1 )
M =D(v)*.M.Zf +> D(v)" " G.H".Z

i=0
elde edilir.

Yukaridaki ifadek = n igin uygulansin. Bu durumdaagidaki sonug elde edilir:

n-1 )
M =D(v)".M.Z] +> D(v)" " G.H".Z,".

i=0

Z . matrisinxn boyutlu oldgundan, Teorem1.1.2 den,
Z7="f.l

n

elde edilir.
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Buradan,

M =D(v)".M.f.I, +niD(v)‘l.D(v)‘i.G.HT.Zfi,

i=0

M =di bW 0(g, ).V, [ 1]z, (5.n)".3
= diag — vzgj.mn—.f.j..
1-— i=
Vin lism
Lf 0 0
1-—
Vl
1 0 Lf 0
diag : = 1-—
1_7 .VZ
Vi l<ism - 1
0 0 —
1-=
Vm
1o
Vl Vl
m,n ; _: V2 Vz:
1 o
Vm Vm
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ve

i 0 0
A gl,j 0 0
1 .
) 0o = ol| 0 9, . O
D(v)*D(g;)=| ° 1, |
A i llo o " g
0 0 1 Imi
Vm
%Gi g 0
Vl
_| o 9z 0
V2
0 ©0 I,
Vm
olmak uzere,
S g 0
\ hl,j hz,j hn,i
/ gz' :
— 1 0 d 0 (1) h2,J’ th fhlJ
M =diag —— NVoal = .
1_L ; Ve . AV : . . :
Vi 1<i<m O O gm,j hn'] f'hl,j f'hn—l,j
Vm
elde edilir.

Uygulama 4-14-L:DD(v)sz olsun ve DD(v)sz tekil olmasin. Bu durumda,

(I - f.D(v) ’”)_l mevcuttur. Sonug 3.1 den,
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elde edilir.

Yukaridaki ifadek = n igin uygulansin. Bu durumdaagidaki sonug elde edilir:

M =D(v)".M .(sz)”+2D(v)‘i‘l.c;.HT.(zI)i .

Z{ matrisinxn boyutlu oldgundan, Teorem1.1.2 den,
(z7)=t.1,

elde edilir. Buradan,

M=D(v)™".M.fI, +§D(v)‘l.D(v)‘iG.HT.(ZfT)i,
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Ftio 0
Vi h, h,; hi
— i 1 0 ! 0 1 U, 1 -1,
M =diag f Z v, m, n (\_/j :
1-— =
Vit Jicism o 0 O fhy;  f.hy h,
Vm
elde edilir.

Uygulama 4.15.L =00, ;) olsun vell, ;) operatoru tekil oimasin. Bu durumda,

(1,-eD(v) ™)™ meveuttur. Sonug 3.1 den,

k-1
M=A“M.B™*-> A.0,;(M).B™"

i=0
bilindiginden

k-1
M =z¥M.D(v)™*-Y z! G.HT.D(v) "

i=0
elde edilir.

Yukaridaki ifadek = m i¢in uygulansin. Bu durumdaagidaki sonug elde edilir:

1

M =2Z"M.DW) ™= 2. G.HT.D(v) .
i=0

Z, matrisimxm boyutlu oldgundan, Teorem1.1.2 den,

elde edilir.
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Buradan,

1-—
Vi 1<i<n
bulunur.
BT 0
1=
Vl
0 ! 0
diag = 1_%
:I.—i V2 )
v . :
1 1<i<n
0 0 1e
1--%
Vn
ve
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1 1 1
V:[n_l V;n_l V;n_l
olmak Uzere,
LLYI 0
gl,j e_gm‘j e_gzvj " o
¢ ) .. ed.. T 20 -
M=-) 92; Qi Ja) .\/nm(lj [ 9 7 0 |diag
=l . . : Y : 22 . 1- %
Onj Omaj - O o o h,, V" icicn
"
elde edilir.

Uygulama 4.16.L = DZT’D(V) olsun veDZT’D(V) operatori tekil olmasin. Bu durumda,

(1, e D(v) ™)™ mevcuttur. Sonug 3.1 den,

=

M =(z)"m.00) - S (2r) GHT. D)

elde edilir.

Yukaridaki ifadek = m i¢in uygulansin. Bu durumdaagidaki sonug elde edilir:

(z7) G.HT.DW) .

M2

M =(zI)".M.D(v) ™

I}
o

Z! matrisimxm boyutlu oldgundan, Teorem1.1.2 den,
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(zI)" =eu,

elde edilir. Buradan,

j=1 1-—
m
Vi 1<i<n
h, .
TR 0
91 Py O, Vi H
) eaq.. T 2,]
M = z gzj g3] qu vV 1 0 E— 0 d|ag
. : . n,m Vv v, e
= ' : 1--=
gm] € gj,] e'gm—Lj hnj Vi 1<is<n
0 0 :
\

elde edilir.

Uyari 4.4. [8] DD(V)’ZI Uz o U operatdrleriM matrisine uygulanginda

zl,D(v)
M matrisi gagidaki denklemlerden vel,, den faydalanilarak tekrar elde
edilebilir.
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DD(V),ZE(MT): _(DZJ,D(V) (M ))T =-H.G".

Uygulama 4.17. L=Aggpe Olsun. M :(mi’j),lsism;lsjsn ve

D(s)OF ™™, D(t)OF ™" olsun. Bu durumda,
Dogo)(M)=M -D(s)M.D(t)

elde edilir.

4

AYETN0 (M):G- HT :zgi,k'hj,k

k=1
oldugu biliniyor.

ilk olarak (4.1) ifadesi acifekilde yazilsin.

s O 0 m, m, - m,|(t, O
0 .0 m m e m 0t
D(s)M.D()=| . 7 | T |5
0O 0 -« s, /J{lmy my, -~ m Jl0 O
Slmlltl Slm12t2 Slmlntn
- SZm21t1 Szmzztz SZmZntn
Sm mmltl Sm mm2t2 Sy mmntn
ve buradan,
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m, my, - m, Slmlltl Slm12t2 Slmlntn

m m m s,m,.t s, m,,t e Sm, . t
2 22 2 2 1o 2 Ha2ts RLLY)
M-D(s).M.D(t)=| * e
mml mm2 rnmn Sm mmltl Sm mm2t2 Sm rnmnt
my —s myt, m;, =S my,t, e My, —s Myt
| My =S, Myt My, =S, Myt - My, =S, Myt
mml _Sm mmltl mm2 - Sm mm2t2 rnmn _Sm mmntn

bulunur.
S, (i :l_rn) vet, (k :ﬁ) lar Ui,k i¢in birbirinden farklidirlar. Bundan dolayi,

m,, —s, m,t, =(1—sitk)mik,Di,k icin

(4.2) den,
1 4 . ..
m,, = Ty égivi'hk,i ,0i,k icin s;t, #1
elde edilir.
/ l
Zlglj'hkj :le(gl)D(hJ)
j= i=

elde edilir.
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Uygulama 4.18. L=0U,pn Olsun. M :(mi’j),lsism;lsjsn ve

D(s)OF ™™, D(t)OF ™" olsun. Buradan,

Op(eo@ (M)=D(s).M =M .D(t) (4.3)
elde edilir.
T 4
DD(S),D(t)(M):G'H :Zgi,k'hj,k (4.4)
k=1

oldugu biliniyor.

Ik olarak (4.3) ifadesi acigekilde yazilsin.

s O O\ (my my, - my,
0 o0 My My, e My
D(M =| . > S "
0 0 - Sm mml mmZ mmn
S my, sm, - §MmMy,
_ S,My;  S;,My, -+ S, My,
Sm mml Sm rnm2 Sm mmn
bulunur.
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Ayrica,

m, m, m,, t, 0 0
m,, My, m, 0t 0
M.D(t)=| . B
mml rnm2 mmn 0 o - tn
m11t1 m12t2 mlntn
_ Myt My,t, m,,t,
mmltl rnm2t2 rnmntn
bulunur. Bu iki gitlikten,
s my, s m, s mg, m11t1 m12t2 mlntn
D(S).M -M .D(t)= S2r"121 S, M, Szr.nZn _ mz‘ltl m22t2 m2.ntn
SmMm SyMpy, Sm Mun mmltl mm2t2 o rnmnt
s my; —-my,t, S m;, —my,t, s my, —mt,
S, My, —M,, ty S, M,, -M,,t, S, m,, —M, t,
Sm My _mmltl Sm Mo — mm2t2 o §,My, _mmntn

elde edilir.

S, (i :],_m) vet, (k :E) lar Ui,k i¢in birbirinden farklidirlar. Bundan dolayi,

ssm, —-m,t, = (si —tk)mik ik icin
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(4.4) den,

m,, = 1 Z’:gij.hkj, Oik igin's; Zt,
S —W)=

elde edilir.

[4 !

Z;g,, Ny, :Z;D(QI)D(hJ)

= J=

elde edilir.

Uyari 4.5. [5] M kare matris olmak ijzereikZT’Z [10], A [10], OO [14],

z,Z" D(v),ZT

0, [15], Oy, [1,16], O, . [1,16], A, , [1,16], A, . [1,16], 4, , (e%0)

[6] ve Ao(v),z; (e¢ 0) [6] operatdrleriM matrisine uygulanginda M matrisi tekrar

e

elde edilebilir.
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