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: Tanjant uzay indisleri (Kuguk Latin harfleri)

: Uzay-zaman indisleri (Kuc¢ik Yunan harfleri)

: Momentum Ureticisine bagli sonsuz kiiglk parametre
: Olgekleme dreticisi

: Momentum Ureticisine bagli ayar alani

: Momentum Ureticisine bagli egrilik
: Tensor Ureticisine bagh egrilik

: Olgekleme Ureticisine bagh egrilik
: Yapi sabiti

: Bir Lie grubu

: Grup elemani

. Metrik tensor

: Alt grup

: Es kiime (Koset)

. Lie cebri

: Lagranjiyen

: Lagranjiyen yogunlugu

: Acisal momentum Ureticisi

: Momentum Ureticisi

: Riemann egrilik tensoru

: Ricci tensori

: Ricci skaleri

: Acisal momentum Ureticisine bagl egrilik

: Eylem

: Acisal momentum dreticinse bagl sonsuz kiglk parametre
: Momentum Ureticisine bagli alan

: Tensor Uretici

: Olcekleme (reticisine bagli sonsuz kiglk parametre

: Tensor Ureticisine baglh alan
: Olgekleme Ureticisine bagh alan

: Tensor Ureticisine bagl sonsuz kiglk parametre
: Herhangi bir alan

: Agisal momentum Ureticisine bagli alan

: Degisim

: Minkowski metrigi

: Komitasyon
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DOGR_USA_L_OLMAYAN GERCEKLEME METODU KULLANILARAK AYAR
TEORILERININ KURULMASI

OZET

Bin dokuz yuz elli ve altmigh yillarda 6zellikle aralarinda Utiyama, Sciama ve
Kibble’in bulundugu fizikciler uzay-zaman simetrisine karsilik gelen gruplari yerel
inceleyerek kutle c¢ekimi icin Einstein alan denklemlerine ulasilabilecegini
gosterdiler. Daha sonra gesitli gruplar genigletilerek ayar teorileri kuruldu ve kutle
cekimine yeni katkilar elde edildi.

Biz bu tezde dogrusal olmayan gercekleme metodunu kullanarak ayar teorisinin
kurulmasini inceledik ve kutle gekimi igin yeni egrilikler elde ettik.

Anahtar Kelimeler: Ayar Alan Teorisi, Dogrusal Olmayan Gergekleme, Grup Teori,
Kutle Cekimi, Lagranjiyen.



CONSTRUCTING GAUGE THEORIES BY USING NONLINEAR REALIZATION
METHOD

ABSTRACT

In 1950’s and 1960’s, physicists among them especially Utiyama, Sciama and
Kibble showed that the Einstein Field Equations for the gravity can be obtained by
making space-time symmetry groups local. After that gauge theories of various
groups are established by extending them and new contributions to the gravitation
are found.

In this thesis we discussed the nonlinear realization method to construct gauge
theories of gravity and from there we obtained new curvatures for the gravitation.

Keywords: Gauge Field Theory, Nonlinear Realization, Group Theory, Gravitation,
Lagrangian.



GiRiS

Utiyama (1956) Lorentz grubunu yerel déntsimler altinda inceleyerek Einstein kiitle
¢cekim alan denklemini elde etti. Bu sayede Utiyama uzay-zaman simetrilerinin yerel
incelenmesiyle kutle ¢ekim teorisinin elde edilebilecegini ilk olarak gdstermis oldu.
Kibble (1961), Utiyamanin sonugclarini genellestirdi ve uzay-zaman simetrisi olarak
Poincare grubunu kullandi. Kibble bu grubu yerel inceleyerek; Einstein-Cartan
denklemi olarak da bilinen uzay-zamanda burulmay! igeren kutle ¢ekimini elde etti.
ilerleyen vyillarda ise diger simetri gruplari (DeSitter, Weyl, Konformal...) icin de
benzer ¢alismalar (Charap ve Tait, 1974), (Ogievetsky, 1974), (Hori ve dig., 1974),
(Kasuya, 1975), (Hehl, 1979), (Ivanov ve Niederle, 1982a), (lvanov ve Niederle,
1982b), (Blagojevic, 2002a), (Blagojevic, 2002b), (Ali ve dig., 2009) yapildi. Bu
calismalar geometrik yollardan tiretiimis olan katle c¢ekimi denklemlerinin ayar

teorisi ile tekrar elde edilebilecegini gostermistir.

D. V. Soroka ve V. A. Soroka (2005) tarafindan Poincare grubu bir antisimetrik
tensdr Uretici ile genigletildi ve buna bagh ayar teorisi olusturulup (D. V. Soroka ve
V. A. Soroka, 2012) yeni bir Lagranjiyen yazildi. Tensor Ureticinin kullaniimasindaki
motivasyon daha ©nceden bilinen Maxwell grubuydu. Maxwell grubu, Poincare
grubunun genigletiimis halidir ve uzay-zamana bagh antisimetrik bir tensor Uretici
icerir. Bu Uretici elektromanyetik gerilme tensoérine karsilik gelmektedir. Ayrica bu
grubun incelenmesiyle (Bacry ve dig., 1970), (Schrader, 1972) sabit bir
elektromanyetik alan icinde hareket eden yUklu bir pargaciga ait hareket denklemi

elde edilmisti.

Bu calismanin birinci bolimde Grup Teoriye kisa bir giris yapilarak ¢esitli fizikgilerin
(Callan ve dig., 1969), (Coleman ve dig., 1969), (Salam ve Strathdee, 1969a)
katkilariyla gelistirilen dogrusal olmayan gergekleme (non-linear realization) metodu
icin gerekli es kiime kavrami tanitildi. Daha sonra cesitli ¢calismalarda (Salam ve
Strathdee, 1969b), (Okabayashi ve Watanabe, 1970), (Isham ve dig., 1971),
(Srivastava, 1973) irdelenen uzay-zaman simetrilerinden 6zellikle Poincare ve
Conformal gruplari ele alarak es kuime kavraminin nasil kullanilacag! Uzerinde
duruldu. Buradan hareketle Conformal grup i¢in Maurer-Cartan Formlar es kiime

kavrami yardimiyla bulundu. Daha sonra Ivanov ve Niederle (1982) tarafindan



yayinlanan “Gauge formulation of gravitation theories. I. The Poincare, de Sitter, and
conformal cases” baslikli makale Gzerinden ara iglemler agilarak sirasiyla Poincare
ve Conformal gruplarin ayar teorileri incelendi ve buradaki Ureticilere karsilik gelen

egrilikler ve bunlarin ayar alan altindaki déntsumleri bulundu.

ikinci béltimde; birinci bélimde tanitilan dogrusal olmayan gercekleme metodunu
kullanarak, cesitli calismalarla (Azcarraga ve dig., 2011), (Durka ve dig., 2011),
(Fedoruk ve Lukierski, 2012), (Gomis ve dig., 2013) gerceklestirilen tensor-extended
uygulamalara paralel olarak Poincare ve Weyl gruplarinin antisimetrik bir tensorle
genisletiimesiyle elde edilen gruplarin ayar teorisini olusturduk ve bu genisletilmis
uzay-zamanin ureticilerine karsilik gelen egrilikleri ve bunlarin dontgumlerini elde
ettik.



1. DOGRUSAL OLMAYAN GERGEKLEME
1.1. Kisaca Grup Teori

Herhangi g,,9, G i¢in g .g, -ge G biciminde tanimlanabilecek garpim kuralini
saglayan G kimesi igin;

1) g,.9,.09,G olmak Uzere tim g, 9,9, elemanlar igin (g9,.9,).9, =9,-(9,.9,)
(birlesme 6zelligi),

2) ge<c olmak Uzere herhangi bir g igcin e.g=g.e =g olacak sekilde bir e ¢ G
(birim eleman o6zelligi),

3) Herhangi bir g < ¢ icin e ¢ G birim eleman olmak Uzere gg* =g .g=e (ters
eleman 6zelligi)

sartlarini saglayan G kimesine grup denir. Hc G i¢cin H kimesi de kendi igcinde

yukaridaki 6zellikleri sagliyorsa H icin de G ’nin bir alt grubudur denir.

g, H alt grubunu iceren bir G grubunun elemani olsun. Bu G grubu elemanlarinin
denklik siniflarini tanimlayalim: h e H olmak Uzere g ve g’ gibi iki eleman g’ = gh
veya g '.g'eH gibi bir sagdan garpimla iligkilendirilebiliyorsa bu iki eleman denktir
denilir. Bu denklik sinifina g’nin (sol) es kimesi denir. Tum es kimelerin dizisi bir

manifolddur ve G /H ile gosterilir.

1.2. Es Kiime Kavraminin Kullaniimasiyla Dogrusal Olmayan Gergeklemenin

incelenmesi
Egder her es kime bir L elemani igeriyorsa, gerekli oldugu kadar parametreyle
etiketlenmis L (x) elemanlari kiimesi es kime uzayini parametrize eder. L (x)
parametrizasyonunu segctigimizde her g grup elemani g=L(x)h seklinde ifade
edilebilir. Burada L(x), g¢'nin ait oldugu es kiimenin temsilci elemanidir ve h es

kiime icerisinde L (x)’i g’ye baglar.



L (x)'in keyfi bir g ile garpimi; gL (x) =L (x")h seklinde ifade edilebilir. Burada x' ve
h; x Vve g'nin x'=x'(x,g) ve h=h(x,g) seklinde tanimlanabilecek genel

fonksiyonlaridir.

Ornegin; Poincare/Lorentz es kiime uzay! tipik bir dort boyutlu uzay-zamandir. Bu es

kiime uzayini L (x) = e"” ile parametrize edelim.

ia-P

g=e"" icin;

gL (x)=e""e™ = ™" = (x)h (1.2)
X'=x+a,; (1-2)
h=1 (1.3)

2" g P2’ le 2" (1.4)

LK Lom
e? ee? =U(A)X"P U (A)=ix"U(A)PU"(A)

(1.5)
= ix"A"P" =ix (AP) = i(AX)P

gL (x) = L (x")h (1.6)

X'=AX ; (1.7)

hee (1.8)



Poincare grup elemaninin L (x) es kimesi Gzerindeki etkisi;

i
®-M -—o-M

e'“’e*i L(x)=L(x")e 2 (1.9)
x'= AX +a (1.10)
1.3. Conformal Gruba Uygulanmasi

Genel grup elemani exponansiyel olarak asagidaki sekilde parametrize edilirse;

—o-M

g- eivaeib-Keik-De72 (111)

sabit bir grup elemant igin de;

i
—0-M

g = eia-Pevaeic-De’Z (112)

ifadesi kullanilabilir. Kararhlik grubu olarak Lorentz grubu segilirse es kiime elemani

asagidaki yapidadir;
L(x,b,2)=e""e" e"” (1.13)
Sonsuz kucgik 6teleme dénisimu altinda;

e™ L (x,b,x) =L (x'b"2")h
eiavPeix-Pe\b-Ke\l-D _ eix'-Pe\b'-Kei)ﬁ-Dh (114)

i(x+a)P _ib-K _ir-D ix".P_ib"“K _ir"D
e e e =e e e "h

es kime parametreleri agsagidaki sekilde dontstuir;

5b* =b* -b* =0 (1.15)
SA=r -A=0
=1

Sonsuz kicuk 6zel conformal doénusim altinda ise es kiime parametrelerinin

degisimi Denklem (1.16) ile verilir;



e" L (x,b,x)=L(x'b,2")h

(1.16)
elB-Kelx‘Pelb‘Kelk-D _ elx’-Pe\b’~Ke|k'-Dh
Burada;
é _ e—lx‘Pel[}-Kelx-P
. . (2.17)
=exp(e "ip-Ke"")
Denklem (1.17) kulanilarak asagidaki sonuclar elde edilir;
8x* =2(p-x)x" - x*p°
3b* =" +2(B-x)b* +2(x-b)p* - 2(B-b)x"
(1.18)

8r=-2(B-x)

8mah _ 2(ﬁaxb _ tha)

Sonsuz kugik olgcekleme donlisimi altinda es kime parametrelerindeki degisim

ise;

e“"L(x,b,a)=L(x",b"2")h
elc.Delx.Pe\b.Kelk.D _ elx’.Pelb'.Kelk’,Dh (119)

ic.D ix.P —ic.D ic.D ib.K —ic.D ic.D ir.D ix".P ib".K ir’.D
(e e e )(e e e )(e e )=e e’ “e”"h

seklinde olup buradan asagidaki katkilar bulunur;

5x% = ox®

8b = _Gb (1.20)
oL =0

h=1

- M
e ? L(x,b,a)=L(x",b’,a")h

e 2 eix_Peib.Keih.D _ L(X',bl,}\«l)h (1.21)
|(e—2u e‘x.PezuM\H(e—zu.Melb.Kezu \l ”"De ZUMe’z M _ ix' P _ib'K |)~'.Dh
\ J\ )

seklinde olup buradan sonsuz kiguk etkiler icin Denklem (1.22)’ye varilir;



5b% = u® b® (1.22)

Sonug olarak sonsuz kiigik dénisimlerin uzay zamana toplam katkisi su ifadeyle
verilir;

x" =x"+a"+2(B-x)x" - xp" + ox" +u” x° (1.23)

Denklem (1.23)teki dénisime bagl olarak herhangi bir skaler alanin degisimi

asagidaki sekildedir;

o' (x)=0(x"—a* —2(Bx)x" + x*p* —ox* —u® x°
()= o (8%) ) (1.24)
=<|)(x)+(xa—aa—Z(ﬁx)xa+x2ﬁa—cxa—uacxc)6a¢(x)
Buradan skaler alandaki degisim;
\
d¢(x)=]ia-P +if-K +io - D—;u MJM)
a®(-0,)+B"(~2x, (x-0)+x"a,) (1.25)

¢ (x)

/T T TN /—\\

B
|
a 1 ., |
+0(7X aa)*;“ [ (x,0, - x,0, J

seklinde Denklem (1.25) ile verilir ve agagidaki grup Ureticilerine ulasmamizi saglar;

F’a = iaa

Ka:i(Zxa(x-a)—xzéa) (1.26)
D =ix"0, .
Mab = i(Xaab - Xbaa)



Esitlik (1.26)’daki grup ureticilerinin asagidaki cebri sagladigi kolaylikla gosterilebilir.

Mab’Mcd] = i(nadec + rIbcMad - (C < d))

Mab’Pc] = i(nbchc - nach)

P,.P,]=0

D,D]=

D,Pa] =iP, (1 27)
D’Mab]zo .

Mab’Kc] = i(T‘lcha - nach)

Pa,Kb] = -2i(n, D +M_)

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[

Ayrica bu es kime sec¢imine karsilik gelen Maurer-Cartan Formlarini yukaridaki
cebir kullanilarak asagidaki yoldan hesaplanir. Bunun igin herhangi bir grup

elemant;

i
oM

g- eixpeibKeiwe’; (128)

ile, alt grubun herhangi bir elemani ise;

hee? (1.29)
ile verilir. Buna bagh olarak es kiime elemani;

K = e"ee"? (1.30)
olarak ve tersi de;

P T (1.31)

seklinde segilir. Buradan da Maurer-Cartan Formlarini asagidaki ifadeden buluruz:

-1

ixP_ibK _ixD ixP ibK _iAD
K 'dK -iAD _ -ibK _ ~ixP de e e +e de e 1
= e e

L+eixPeibKdeikD J

(1.32)

|(e7|mef|m< (eflxpdelxp)e\hKelkD \

—irD —ibK ibK irD —irD LD
L+e' (e' de' )e'” +e Pde' J



Denklem (1.32)’de bulunan terimler asagida ayri ayri hesaplanmistir.
Birinci terim;

irD .

i l 1
e "’de”® =id.D + —[id2D,ixD]+ —[[id2D,ixD],inD ]+ ...
21 3!

seklinde acillir.
[i[dAD,ixD]=0

oldugundan;

—-iaD irD

de ~ =idAD

bulunur. ikinci terim:

—ibK ibK

1 1
e "de™ =idbK + —[idbK,ibK]+ —[[idbK,ibK],ibK | + ...
21 3!

[idbK,ibK]=0

oldugundan

—ibK ibK

de " =idbK

seklinde kolayca yazilir.

—irD. irD

1
e "idbKe"” =idbK + [idbK,iAD]+ —[[idbK,iAD],ixD | + ...

2

Esitlik (1.39)’daki terimi hesaplamak icin;

I([ide,ixD]: ~db"2[K,,D]=idbK2 \I
[idbK2,ixD] = ~2db" [K,,D | = idbK2" |

ifadeleri kullanilir ise Esitlik (1.41)’deki sonuca ulagilir.

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)



—irD irD

1
=idbK +irdbK + —ir’dbK + ...
21

idbKe

=ide(1+x+ix2+...j (1.41)

= ie"dbK
Benzer sekilde asagidaki ifade rahatlikla yazilir;

—ixP
e “de

e (1.42)

idxP + [idxP,ibK ]+ —[ [idxP,ibK], |bK]

—ibK ibK

idxPe (1-43)

( 3
| |
L SL idxP, |bK]|bKJ |bKJ J

Esitlik (1.43)'G hesaplamak icin Esitlik (1.44) ve Esitlik (1.45) ifadeleri kullanilarak
Esitlik (1.46) ifadesine ulasilir.

[idxP,ibK]=-dx"b" [P K |=-2idx"x" (1, ,D -M, )

(1.44)
= -2idx -bD + 2idx"b'M |
(2dx-bb"[D,K, | )
[-2idx -bD + 2idx"b'M ,ibK | = | |
[ -2dx"p"b*[M,, K, ]}
(2i(dx-b)(b-K )
_j 2laxB)(bK) | (1.45)
| +2idx"b"b" (n K, —n K )]
(2i(dx -b)(b-K) )

+2i(dx -b)(b-K) - 2ib”® (dx -K)J

(idxP - 2i(dx -b)D + 2idx"b'M )
IbKIdXPe K :| 2 ) | (146)
L+Z[2(dx.b)b -bfdx" K, J

lidxP - 2i(dx -b)D ]
o D g b (e—leeixP)eibKeikK _ oD +2idX“bVMw LellD (147)

|[+i[2(dx~b)b“ —bzdx“JK“J

Denklem (1.47)’yi hesaplamak icin Esitlik (1.48), Esitlik (1.49), Esitlik (1.50) ve Esitlik
(2.51) kullanilir.
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—~iAD.

: 1
e "YidxPe"” = idxP + [idxP,ixD]+ —[[idxP,iAD],ixD | + ...
21

1
= idxP —irdx -P + —[—ixdx -P,ikD]+
2!

=ide—ik(dx-P)+i—k2(dx~P)+... (1.48)
21
_ ( Aol B
=idXP|1-2+—-—+...|
L 21 3! )
=ije"dx -P
e "?{-2i(dx-b)D}e"” = -2i(dx-b)D (1.49)
e "72idx" -b'M e"” = 2idx"b'M (1.50)
e "’ {-i[2(dx-b)b* —b’dx" K }e"® =ie" (2(dx-b)(b-K)-b*(dx-K)) (1.51)
Tdm sonuglar toplanirsa Esitlik (1.53)’teki Maurer-Cartan Formlari bulunur.
(ie "dx-P - 2i(dx -b)D + 2idx“b'M )
K'dK =1 4 \
L+ie" (2dx bb K -b’dx -K)+ie"dbK + ide
(ie "dx"P, +ie" (db" + 2b" (dx -b) - b dx")K
=1 | (1.52)
[ +i(dn - 2dx-b)D +i(dx"b" —dx'b" )M, |
= i(op“P“ + iu)K“KH +io, D - I—(:L)M“VM“v
2
o, =e "dx"
o =e"(db" +2b"dx-b-b dx")
(1.53)

o, =dr-2dx-b

®," =-2(dx"b" —dx'b")

Maurer-Cartan Formlari grup déntsimu altinda degismez nicelikler olduklarindan
grup dénusumi altinda invaryant kalan lagrange yogunluklari olusturabilmek icin

kullaniilmaktadirlar.
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1.4. Gruplarin Ayar Teorileri Olarak Kitle Cekimi
1.4.1. Poincare grubunun ayar teorisi

Eger G grubu P (Poincare grubu)ye izomorfik ise Gnin m_, ve P, Uureticileri

b

asagidaki bilinen komutasyon bagintilarini saglar.

[Mab’Mab] = i(nadec + T]bc'vlad - nbd'vlac - nachd)

[Mab’Pd]:i(ndea_n P ) (154)

ad b

[Pa’Pb] =0

Burada n,, = (1 -1-1-1) uzay-zaman metrigidir, uzaysal (holonomik) indisler Yunan
harfleriyle, vierbein (anholonomik) indisler Latin harfleriyle gdsterilir ve tekrarlanan

indisler Gzerinden toplama yapildigi farzedilir. Simdi ¢, (x) madde alanlari c"** ve

DiffR* altindaki sirasiyla;

sm«pl(x):—;a”(x)(Manmwm(x) (1.55)
3.0, (X) =0

ve

80, (x)=2"(x)0,0,(x) (1.56)

ile belirtilen donusum ozellikleriyle uzaysal skalerlerdir. Burada o, =o/0x" ve

a™ (x), »" (x) keyfi fonksiyonlardir.

Fiziksel Poincare grubunun ¢, (x) tzerindeki eylemi,

ve 1 "’ler sabit olmak Uzere;

A (x) =t X (1.57)
a™ (x)=25%800" (1.58)

ifadeleri ile elde edilir. Boylece fiziksel Poincare grubu igin uzaysal ve vierbein

indisler ayirt edilmezler.
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G uzerindeki ayar alanlar,

ab

2 ra 1 s ab
AL(X) = el (x)P, = ~ol™ (x)

’LaabMab ( 1 \ Zau b
Al (x)=e ? e‘aPa_—m abMah—l—a e?
u L It 2 [ 9 pJ
( ’LaahMan la”M , ELIETIV L1 . iaabMab \
|e? e "P.e? -e? —o M e? |
_| _ 2 |
| —La®m i Laa"Mab |
|-e? T —oe? |
L g )
ab an b bn a 1 ab
3,0, (x)=a (x)mun(x)+a (x)mun(x)+§6pa (x)
5ye,” (x)=a"(x)e,, (x)
ic? ( 1 \ ~ic®
Al (x)=¢e"“" eP——mMab—l—a Pa
n 0 2 9 n
ictp a —ic®pP ic®p 1 ab —ic®P, ic’P I —ic?p
=e ‘e P.e d - f—wn M_ e t—-e *—0 e
2 n ab
g
1 1 1
=-=0 "M, - [icCPC,—m“abMab} -=0,c"(x)P, +e, P,
2 2 g
1 ab ( ac a a\
=-——o, M_ +]o0 -—0Cc +e P
2 n ab L n g J a
ab
3,0, (x)=0
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(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)



Esitlik (1.66)da c*(x); P, ile genellestirilen donisumleri karakterize eder. Ayar

alanlar kovaryant uzaysal vektorler gibi (o, gibi) sirasiyla DiffR* ‘e donustirler.

6Repa (x)=2’ (x)apepa (x)+2o,," (x)epa (x)(1.67)

8.0, (x)=2"(x)2,0," (x)+,1" (x)0,* (x) (1.68)
¢, (x)’in kovaryant tlrevi olan

D¢, (x)=0,6,(x)- '_gmp"‘" (x)(an)ab 0, (x) (1.69)

2

ifadesinin, ¢_(x) alani gibi sirasiyla G"°’a donlsecegini kontrol etmek kolay

olacaktir.

Simdi ayar alanlarin kovaryant egriliklerini olusturalim. Oncelikle A (x) alaninin

Esitlik (1.59)'daki degerler ile tanimlanmasiyla

|(a e P - —0."M ofe . — Lo M ﬂ|
a —o ab a _(Dp ab
N a 2 7 ) ) | (1.70)
| l ab 1 cd —| |
| -igje,'P,-—o "M, ,e P -—ao "M, |
CoL 2 2 [
AL (X)=C, (X)P, = 2R, ()M, (1.71)
2
donugumlerin sirasiyla homojen olarak donustigunu dikkate alalim,
ALV(X):h(X)A;lv(X)hil(X) (172)

e, (x) ve o, ""(x) ifadelerinin kovaryant egrilikleri, A  (x)’in P, ve m_, Ureticileri

v

Uzerindeki izdigUmleri olarak tanimlanir, sirasiyla;

| (1.73)

14



CL (x)= 0,1 - 0,8 (x)-g0,” (x)e,, (x)+ 90, (x)e,, (x) w74
=D,el(x)-D el (x) |

n

Bunlarin dontstim Gzelliklerini artik bulabiliriz. Burada stz konusu c, (x) ile

karakterize edilen “geviriler’ oldugunda;

Allv(x)=h(X)Auvh71(X) (1'75)
h(x)=e" """ (1.76)
ic®(x a 1 a ic?
AL (x)=e ”Pa[cu P, - —R, bMabje Ps
2
— e\cPCPVaPae—icP icP Ru‘/ab'\/lab —icP
2 (1.77)
a l a . 1 a —|
=C,'P, - ;R} "M, - Llchd,;Ruv bMabJ
=(c,"+R e )P —iR M
n It d a 2 It ab

8,R,,”(x)=0 (1.78)
8,F . (¥) =R (X)F, (x) (1.79)

seklinde egriliklerin déntsumlerini elde etmis oluruz.

a ab

Fizikciler genelde e * (x)'i “vierbein” ve o ™ (x)’i “baginti” olarak ifade ederler ve
©,”(x)1 e, (x)’e veya onun e ® (x)=0 alindigindaki esdederine dayanarak

aciklarlar.

Bazi yazarlar su terminolojiyi kullanirlar; e® (x) ; vierbein, o™ (x); bagint, e (x);

ceviri ayar potansiyeli. Bu bagintida iki seye dikkat etmeliyiz.

Herhangi bir e * (x) vierbein egsdegerini elde etmek igin fizikgiler 4x4’l4k e * (x)

matrisinin -3 ° sabit terimini igerdigini kabul etmelidirler. Her ne kadar e * (x) tanim

15



olarak bir alan olsa da buna karsilik gelen hareket denklemlerinin ¢ézllmesiyle karar
verilir. Bundan dolayi bastan itibaren e * (x) ifadesinin 6zel bir formunu esas almak

uygun olmaz.

C,". (x)=0 kosulu c_(x) parametreleri ile gerceklesen ayar donisimlerine gore

acikca nonkovaryanttir. Sonug¢ olarak eger P doénlsumlerini gergeklestirirsek
c,’, (x)=0 ifadesini korumak amaciyla e *(x) ve o, (x) ifadelerini salt ayara

ab

indirgemek icin R ™ (x) = 0 almalyiz.

Donusum kurallarini modifiye etmek yerine dodru ve daha dogal islem G=P

grubunun dogal bicimde kiriimasi ve kendi Lorentz alt grubu olan so(3,1)’e

indirgenmesidir. Bu islem yukarida zikredilen her iki zorlugu da otomatik olarak

¢cOzer.

Poincare grubunun so (3,1) e indirgenmesinin asgari yolu P /so(3,1) bo6lum-

uzayinda P’nin dogrusal olmayan gerceklemesidir. Konumuz igin bu durum P

donusUmlerine gore;

3,y" (x)=¢c"(x) (1.80)

biciminde donlisen dort adet y* (x) Goldstone alaninin ortaya konmasini saglar.
y" (x) alanlari Minkowski uzayina homomorfik olan P /so (3,1 bdélim-uzayinda

koordinatlarin rolind oynar. Bdylece herhangi bir x* igin bir ic Minkowski uzayini

y" (x) koordinatlari ve P hareket grubuyla iligkilendiririz.

Simdi o, (x) Cartan formu ve o,* (x)’i standart yolla ifade edelim:
e-iya(x)Pa [ap _ igAH (X)j|eiya(><)F>a _ i()): (X)Pa _ i_m ab (X)M
Esitlik (1.16)-Esitlik (1.20) ve Esitlik(1.21)i kullanarak o °(x) ve o *(x)
formlarinin déniisim 6zelliklerini kolayca bulabiliriz. Ornegin P déniisiimlerine gore

degismez olduklarini bulabiliriz;

(1.82)
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ab

o, (x)veo * (x)'in, e, *(x) ve o, (x) cinsinden agik formlari;

0 (x)=g0,"(x) (1.83)
o) (x)=0,y" (x)+ge; (x)-go; (x)y,(x) (1.84)
ile verilir.

e, (x) yerine

5. (x) = —éauca(x) (1.85)
5% (x)=-a" (x)e,, (x)+2,a" (x)y, () (1.86)

dénusum Ozellikleriyle birlikte yeniden tanimlanmis olan e “(x) ayar alanini

kullanirsak,

el (x)=el(x)-o" (x)y,(x) (1.87)
o " (x) ifadesi daha basit hale gelir:

0l (x)=8,y" (x)+ ge’ (x) (1.88)
Ayni zamanda

}e‘y”*“’a (1.89)

ifadesini kullanarak yeni C ' ve R

ab
8%

(x) kovaryant egriliklerini tanimlayabiliriz.

Buradan Esitlik (1.90) ve Esitlik (1.91) elde edilir.

(1.90)
R (x)=R,"(x) (1.91)
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Bu yeni egriliklerin P déntsumleri altinda degismez oldugu kolayca kontrol edilebilir.

loc

o, " (x) formu donugim Ozellikleri nedeniyle [yalnizca SO (3,1) donusimleri

altinda n simgesine gdre bir uzaysal dort-vektor ve a simgesine goére déntisim] bir
vierbein olarak yorumlanabilir. y*(x) ifadesi dért bagimsiz alani temsil ettiginden

detoay®(x)/ ox" = 0 olur ve o"*(x) ters vierbeini bulunur:
: (2.92)
s

g,,(x) metrigi her zamanki gibi yazilir;

9., (x) =0y (x)o,(x)

(1.93)
g" (x) = 0" (x)o ()
Kolayca gorilebilir ki,
C' (x)=0 (1.94)
sartl teorinin tUm simetrilerine goére dedismezdir ve dolayisiyla;
o g [ T ()= 2.07 ()] 1 (195)

29 [+mt(x)mp"(x)m"m (x)o,0,,(x)-(m < n)J

¢6zUumi dogru dénitsim dzelliklerine sahiptir.

Geometrik olarak C, “(x) ve R

(x) ifadeleri, sirasiyla, {x"} ifadesinin Minkowski

uzayina baz homomorfik oldugu ve lif P /so(3,1) ifadesinin i¢ Minkowski uzayina

homomorfik oldugu lif demet uzayinda burulma ve egriliktir. Esitlik (1.35) kosulu,
burulmanin sifira esit oldugu ve bize bagintiy1 vierbeinler cinsinden ifade etme

imkani veren lif demet uzayinda bagl degismez alt gruplari tanimlar. Bu nedenle

pa

aslinda teoride yalnizca bir tane ayar alanimiz oldugunu goruruz-»**(x) alani (veya

éua(x) alani).
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K =P" @ DiffR" grubunun e *(x) igin ikinci dereceden hareket denklemi veren en

basit degismezi Esitlik (1.96) skaler egriligidir.
R=0"(x)o"” (X)R,,. () (2.96)

Buna karsilik gelen eylem vierbein formalizminde, «’nin Newton sabiti oldugu,

bilinen Einstein eylemidir:

S = '[Ldv (2.97)

16wk

dv=0_ 0. 0,0

0,0, (1.98)

=detowdx dx,dx,dx,

1
S =

L(detwd* 1.99
16ﬂKI ( ere X) ( )

S =

jd“x detoR (1.100)
16nk

Einstein denklemleri Esitlik (1.100)’Gn épa(x) 'ya gore varyasyonuyla elde edilir:

R=0"R,, (1.101)

R, =o.R

iken;
1

R,-—o,R=0 (1.102)
2

veya
1

Ro-Z9.R= (1.103)
2

loc

K =P"° ® DiffR* grubuyla ilgili olarak gérdugumuiz minimal dinamikleri 6zetlemek

gerekirse bu bilinen Einstein gravitasyon teorisinin dinamikleridir.
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Sonug olarak birkag hususa isaret edelim:

i. Lorentz bagintisi igin kullanilan ifade bir bagimsiz degisken olan »®°(x) ifadesine

gore varyasyon ile de elde edilebilir. Her halikarda eger distnilen madde alanlari
spine sahip iseler o:"(x) ifadesinin bu yollarla gikarilmasi-hari¢ tutulmasi esdeger

olmayan teorileri netice verir (¢linkil eylemin varyasyonu ayni zamanda kovaryant
tirevin o bagimsizhigi nedeniyle madde alanindan gelen katkilari da igerecek.

Sonug olarak mib(x) ifadesi salt gravitasyonun madde alaninda kuadratik olan

terimleri de icerir, boylece C, “(x)# 0 olur. Bastaki lagranjiyene o,* icin ifade

eklenmesiyle bu yeni terimler minimal olmayan etkilesimleri netice verir ve Einstein-
Cartan gravitasyon teorisini elde ederiz. Her haltikarda muab ifadesinin yok edilmesi

iglemi teorinin simetri Ozellikleri bunu dikte etmediginden gerekli degildir.
Gordigimiz gibi  teori burulmasiz kalmakta ve minimal etkilesimler
goériunmemektedir.

ii. y®(x) alanlarinin rolini netlestirelim. Bunlari bagimsiz degiskenler olarak alirsak

e, (x) Uzerinde herhangi bir yan kosul yoktur. Lagranjiyende ve hareket

denklemlerinde, kendiliginden kirilan Yang-Mills teorilerinde oldugu gibi, y°(x)
alanlari yoktur. Her halukarda bilinen Yang-Mills teorilerine zit olarak y°(x) alanlari,

a

teorinin genel kovaryansindan dolayi Higgs etkisini (éH kitlesi) netice vermemistir.

Ayar doénudstimleri ve genel koordinat déntsimlerine goére vierbeinlerin sabit ve
degigsmezlerden farkl olan bilinear kombinasyonlari yoktur. Yaklagimimizdaki y*

Goldstone alanlari, vierbeinlerin donisim &zelliklerini yalnizca m“ab(x) Lorentz

bagintisini éua(x) cinsinden ifade etmemize izin veren ayar grubuna goére yeniden

tanimlayabilmemiz i¢in kullanilir.
Aslinda y*®(x) alanlarini bagimsiz olarak ele almak sart degildir. y*(x)’i her x" igin;

y"(x)=8;x" (1.104)

sartina dahil edebiliriz. Bu kosul uzay-zaman ile birlikte i¢ Minkowski uzayini
tanimlar, Kk = P** ® DiffR* tam grubuna gore simetriyi kirar ve bir ayar segimi olarak

dusundalebilir. Fiziksel Poincare alt grubu k,’in sonlu alt gruplarindan biridir. Su

ifadeyi elde ederiz;

A (x)=8het (x) -85 (x)8 X" (1.105)
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Bdylece parametrelerine uyguladigimizda genel koordinat dénisimleri ve tanjant
uzayindaki donlsUmler artik bagimsiz olmazlar: x"’'nin 3" a™ (x)5  x"
parametreleriyle  donusumleri, SO(3,1) alanlarinin  dig indislerini-a®" (x)
parametreleriyle gergeklesen ayar rotasyonlarini gikarmayi saglar. ¢, 'nin K 'a gore

donltsum ozellikleri;

i b

3¢, (x)=c"(x)a, 0, (x)- ;am" (x)[i(xman -x,0, )+ an} ¢, (x) (1.106)

a

ile verilir (burada x_ =n, x"). Buradan net olarak gorulir ki k, bilinen fiziksel

Poincare grubu déndsimlerinin yerellestirimesiyle elde edilir. Bu, Kibble tarafindan

distnilmis yerel bir gruptur. ilgili yeni déniisimi hesaba katarsak vierbeinler;

o} (x) =8 + gel (x) (1.107)
seklini alir. e “(x) alani " (x) ile k,’a gére;
1 1
Bei(X) = —k“(X)a\,wj (x)+ _8;-7”V (X)wj(x)— 2 (X)(D,m (x) (1.108)
g

kuralina gore donluslr. Bu basitce k,’'in tensorler igin U¢ denk realizasyonu

oldugunu ifade eder. Birinden digerine gegis denklik realizasyonudur ve bir vektor

indeksin vierbein veya onun tersiyle daraltiimasiyla verilir.

y*(x) alanlari en bastan beri x* ile tanimlanir. Biz yaklasimimizda bilinen Yang-

Mills teorilerindeki paralelligi takip etmek ve Einstein gravitasyon teorisindeki ayar
yapisini daha net gorebilmek icin ayar ve genel koordinat donugumlerini ayirmayi
tercih ettik.

iii. Son olarak Kk, 6’'dan daha kiglk diger bir dogal simetri grubunu ortaya
koyabilecedimizi belirtelim. Bu, su durum ile baglantilidir; éu‘"‘(x) alaninin K,

varyasyonu homojen olmayan antisimetrik -a™(x)s, ~katkisini igerir. Bu terimi

n

kullanarak épa(x) ifadesinin antisimetrik kismini ayar alani segimiyle yok ederiz. Bu

ayarin degismezlik grubu dort bagimsiz c®(x) parametre fonksiyonunu kapsar
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ancak bunun déntsumleri é“a(x) ifadesi icinde dogrusal degildir. Bu grup Einstein

grubunun minimal grubu olarak nitelendirilebilir. Bu dogal olarak Einstein teorisinin,
afin ve conformal gruplarin es zamanl dogrusal olmayan gerceklemesi gibi

davrandigini gosterir.
1.4.2. Conformal grubun ayar teorisi
Conformal grubun grup elemani séyle tanimlanabilir;

i
—o-M

g=-e" e e"Pe 2 (1.109)

Grubunun komutasyon bagintilari;

[

[

[P..P,]=0

[D.D]=0

[D.P,]=iP,

oM ]=0 (1.110)
M. K] =i, K, —n,K,)

[Pa Kb] = —2i(nabD + Mab)

[D.K,]=-iK,

[K,.K,]=0

cebriyle verilir. Bu cebre ait ayar alanini;

A (x)=e P, +f°K, +gD+ iw“abMab (1.111)

2

seklinde secerek grup parametrelerinin bu ayar alani altindaki doéndgumlerini

asagidaki ifadeyi kullanarak bulabiliriz;

A“'(x)=h(x)[A“(x)+iaHJh1(x) (1.112)
ig
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Simdi sirasi ile ayri ayri bitlin déntsumleri inceleyelim.

c

Oteleme dénlisiimii igin h(x) = e® " ise;
ia® c c 1 —ia® ia® —ia®
A'(x)=¢e F’°(e P +f K +gD-—wo M)e oy el g e P
n n c n c B 2 n ig n
( c c c 1 c [ \
‘ (e, +g,a +o, hab -—d9,a )P +f K, | (1-113)
_| g |
‘ c 1 cb ce b by c |
L+(gu +2a,f°)D - ;(co“ +2(a’t” —a’f ))Mch
5,0, =-2(a’t” -a’f")
b c 1 c
S e =o a +a g}l——apa
(1.114)
5,f°=0
5.9, = 2acfu
K. ve P_’nin komitasyonlarindaki benzerlik kullanildiginda;
e 1 e wex 1 e
A =e" (e P +fK +gD-—0 M)e"“ +e"" " g e ™" (1.115)
u poc noc B 2 n ig B
ch c b b c
3, ® =-2(b e, -b e, )
5., =0
(1.116)
5f°=0,"b, —g,b" - =03 b°
8,9, =-2ber’
Olcekleme simetrisi h(x) = e"" ise;
irD 1 —ixD
Al=e"(eP+fK+gD-—o M+ —0 )e
[ 0 B 4 2 B ig B
|(e|kDeuPe—|7\D + e\}.Dque—l}.D + elkDg“De—mD\
= 1 o ) no 1 ~inD | (1117)
-—e u)pMe + e —a“e
L 2 ig J
- c n c 1 cb 1
=e e, P.+e Pu K, + gHD - -, M, ——6‘“ + gHD

g
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Asagidaki tanimi yaparsak;
e = (1+ 1 (x)) (1.118)

ilgili déntstmler su sekli alir;

SDw“ =0
s, = —keuc
5.1° = e " (1.119)
D 'n 0
1
Sogu = —Eaux

Ureticilere karsilik gelen egrilikler asagidaki sekillerde ifade edilebilir;

A,=0,A -0,A —ig[A A ]

pv

. (1.120)
=R, °[P]P, +R, [K]K, +R [D]D - =R, “[M]M,
2
[ 1 3 ( 1 A
|6”Levp +fK+gD _ZwVMJ_aVLe”P +fK+g9D —EmuMw
A= | (1.121)
LT 1] |
| -igje P+fK+gD-—oM |
C L 2" )

Bu iki ifadenin sonuglarini karsilastirdigimizda egrilikleri asagidaki sekilde elde
edebiliriz;

R}lv°b[M]=Rw°b+29(ep°f —e fv°)—29(evcf —evfc)

v n

R.[P]= C“V': + g(e;gv - evcgp)

uv

(1.122)

c

R“j [K]= 6vac -0 f° - g(mH f,-o, fub)— g(f»cgv - fjgu)

R“"[D]:aﬂgv_avg}x+29(e Cf -€ Cf )

nove v.oouc

Bu egriliklerin istenilen simetri altindaki dénisimni bulabilmek i¢in asagidaki ifade

kullantlir;

A’ (x)=h(x)A (x)h " (x) (1.123)
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(R“VC[P]PC+RM°[K]KC 3
ia®p, | | —ia®P,

e 1 . e
R RID - R, M, |

A;v(x)=

Oteleme simetrisi altinda egriliklerin déntsim;

biciminde ifade edilir.

25

(1.124)

(1.125)



2. TENSOREL GENISLETILMiS GRUPLARIN AYAR TEORISI

Bu bélimde dnce Maxwell grubunun, daha sonra Genigletiimis Weyl grubunun yerel

incelemesini yapacagiz.
2.1. Maxwell Grubunun Ayar Teorisi

Grubun komutasyon bagintilarr;

Ayar alant;

i abM
b ®, ab

A (x)=e P +0 "z
n n a n a 2

Ayar alaninin simetri grubunun etkisi

kullanilarak bulunabilir;

, ( 1),
Au(x):h(X)LAu(X)Jr._ath (x)
19

1
b b
=e''P. +0'"Z - =0'"M
n a n ab n ab

2

(2.1)

(2.2)

altindaki donlsuimi asagidaki ifade

(2.3)

Simdi sirasiyla Lorentz, 6teleme ve yeni tensor Ureticiden kaynaklanan simetri icin

birtakim dondgsimler elde edilecek. Oncelikle Lorentz igin h(x):e7u i

buradan Esitlik (2.4) elde edilir.

26
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—u®Mm b 1 \ —u®M
’ 2 a a ab ab a
A =e Le P +6 "2 —-—o M _+—0 Je
n n a n ab p ab . "
2 ig
( ! uabMah IuabMab LuahMab IuabMah \
| e e P e? +e? 0,7z, e? | (2.4)
= . |
1 ’L“abMab a5 L”abMan LuabMab 1 uabMab
—e o, M, e +e —0 e?
2 ig
a ac [ a 1 a
S o ®=ur0’ - u”o - Zo u®
n noc noc
g
a ab
b,e, =-ue, (2.5)
6 9 a\b_uace b _ubce a
[T noc noc
Oteleme igin h(x) = e™ ™ alinirsa;
w [ . 1, 1)
A'=eap°ke P,+60 "2, -——o "M, +—0 Je Fe (2.6)
n n c n c n c . n
2 ig
5w =0
pon
5e-0fa - 204 (2.7)
P  Tub u '
g
ch _ [c b]
6p9u =-a e,
Tensor donldsimi icin h(x) = e** alinirsa;
2 ig- a a a l \ —ie-
A —e'ZLeP+9be——m be+—6J "
n n a [ a [ a [
2 ig
ie-Z _a —ig-Z ie-Z ab —ig-Z ie-Z 1 ab —ie-Z
=e"e’Pe " +e"70 z e -e"" =0 "M e (2.8)
noa n a 2 n a
_ aP 9 ab ac b bc a 7 i abM
_eu a+(;| 7(8 (Du078 mpc)) abizwp ab
5,0, =0
5,6,°=0 (2.9)
ab ac b bc a
69“ =—(8 o, ., "¢ muc)
olur.
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Ayar alanlarina bagli egrilikleri asagidaki sekilde tanimlayabiliriz;

A (X)=F *(x)P, +F *()Z,, - iRwab(x)Mcb (2.10)
2

Egrilikleri bulmak igin;

A (X)=0,A (x)=0,A (x)=ig[A (x).A (x)]

ab ab ac b be a
(aueu zab+aueu zab_g(ep muc_eu (Du c)zab \| (211)
= 1
L— ;g(eies - eﬁe:)zab + g(couaceubC - (prCeuac)ZabJ

Ml‘a *(5}46\)3—6 eu )+g(0)U beub_m»abe“b)
|(((alle\)ab76\)euab)+2g(g e:bigne:b)ig(e“acmnbc7e“bc Uac)\‘
g - (2.12)
we 1 b ac b bc a ‘
L—;g(e“ e, —e|e0)+g(mH 0, -0, GUC) J
RHUab _(a 0\)ualcu _aum‘lab)_g(wpacmucb_(Duacmucb)
Tanimlanan bu egriliklerin dénisiminU asagidaki ifadeden bulabiliriz;
A, =h(x)A  (x)h (x) (2.13)

Oteleme simetrisi altinda egrilikler agagidaki sekilde degisim gostermektedirler;

§F *=R *Cc, -C°F
p' uo no b wo
1
8,F, " =-—(C'R,,"-C'R,") (2.14)
P uv 2 nv no
ab
5,R,. =0

5,F. =0
ab ac b bc a

5,F.," = —(g R, .- R.") (2.15)
ab

5,R,."=0

seklinde olur.
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Ayar alanlari esitlersek;
A=io'P +i% *z +i"eo M =hT(x)(0, +igA, (x))h(x)

u

h(x)=e™"e" * ise;

—ig- a ( a a 1 \\
A=e""e™ 0 +igje P, +0 "2, -—0 "M e e’
L n L n a n ab 2 n abJJ
(. a ab
}u(a“a +ge, -go, ab)Pa
ie-Z

( )
\i(auaa+ge“ -gw ahab)Pa |
| |
_ } +(gepab _ ep[a b] + g(sacmuac))zab I
[ . |
e J

a a ab
mu :(auy +geu -go yb)
z b b b b b
m()a_ (ea [ay]+(acm _8cma))
H u u noc noc
(M) ab ab
(o) " =go
a a
8pa =C
a
§,a° =0
a ab
dya =-ua,
"~ a a ab H
S=e" -0, ", ise,
~ 1
5e*=-—0¢c"
p o n
¢}
T a ab ab
by, =-u'e, +—0 U a,

z* donisumu altinda ise Esitlik (2.21) ve Esitlik (2.22) elde edilir;
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(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)



Z
Sz(eua+muabah)=0 (2.21)
s, =-5,0,"a, - 0,"5,a,
5,6, =0
o, = (0,80 +58,") 222

Yeni egdriliklerin ayar déntisima altindaki dedisimleri asagidaki yapida bulunur;

ALxo=e A et (2.23)
- a a ab
F*=R *"-R_"a,
no [0 uo
F,=F " -R "a’ (2.24)
no uo no
é ab - R ab
u uo

2.2. Genigletilmis Weyl Grubunun Ayar Teorisi

Genigletilmis Weyl grubunun komutasyon bagintilari;

Mab’Pc] = i(nbcpa - T]acpb)

[
[
[
[
[P..D]=iP, (2.25)
[
[
[
[

Ayar alani tanimlanir;

1
+ng—;w =

M (2.26)

ab n ab

A (x)=e P, + e“a"z

Grup parametrelerinin bu ayar alani altindaki déntsumlerini bulabilmek igin Esitlik
(2.27) kullanilabilir;
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. ( 1),
AH(x):h(x)LAu(x)+_—ath (x)
19

(2.27)
ra sy ab ' 1 , ab
=€, P, + 9u Z.,+ gMD - ;w“ M_.
Simdi sirasi ile ayri ayri olarak butun Ureticiler igin inceleyelim.
. e e . luabMab .
Lorentz simetrisi i¢in h(x) = e? ise;
LuabMa" a ab ab LuabMa"
A =g ? e P +06 72 +9gD-—0 M, +—0 |e?
u L n a n a n a ig uJ
( L, . iuabMah e, i LIV UL IRLIVIN \ (2 28)
|e ? e 'Pe’ +e? 0,2,e? +e? g De? | '
=1t ot e, 1 hew |
- —e o M, e +e ? —0 e?
2 ig
Lorentz donusumu altinda grup parametreleri asagidaki davranigi gosterirler;
1
SM(,\)Pah _ uacmpbC _ ubcmuaC _ —6 uab
g
a ab
dye, =-u e, (2.29)
8Meuab _ uace“bC ubcepaC
6Mgu =0
Oteleme simetrisi igin h(x) = e ise;
5o =0
pon
[ 1 c
5 e =-ag, +o a - —6ua
g (2.30)
6 e cb _ 7a[ce b]
Pu u
Spgu =0
Olgekleme simetrisi h(x) = e"* ise;
5,0, =0
SDe“a =2re ’
5,0 " = 210 " (2.31)
1
SDgN = ——a“x
g
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Tensor Ureticiden kaynaklanan yeni simetri icin h(x) = e** ise;

A =e"" LeuaPa +0,°2,+9D-~0 "M, + .iau]eis'Z
ig
(ejpa +(0,0 - 2e"g, + (70", - g%uac))zab\‘ (2.32)
=1 s ‘
-0 "M D
PRI J
Grup parametrelerinin bu simetriye bagli ddntisimu ise asagidaki gibidir;
SZw“ab =0
SZe“ab =0
(2.33)
SZeuab 28abg’ + (gace“bC _ 8bcmpac)
5,9, =0
Ureticilere bagh egrilikler asagidaki sekillerde ifade edilebilir;
A (X)=F “(X)P, +F *(x)Z, +F, (x)D - iRwa“(x)I\ACb (2.34)
2
Apu (X) = apAU (X) - aUAp (X) - Ig|:Ap (X)’AU (X):| (2'35)

Bu iki ifadenin sonuglarini karsilastirdigimizda egrilikleri asagidaki sekilde elde

edebiliriz;

F ° :(aue afﬁuepa)Jrg(gHejfgoei)Jrg(co e’ o abebb)

no v v b n
( ab ab ab ab \
}(%9» =0,0,7)+29(9,00" ~9,07) }

F ab _ | _g e ac bc _ eAbcmuaC ‘

no | ( u L ) ‘ (236)
L—%g(euaeuh—eu e )+g(muaceubc—m“h°9 HC)J

Bu egriliklerin istenilen simetri altindaki dontsumuanid bulabilmek igin Esitlik (2.37)

kullanilir;

AL =hOO)A (x)h 7 (x) (2.37)

po
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P

Oteleme simetrisi icin h(x) = ¢ ™ ise egriliklerin déniistimii;

§F "=R_"C,-CF
P nv no b wo
ab 1 a b b a
5 F,." = ——(c R, -CR, )
2 (2.38)
S5F =0
P uv
R, =0
Olgekleme simetrisi igin h(x) = e™* ise;
8DFpua = }‘Fuua
5,F, " =2xF "
(2.39)
6D po =
ab
5,R, =0
Yeni tensor Uretici kaynakl simetri igin h(x) = e* ** ise;
a
5,F =0
3FT =2 (R R (2.40)
5,F, =0
5ZRW“ =0
a ab (M) ab
Ausz(P)Pa+m“ (Z)Zab+mp(D)D+ o, (M)Mab
(2.41)

=h " (x)(e, —igA  (x))h(x)
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|f (e P, +0,"Z,, \\|
A _ efikDe—iv:ZefiaP| aH _ |g| ‘ |e|aPeiﬁZe|/D
L L+g D+—m“abMab J
( . . )
Il(ﬁpa -ge " +gdo, a, -gg,a )Pal
|
_ e—lLDe—mZI |g(9pab ep[aab])Zab _IggPD IemzewD
i ab
L—;gw» Mab J
|— a ab a —|
Ii(aua -ge ' +go a, -gg,a )Pa }
_efllei(ge“ab geH[aab]+ggu8a +g(gacmuac))zab ieihD
| b |
L—lgng -—go M J
[ )
e’ (0,27~ 00" v 90, ", ~g0,a%)P, |
- I —ie " (ge * _ge a4 gg,&" + g(.sacmuhC - sbcmuac))zab }
| | (2.42)
L—igguD ——gw“abMab J
mua(P):e’”(a a’-ge “+go bah—gg“aa)
ab 2h ab [a_b] ab ac b bc a
o, (Z2)=-e (GH L@ -ge + (s O, -8 0 c)) (2.43)
o, (D)=-g9,
muab(M):_gm ab
5a®=c®
5,a°=0
o " (2.44)
,a’ =-1a
5,a" = —uabab

o " 'ya tensor katkisi gelmediginden déntsiumler Weyl grubundaki gibi olur.
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- a 1 a
SF,ep =—-—0 C
g
s ~ a _ ab ~ ia ab (2 45)
we, =-ue + JuTay, .
g
a - a 1 a
5. e =e —-—0 \ra
n B

5,e"=0
- ab a

SZ(e“ +o "a, -g.a ):0 (2.46)
SZéua = fﬁzmuabaa - wyabézab +38,9,a" +g,8,a"
5,e,°=0
(;)Ha _ e—l (apaa + ge“a) (247)
Yeni egriliklerin dontslimu ise;

;o __-ia'P, c ia"p,
Al v, =e ALx.e (2.48)
[Z.,.P.]=0 oldugundan Weyl grubundaki dontugumlere katki yoktur.
F*=R "+R _a"-R_"a

po n po Hu b
Fuuab = Fuuab - Rpua ’ (2 49)
F =R

o o
Ruuab _ R“Uab
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3. SONUCLAR VE ONERILER

S. Colemann ve B. Zumino ile yaptigi birtakim calismalardan sonra Wess (1969)
dogrusal ve dogrusal olmayan dénustmler arasindaki iligkileri inceledigi calismasini
yayinladi. Bu galisma, Ozellikle i¢ simetri gruplari igin dogrusal olmayan gercekleme
konusunda literatirde ilk olma o6zelligi gosteriyordu. Daha sonra bu Gclunin
(Colemann, Wess, Zumino) yani sira Salam ve Strathdee (1969a, 1969b),
Ogievetsky (1974), Ivanov ve Niederle (1982a, 1982b), Gronwald ve Hehl (1995)
uzay-zaman simetri gruplari i¢cin dogrusal olmayan gercekleme metodunu
geligstirerek Poincare, de Sitter, Conformal, Special Conformal vs. gruplara

uyguladilar.

Biz calismamizda Ivanov ve Niederle (1982) tarafindan yayinlanan “Gauge
formulation of gravitation theories. I. The Poincare, de Sitter, and conformal cases”
baslikli makale Uzerinden dogrusal olmayan gergeklemenin Poincare ve Conformal
gruplara uygulanarak kutle ¢ekimi ayar teorisinin kurulmasini birinci bélimde ara
islemlerini acik bicimde yaparak inceledik ve gostermeye calistik. Daha sonra ikinci
bolimde bu makaleye paralel olarak Poincare grubunun antisimetrik bir tensoér
ureticiyle genigletiimesiyle (Bacry, 1970) elde edilen Maxwell grubunu ve yine
antisimetrik bir tensoérle genisletilmis olan Weyl grubunu ele alarak ayar teorilerini
inceledik ve bilinen ifadelere ek yeni katkilar elde ettik. Elde edilen bu yeni
sonuglardan yola c¢ikilarak genisletiimis uzay-zaman simetrilerine ait egrilikleri
bulduk. Buradan hareketle lagranjiyen yogunlugunu, hareket denkleminin elde

edilmesini ve bunun fiziksel yorumunu sonraki asamalara biraktik.
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EK-A: NOTASYON

diag(n,,)=(+--.-)

: DUz uzay metrigi

: Tensor tlrevi

. Anti-simetrik gosterim

- indis ayracinin kullanimi
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EK-B: GENISLETILMIS WEYL GRUBUNUN ARA ISLEMLERI

Koset parametreleri:

Tensorel 6teleme dénldstimi altinda;

ix"P 0z ic"-D ie-Z ix-P i0-Z ic-D
e e e h=e e

blcekleme donlisimu altinda;

ixP _i0"-Z _ic"D ir-D _ix-P _i6-Z _ic-D
e e e h=e e e

(eix-Deix-Pefika )(eik-DeiO-Ze—ik-D )e\x-De\c-D

ik»DiX . Pe—i?uD} exp {ei}.<D.

0. Ze’”"D} g (o+2)P

exp{e

exp {ix -P ~[ix -P,ix -D]}exp{i6 -z ~[i6-Z,in -D]le"

i(c+2)D

exp{ix -P+ix-Plexp{i6-Z +2ir60-Z}e

_ el(xﬂxxa)Pa el(aa"+2w“’)zah R i(6+2.)D

Lorentz déntsumdi altinda;

_ (e,z‘fu.Me‘x_peiu-M )(efz‘—u.Me\e.zeju-M ) e—jU-Meuc.D

-tuMm, —uM —Tu-M. —u-M ic - -+u-M
exp{e2 ix -Pe? }exp{e2 i0-Ze? }eMDeZ

G+1)D

=exp{M-P-+[M~P,§u~M]}exp{M~Z-+[M~Z,§U~M]}9“De_?M

= exp{ix~P +iuabbea}exp{ie-Z +(ucaebc —L%bea°)zab}ewbe :

a a b ab a,be bac
|<x +ut X ]Pa |(9 +u "0 —u 0 )Zah ic:D _-tum

=e e e

seklinde donusdrler.
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EK-C: GRUP TEORIDE KULLANILAN BAZI AGILIMLAR

Baker-Hausdorff-Campell formulu:

I s[AB]+ Z[A[AB]]
ool -i[e.48]] - [ [Ala8]
-(([lr 1] 0] ]+ [[[(e AL AT AT A <

Hadamard formili:

A B

~

A

e"Be " =B +[A,B]+ f[A,[A,B]]Jri[A,[A,[A,B]H+

-A

e "Be” =B +[B,A]+ [[B.ALA]+ Z[[[B.A]LA]A]+...

Zassenhaus agilimi;

o o) _ gugey Liasl Slainsl)(alesl) s([[as1alaT((n01aTs] s lIn sl ]e))
[A,B]:sY ise;

° eA B e p(s)B _A
efefe = PR

A B B A _[AB]

o e’ =efee™ ([A,B]:Ove [A,[A,B]]:[B,[A,BH:O ise)

Diger acilimlar:

e"efe ™ = exp(eABe’A)
[ ]
=exp(B+[AB]+ Z[A[AB]]+ Z[A[A[AB]]]+..)
e “de”™ =cdA - L[cA,cdA]+ %[cA,[cA,ch]J +
o ¢ e

= c8A - L[cA,csA]+ j[cA,[cA,cSA]J +

-cA

e "o,e” =co,A-L[cA,co, Al+ 5[cA [cAca A]]+
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