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ESNEK TOPOLOJIK UZAYLARDA AYIRMA AKSiYOMLARI

OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Tk boliimde esnek kiime tanimi verilerek daha
sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve dnermeler ele alinmistir.

Ikinci boliimde esnek topolojik uzay, esnek komsuluk, esnek i¢ nokta ve esnek
degme noktasi tanimlar1 verilmis ve kavramlar 6rneklerle desteklenmistir.

Uciincii béliimde esnek topolojik uzaylarda ayirma aksiyomlar;, i=0,1,2 igin,
tanimlanmis ve bu aksiyomlarin 6nemli 6zellikleri detayli olarak arastirilmistir.

Tezin son boliimiinde de sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Esnek Ayirma Aksiyomlari, Esnek Komsuluk, Esnek Kiime,
Esnek Nokta, Esnek Topolojik Uzay.



SEPARATION AXIOMS IN SOFT TOPOLOGICAL SPACES

ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, definition a soft set is
introduced, some basic definitions and propositions that will be used in the next
chapters are considered.

In the second chapter, the definitions of soft topological spaces, soft neighborhood,
soft interior point and soft tangency point are given and this definitions are
investigated with examples.

In the third chapter, soft separation axioms in soft topological spaces, for i=0,1,2,
are defined and their important properties are investigated in detail.

In the last part of thesis, results and suggestions were given.

Keywords: Soft Separation Axioms, Soft Neighborhood, Soft Set, Soft Point, Soft
Topological Space.
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GIRIS

Miihendislikte, ekonomide, sosyal bilimlerde, tip biliminde ve daha pek ¢ok alanda
karsilagilan problemlerin icerdigi belirsizlikler genellikle karar verme ile ilgili
oldugundan, bu problemlerin ¢oziimiinde klasik metotlar yeterli olmadig1 igin,
belirsizlikleri igceren bu tarz problemlerin ¢6ziimiinde sezgisel bulanik kiimeler
teorisi, olasilik teorisi, yaklagimli kiimeler teorisi, aralik matematigi gibi bir¢ok teori
gelistirilmistir. Bu teoriler birgok arastirmaci tarafindan matematigin pek ¢ok alanina

uygulanan giincel konulardir.

Bu teorilerden en 6nemlisi Zadeh tarafindan 1965 yilinda verilen bulanik kiime

teorisidir. Bulanik kiime, klasik anlamda verilen bir kiimedeki her elemani [0,1]

kapali araligindaki bir reel sayiya gotiiren doniisiim olarak tanimlanir. Bu teori
birgok alanda uygulanmasina ragmen, bazi yapisal zorluklara sahiptir. Bir bulanik
kiime iiyelik fonksiyonu ile tamimlandigindan, bu iyelik fonksiyonunun

olusturulmasi zor olabilir.

Son yillarda ¢ok gelisme gosteren ve diger iilkelerdeki gelismelere paralel olarak
ilkemizde de pek ¢ok arastirmacinin ¢alistigi esnek kiime teorisi, bu alanda
karsilagilan problemlerin igerdigi belirsizliklerin ¢éziimiinde klasik metotlar yeterli
olmadigi i¢in iyi bir ara¢ olarak Molodtsov tarafindan 1999 yilinda ortaya atilmigtir.
Dolayisiyla Molodtsov bulanik ve sezgisel bulanik kiime teorisinden farkli olarak
esnek kiime teorisindeki belirsizlikleri reel degerli bir fonksiyon ile degil, bir se¢cim
fonksiyonu ile ortadan kaldirmaya calismis, bu se¢imi de parametreler yardimiyla
yapmustir. 1999 yilinda yapmis oldugu ¢alismasinda esnek kiime teorisini Perron
integrasyonu, Riemann integrasyonu, siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, oyun

teorisi, Ol¢lim teorisi, olasilik teorisi gibi pek ¢ok alana uygulamistir.

Daha sonra miihendislikte, bilgi sistemlerinde, karar verme mekanizmalar1 gibi

birgok alanda esnek kiimeler ile birlikte bulanik esnek kiimelerin uygulamalar1 6nem



kazanmigtir. Bu yiizden Molodtsov’un c¢aligmasindan sonra baslangigta bu alanda

hem teorik a¢idan hem de uygulama agisindan pek ¢ok ¢alisma yapilmistir.

Maji ve dig. (2002, 2003) esnck kiimeler iizerindeki temel islemleri vererek,
parametre indirgeme yOntemini i¢eren bir yontemle esnek kiime teorisinin karar
verme problemlerinde uygulamasini vermislerdir. Ali ve dig. (2009) esnek kiimeler
tizerinde verilen birlesme ve kesisim islemlerini yeniden tanimlamis, Gunduz Aras
ve dig. (2016) bu islemleri olasilikli esnek kiimelere tasimislardir. Bu alanda bir¢ok
aragtirmact yapmis olduklar1 caligmalar ile esnek kiime teorisine katkida
bulunmusglardir. Enginoglu ve dig. (2009, 2011) bilgi sistemlerindeki esnek bilgi
tabani ile ilgili esnek matris teorisini kurarak optimal degeri bulma problemlerinde

karar verme algoritmasini esnek kiime teorisinde ele almiglardir.

Teorik alanda yapilan ¢aligmalar 6nce cebir alanina uygulanmistir. Aktas ve dig.
(2007) esnek kiime tanimindan yararlanarak esnek grup tanimini vermis ve esnek
gruplarin temel Ozelliklerini incelemislerdir. Daha sonra esnek kiime teorisinde
cebirsel alanda yapilan pek c¢ok calisma bulanik ve sezgisel bulanik kiimelere
tagimustir. Feng ve dig. (2008) esnek yari-halkayi, Acar ve dig. (2010) esnek halka
kavramlarini1 tanimlayarak teorinin cebir alaninda ¢alismasina katki saglamiglardir.
Esnek kiimeler ve bulanik kiimelerin kullanildigi bulanik esnek kiimeler Maji ve dig.
(2001) tarafindan tanimlanmis, Ahmad ve Kharal (2009) bulanik esnek kiimenin bir
esnek doniigiim altindaki goriintli ve ters goriintlisiini, Aygiinoglu ve Aygiin (2009)

bulanik esnek grubu tanimlayarak 6zelliklerini incelemislerdir.

Esnek kiimenin fonksiyonel analiz konularina da tasinmasi gilincel oldugundan bu

alanda da pek ¢ok calisma yapilmistir.

Esnek kiimeler topolojik alana ilk olarak Shabir ve Naz (2011) tarafindan esnek
topolojik uzaym tanimlanmasiyla tasinmig, bu uzaylart esnek agik kiimelere goére
ortak Ozellikler yoniinden siniflara ayirarak incelemek pek cok acidan hem kolay
hem de amaca daha uygun oldugundan bu alandaki ¢alismalar bulanik ve sezgisel
bulanik kiimelere de tasinarak ivme kazanmistir. Shabir ve Naz (2011) bu
calismasinda esnek nokta tanimini vererek, esnek kapali kiime, bir noktanin esnek
komsulugu, esnek ayirma aksiyomlar1 gibi onemli kavramlarin temel 6zelliklerini

incelemislerdir. Bir¢ok arastirmaci esnek topolojik uzaylarla ilgili pek ¢ok calisma

2



yapmis fakat bu c¢alismalarda esnek nokta kavramu ile ilgili ¢esitli yaklagimlar esnek
nokta kavramimin farkli tanimlanmasina sebep olmustur. Bayramov ve Gunduz
(Aras) (2013) ile Das ve Samanta (2013) esnek topolojik uzaylarda esnek nokta
tanimin1 yeniden tanimlamiglardir. Bu tanimdan yararlanarak Gunduz (Aras) ve dig.
(2017) esnek topolojik uzaylarda esnek acik, esnek kapali doniisiim ve esnek
homeomeorfizm kavramlarini, Ozturk ve dig. (2017) esnek topolojik uzaylarin
genellestirilmesi olan esnek ikili topolojik uzaylarda esnek pargali siireklilik tanimini

vermis, onemli teorem ve orneklerle bu kavrami detayli bir sekilde incelemislerdir.

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. ilk boliimde esnek kiime tanimi verilerek daha

sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve dnermeler ele alinmistir.

Ikinci béliimde ilk olarak esnek topolojik uzay tanimi verilerek bu kavramla ilgili
temel 6zellikler incelenmistir. ikinci kisimda ise esnek topolojik uzaylarda esnek
nokta, esnek komsuluk, esnek i¢ nokta ve esnek degme noktasi tanimlart verilmis ve

kavramlar 6rneklerle incelenmistir.

Ucgiincii béliimde esnek topolojik uzaylarda ayirma aksiyomlar;, i=0,1,2 igin,

tanimlanmis ve bu aksiyomlarin 6zellikleri detayl1 olarak arastirilmigtir.

Tezin son boliimiinde sonug ve Onerilere yer verilmistir.



1. ESNEK KUMELER

Bu boliimde esnek kiime tanimi verilerek daha sonraki bolimlerde kullanilacak olan

temel tanim ve dnermelere yer verilmistir.

Tanim 1.1. X# O evrensel kiime ve E parametreler kiimesi olsun. F: E — P(X)

doniistimii ile verilen (F, E) ikilisine X kiimesi iizerinde bir esnek kiime denir (

Molodtsov, 1999).

Diger bir ifadeyle, X evrensel kiimesi {izerinde verilen bir esnek kiime bu evrensel

kiimenin alt kiimelerinin parametrelendirilmis bir ailesini verir ve bir (F,E)esnek

kiimesi;

(F.E)= {(e, F(e)):ee E}
seklinde ifade edilir.

Aciktir ki, her bir esnek kiimeden her bir parametresine bagh olarak klasik anlamda

bir kiime elde edilir.

Ornek 1.1. Bir (F,E) esnek kiimesi, bir X kisisinin ¢ocugunun okul se¢iminde

dikkat edecegi Ozellikleri tanimlasin. X={X,, X,, X;, X,} dort okuldan olussun ve

parametrelerin bir kiimesi;

_ | evden uzaklik, fiziki yapusi, ders programu igerigi, psikolojik rehberlik hizmeti,
| maliyeti, kultarel faaliyetleri

={e, e, €; &, &, &}

seklinde olsun. (.),ei € E parametrelerin birini gostermek {lizere F doniisiimii

“okul (.)” seklinde tammlandigi ~disiiniilsin.  F(e,), "okulun eve uzakhg:"

anlamindadir ve onun fonksiyonel degeri;



{x e X : x okulun eve uzakhg}

kiimesidir. Buradan F(e) kiimeleri keyfi oldugundan onlardan bazilar1 bos,

bazilarmin arakesitleri de bostan farkli olabilir. F: E—)P(X) kiime degerli

fonksiyonunu,

F(e)={xz X,}, F(&;)={x0 X3}, F(&;)={x,},

Fles)=1x X, ), F(es)={x,}. F(eg)={x;}

seklinde tanimladigimizda;

(F.E)={(okulun evden uzakhg1, {x,,x,}), (okulun fiziki yapist, {x,. x,}),

okulun psikolojik rehberlik hizmeti, {x;, x,}),

(
(okulun ders programu igerigi, {X,}),
(
(

okulun maliyeti, {x,}), (okulun kiilttrel faaliyetleri, {xs})}

kiimesi X tizerinde bir esnek kiimedir.

Esnek kiimeleri bilgisayar dilinde de ifade etmek miimkiindiir. Yukaridaki Ornek

1.1.’i ele aldigimizda bir (F,E) esnek kiimesi asagidaki tablo yardimiyla da

gosterilebilir:

Tablo 1.1. Esnek kiimenin bilgisayar dilinde gosterilmesi

Evden Fiziki Ders Psikolojik | Maliyet Kiiltiirel
X Uzaklik | Yap1 Programimin | Rehberlik Faaliyetler
icerigi Hizmetleri
X, 0 1 1 1 0 0
X, 1 0 0 0 0 0
X, 0 1 0 0 0 1
X, 1 0 0 1 1 0




Tanim 1.2. (F, E) ve (G, E) X kiimesi tizerinde iki esnek kiime olsun. Eger her
ecE i¢in F(e)g G(e) ise, 0 zaman (F, E) ye (G, E) esnek kiimesinin esnek alt

kiimesidir denir ve (F, E) & (G, E) ile gosterilir (Ali ve dig., 2009).

Ornek 1.2. X={X,, X,, X3, X,, X5, X, | evrensel kiime, E={e,, e,, e;, e,} parametreler

kiimesi olsun. X iizerindeki (F, E) ve (G, E) esnek kiimeleri,

F(e,)={X, X, X3}, F(&,)={x,, X, }, F(e;)=F(e,)={xs},
G(e,)={X, X, X3}, G(&,)={Xy, X,, X, }, G(&y)={Xs, X5}, G(e,)=X
seklinde verilsin. O halde her e<E i¢in F(e)< G(e)oldugundan (F,E)&(G,E)

elde edilir.

Uyari 1.1. Klasik altkiime taniminin aksine, (F,E)&(G,E) olmasi, (F, E) esnek

kiimesinin her elemaninin (G, E) esnek kiimesinin bir elemani olmasi anlamina

gelmez (Enginoglu, 2008).

Omek 1.3.  X={X,, X,, X5, X,, X5, Xs}  evrensel kime, E={e, e, e, ¢e,}

parametreler kiimesi,

F(e)={x, X, X3}, F(&,)={x,, X, }, F(&;)={x,, X} ,F(&,)={xs},
G(e,)={X,, X5, X3}, G(&,)={X,, X, }, G(&5)={X,, X}, G(&,)={X;, X5}
seklinde verilsin. O halde;

(e,. F(e,))(F, E) fakat (e,, F(e,)) 2 (G, E) dir.

Tamim 1.3. (F,E) ve (G,E) X kiimesi iizerinde iki esnck kiime olsun. (G,E)
esnek kiimesi (F, E) esnek kiimesinin esnek alt kiimesi ise (F, E)’ye (G, E) nin bir
esnek iist kiimesidir denir ve (F, E) (G, E) ile gosterilir. Eger (F, E)& (G, E) ve
(G,E)&(F,E) ise 0o zaman X iizerindeki (F,E) ve (G, E) esnek kiimelerine

esnek esit kiimeler denir ve (F, E) =(G, E) ile gosterilir (Enginoglu, 2008).



Tanim 1.4. (F, E) X tizerinde bir esnek kiime olsun. Eger her e E i¢in F(e) =@

ise (F, E) esnek kiimesine bos esnek kiime denir ve ® ya da (&, E) ile gosterilir

(Maji ve dig., 2003).

Tanim 1.5. (F, E) X iizerinde bir esnek kiime olsun. Eger her e e E i¢in F(e) = X

ise (F, E) esnek kiimesine evrensel esnek kiime denir ve X ile gdsterilir (Maji ve

dig., 2003).

Tanim 1.6. (F, E) X lizerinde bir esnek kiime olsun. Her eecE igin
H(e): F(e)mG(e) seklinde tanimlanan (H, E) esnek kiimesine (F, E) ve (G, E)
esnek kiimelerinin kesisimi denir ve (H, E)=(F, E)A(G, E) ile gosterilir(Ali ve

dig., 2009).

Tanim 1.7. (F,E) X lizerinde bir esnek kiime olsun. Her eeE igin
H(e)=F(e)uG(e) seklinde tanimlanan (H, E) esnek kiimesine (F, E) ve (G, E)
esnek kiimelerinin birlesimi denir ve (H, E)=(F, E)J(G, E) ile gdsterilir(Ali ve
dig., 2009).

Omek 1.4. X={x,,X,,X,} evrensel kime ve E={e,e,,e,} parametre kiimesi

olsun. X iizerindeki (F, E) ve (G, E) esnek kiimeleri,

Fle)={x X} Flen)=(x) F(e) =,
6(e)={x:}. G(e)=X. G(e,)={x,]

seklinde tanimlansin. O zaman (F, ) ve (G, E) esnek kiimelerinin esnek kesisimi,

)=
(
(H.E)=(F.E)A(G. B)={(ews {xa}).(e2s {xu}).(ear {0}

ve (F, E) ve (G, E) esnek kiimelerinin esnek birlesimi,

(H.E)=(FE)O(GE)={(es {x:%,}). (e, X). (&5, X)} dir.



Aciktir ki iki esnek kiimenin birlesimi ya da kesisimindeki ikililer bu esnek

kiimelerdeki ikililer olmayabilir.

Tanim 1.8. (F, E) X iizerinde bir esnek kiime olsun. Her e € E igin,
H(e)=F(e)\G(e)

seklinde tanimlanan (H, E) esnek kiimesine (F, E) ve (G, E) esnek kiimelerinin

esnek farki denir ve (H, E)=(F, E)\(G, E) ile gosterilir (Shabir ve Naz, 2011).

Omek 1.5. X X ,,X 5 X , X} evrensel kime ve E={e; e, e, e, e}

parametrelerin kiimesi olsun. X iizerindeki (F, E) ve (G, E) esnek kiimelerti,

(F,E)z{(el, {X3%,4}). (85, X),(e4, {xz,xg,xs})}

ve

(G’E):{(el’ {Xz’xs})’(e3' {Xl’XZ})’(e4’ {X3’X4})}

olacak sekilde secilirse bu durumda esnek fark kiimesi,

(FE)V(G E)={(e {Xu}):(es {XoXuXsXe}): (20 {Xo%s} )}

olarak elde edilmis olur.

Tanim 1.9. (F, E), X {izerinde bir esnek kiime olsun. (F, E) esnek kiimesinin esnek
timleyeni (F,E)° ile gosterilir ve (F,E)"=(F°,E) dir. Burada F°:E—P(X)
dontistimii her e E igin F° (e)=X\F(e) ile tanimlanir (Shabir ve Naz, 2011).

Aciktir ki her e € E i¢in,
(@) =X ve (>~()c =)

dir.



Ornek 1.6. Ornek 1.1 de verilen,

(F. E)={(okulun evden uzakhg, {x,x, }),(okulun fiziki yapis1, {x,x;}),
(okulun ders program igerigi, {x, }),
(okulun psikolojik rehberlik hizmeti, {xl,x4}),
(okulun maliyeti, {x,}),(okulun kiltiirel faaliyetleri, {x3})}

esnek kiimesini ele alalim. Bu durumda bu esnek kiimenin esnek tiimleyeni;

(F, E)C :{ okulun evden uzakligi, {xl,xs}),(okulun fiziki yapisi, {XZ,X4}),

(
(
(
(

okulun ders programi igerigi, {x,.x;.x,}),
okulun psikolojik rehberlik hizmeti, {xz,xs}),

okulun maliyeti, {X, X,.X,}),(okulun killtiirel faaliyetleri, {xl,xz,x4})}
dir.

Onerme 1.1. X evrensel kiime, E parametrelerin bir kiimesi ve (F, E) X {izerinde

bir esnek kiime olsun. O zaman (F, E) esnek kiimesi i¢in asagidaki ozellikler

saglanir (Enginoglu, 2008);

Ispat. (F, E) X iizerinde bir esnek kiime olsun. O zaman,

1) Her ecE i¢in F(e)uF(e)=F(e) oldugundan (F, E)Q(F, E)=(F, E) esitligi
elde edilir.
2) Her ecE i¢in F(e)u@=F(e) oldugundan (F, E)O®=(F, E) elde edilir.

3) Her e€E igin F(e)uUX=X oldugundan (F, E)OX=X elde edilir.



4Her ecE  igin  F(e)u(F(e)) =F(e)u(X\F(e))=X  oldugundan
(F,E)O(F, E) =X esitligi elde edilir.
Onerme 1.2. X evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve (F,E) X iizerinde bir

esnek kiime olsun. O zaman (F, E) esnek kiimesi i¢in agagidaki 6zellikler saglanir

(Enginoglu, 2008);

1) Her ecE igin F(e)nF(e)=F(e) oldugundan (F,E)A(F, E)=(F,E) esitligi
elde edilir.

2) Her e € E i¢in F(e)n@ = oldugundan (F, E)A® = esitligi elde edilir.

3) Her ecE icin F(e)nX=F(e) oldugundan (F, E)AX=(F,E) esitligi elde
edilir.

4) Her ecE icin F(e)n(F(e)) =F(e)n(X\F(e))=2  oldugundan
(F,E)A(F,E)" = ® esitligi elde edilir.

Onerme 1.3. X evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve (F, E),(G, E),(H, E) X

tizerinde esnek kiimeler olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir (Enginoglu,
2008);

1) (FE) (G E)A(H. ) =((F. E) (6. E)) A((F. E)(H.E))
2) (F. E)A((6. E)O(H, ) =((F. ) A(G. E)) O((F. E) A(H.E))

Ispat. (F, E),(G, E),(H, E) X iizerinde esnek kiimeler olsun. O zaman,

1) Her eeE igin kiimelerdeki birlesme isleminin kesisim islemi iizerine dagilma
ozelliginden,
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F(e)u(G(e)nH(e))=(F(e)uG(e))n(F(e)uH(e))

saglanir. Buradan,

(F.E)S((G.E)A(H. E))=((F. E) (G, E))A((F. E)O(H. E))

esitligi elde edilir.

2) Her ecE igin kiimelerdeki kesisim isleminin birlesim islemi iizerine dagilma

Ozelliginden,

F(¢)n (G (e) UH(e)) = (F(¢) G (e)) L(F(e) ~H(e))

saglanir. Buradan,

(F.E)A((G E)O(H,E))=((F. E)A(G, E)) O((F. E)A(H. E))

esitligi elde edilir.

Onerme 1.4. Xevrensel kiime, E parametreler kiimesi ve (F, E),(G, E) X

tizerinde iki esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir (Enginoglu,
2008);

(F,E)° A(G,E)

1) ((F, E)O(G, E))
2) ((F,E)A(G,E)) =(F.E)’ U(G, E)

Ispat. (F, E),(G, E) X 1tizerinde iki esnek kiime olsun.

1) (H, E)=(F, E)J(G, E)olsun. Buradan her e e E igin,
H(e)=F(e)G(e)

dir. Kiimeler teorisindeki De Morgan kuralindan,

(H(e) =(F(e)vG(e))

(H(e)) =(F(e) ~(G(e))

saglanir. Buradan,

(H,E) =(F,E)°A(G,E)’

esitligi elde edilir. Buradan,
((F.E)O(G,E)) =(F,E) A(G,E)
dir.
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2) (H,E) = (F,E)A(G, E) olsun. Buradan her e  E icin,
H(e)=F(e)nG(e)

dir. Kiimeler teorisindeki De Morgan kuralindan,

(H(e)) =(F(e)nG(e))

(H(e)) =(F(e)) w(G(e))

saglanir. Buradan,

(H,E) =(F, E)" O(G,EY’

esitligi elde edilir. Buradan,

((F.E)A(G,E)) =(F,E)" O(G, E)’

dir.

Onerme 1.5. X evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve (F, E),(G, E),(H, E) X

tizerinde {li¢ esnek kiime olsun. O zaman,
((F.E)O(G,E))\(H,E)=((F. E)(H, E))Q((G, E)V(H, E))
esitligi saglanir (Enginoglu, 2008).

Ispat. Her e e E igin klasik kiime teorisinde,

(F(e)wG(e))\H(e)=(F(e)\H(e))(G(e)\H(e))

esitligi saglanir. Buradan,

((F.E)O(G,E))\(H, E):((F, E)Y(H, E))Q((G, E){(H, E))
esitligi saglanir.

Tanim 1.10. X evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve i€l olmak tizere
L:{(Fi, E)ie I} esnek kiimelerin bir ailesi olsun. O halde keyfi sayidaki esnek
kiimenin birlesimi her e € E i¢in,
H(e)={JF (e)

iel
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olmak tizere,

(H.E)=U(FR.E)

iel
esnek kiimesidir (Zorlutuna ve dig., 2012).

Tanim 1.11. X evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve iel olmak iizere

L:{(Fi, E)iie I} esnek kiimelerin bir ailesi olsun. O halde, keyfi sayidaki esnek

kiimenin kesisimi her e € E ig¢in,

M(e)=(1F (¢)

iel
olmak tlizere,

(M.E)=N(F.E

iel

)

esnek kiimesidir (Zorlutuna ve dig., 2012).

Onerme 1.6. X evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve {F: iel}ailesi X

tizerinde esnek kiimelerin bir ailesi olsun. O zaman,

1) (ﬂ

iel

") -

2) (U

iel

") -

U(R.E

iel

N(R

iel

JE)

esitlikleri saglanir (Zorlutuna ve dig., 2012).

F:

Ispat. {

iel }ailesi X tizerinde esnek kiimelerin bir ailesi olsun.

1) Her e € E i¢in klasik kiime teorisinde,

iel iel

oldugundan,

[ﬂﬁ (e)]c =(JF(e)
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() Utk ey

iel iel
saglanir.

2) Her e e E igin klasik kiime teorisinde,

Ure) -nF e

iel iel

oldugundan,

Ure)|-NEe

iel iel
saglanir.

Tanim 1.12. X evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve Y, X’ in bostan farkli

bir alt kiimesi olsun. O zaman her ecE i¢in F(e) =Y ise X fizerindeki

(F, E)esnek kiimesi Y ile gosterilir (Shabir ve Naz, 2011).

Tanim 1.13. X evrensel kiime, E parametreler kiimesi, Y, X’ in bostan farkli bir

alt kiimesi ve (F,E) X iizerinde bir esnek kiime olsun. O zaman Y iizerindeki

(F, E) esnek alt kiimesi her e € E igin,

YF(e)=Y nF(e)

olarak tanimlanir ve (", E) ile gosterilir. Diger bir ifadeyle,
(YF.E)=YA(F.E)

dir (Shabir ve Naz, 2011).

Tanim 1.14. X evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve X € X olsun. O zaman her

ecE i¢in x(e)={x} seklinde tanimlanan (X, E) esnek kiimesine X iizerinde bir

esnek nokta denir (Shabir ve Naz, 2011).

Tanim 1.15. X evrensel kiime, E parametreler kiimesi, (F, E) X tizerinde bir

esnek kiime ve X e X olsun. Her ecE i¢in XeF(e) ise (X, E) esnek noktasi,
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(F, E) esnek kiimesine aittir denir ve (X, E)e(F, E) seklinde gosterilir. Eger bazi
ecE icin x ¢ F(e) ise (X, E) esnek noktasina, (F, E) esnek kiimesine ait degildir

denir ve (x, E) ¢ (F, E) seklinde gosterilir (Shabir ve Naz, 2011).

Tanim 1.16. X evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve A E olsun. Eger bir
ecA i¢in F(e)=D ve her e e A—{e} i¢in F(e')=D ise (F, A) esnek kiimesine
X de bir esnek nokta denir (Zorlutuna ve dig., 2012).

Tanim 1.17. X evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve A E olsun. Eger her
ecA igin F(e):{x} olacak sekilde bir X € X noktas1 ve her €' ¢ A igin F(e’) =

ise (F, A) esnek kiimesine esnek nokta denir (Aygiinoglu ve Aygiin., 2012).

Tanim 1.18. X evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve (F, E) X 1zerinde bir
esnek kiime olsun. Eger e e Eelemam i¢in F(e)={x} ve her bir ¢'eE—{e} i¢in
F(e')=@ ise (F,E) esnck kiimesine bir esnek nokta denir ve (X, E)ile

gosterilir(Bayramov ve Gunduz(Aras), 2013; Das ve Samanta, 2013).

Uyart 1.2. Yukarida verilen esnek noktalar bir esnek kiime oldugu i¢in bu esnek
kiimeleri Tanim 1.18’de verilen esnek nokta tanimindan yararlanarak esnek
noktalarin birlesimi seklinde yazabiliriz. Bununla ilgili olarak asagidaki 6rnegi

verebiliriz.

Ornek 1.7. X={Xl, Xy, X3} evrensel kiime, E:{el, e2} parametreler kiimesi Ve (F, E),

Fle)={x1 X,}, F(e;)={xs}

seklinde wverilen bir esnek kiime olsun. X tizerindeki tiim esnek noktalar

{Xlel’ X1e2 , qu, Xy X3el, X3ez} olmak iizere,

Xy, (&) = {x.}, X, (e,)= ve Xy, (e)=9, Xy, (&) ={x}

X, (&) =1{X,}, Xy, (e,)=D ve x, (&)=D, %, (&)=1{X,]
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Xy (8)=1{Xs}, Xy (&,)=D Ve Xy (&)=D, X, (&,)={X}

seklindedir. O halde (F, E) esnek kiimesi,

olmak tizere,

(F.E)= (x1e1 : E) u(x2e1 : E)u(x3ez : E)

dir. Dolayisiyla her esnek kiime esnek noktalarin birlesimi seklinde yazilir.
Tanim 1.19. (x,, E) ve (y,,E) X iizerinde iki esnek nokta olsun. Eger,
X#Yy veya e =e¢'

ise o zaman bu esnek noktalara farkli esnek nokta denir (Bayramov ve

Gunduz(Aras), 2013; Das ve Samanta, 2013).

Tanim 1.20. (F, E), X iizerinde bir esnek kiime ve (X,,E) X iizerinde bir esnek
nokta olsun. Eger e € E elemani i¢in {X} c F(e) ise 0 zaman (Xe, E) esnek noktasi

(F, E) esnek kiimesine aittir denir;
(x., E)e(F, E)

ile gosterilir (Bayramov ve Gunduz(Aras), 2013; Das ve Samanta, 2013).
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Onerme 1.7. (F, E) , X tlzerinde bir esnek kiime olsun. O zaman her (F, E) esnek

kiimesi kendisine ait esnek noktalarin birlesimi seklinde yazilir, yani;

(F.E)=U U)(xe.a

ecE xeF(e
dir ( Bayramov ve Gunduz(Aras), 2013).

Ispat. Agiktir.

Tanim 1.21. X ve Y bostan farkli iki kiime, E parametreler kiimesi, (F, E),(G, E)

sirastyla X ve Y dizerinde iki esnek kiime ve f:X —Y bir doniisim olsun. O
zaman,

1) f dontisimii altinda X {izerindeki bir (F, E) esnek kiimesinin goriintiisii her
eeE i¢in [f(F)](e) =f [F(e)] seklinde tanimlanir ve f(F, E) = (f(F), E) ile gosterilir.
2) f doniisimi altinda Y {izerindeki (G, E) esnek kiimesinin ters goriintlisli her
ecE i¢in [f'l(G)](e) =f*[G(e)] seklinde tammlanir ve f*(G,E) = (f*(G),E) ile

gosterilir (Nazmul ve Samanta, 2013; Bayramov ve Gunduz(Aras), 2013).
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2. ESNEK TOPOLOJIiK UZAYLAR
2.1. Esnek Topolojik Uzaylar

Topoloji elde etmenin pek c¢ok yontemi oldugu i¢in bu bolimde esnek acik
kiimelerden yararlanarak esnek topolojik uzay tanimi verilmis ve esnek topolojik
uzaylarda kapanis, bagil kapanis ve esnek komsuluk tanimlar1 verilerek bu tanimlara

ait baz1 6zellikler incelenmistir.

Tanim 2.1.1. X= bir kiime ve 1, X tzerindeki esnek kiimelerin bir alt ailesi
olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan t ailesine X iizerindeki esnek kiimelerin
topolojisi denir;

1) &, Xet

2) (F, E),(G, E)et:>(F, E)F\(G, E)er

3) Viel igin, (E,E)er:U(Fi,E)er

iel
Uzerinde esnek topoloji tanimlanmis olan X kiimesine bir esnek topolojik uzay

denir ve (X, 1, E) ile gosterilir (Shabir ve Naz, 2011).

(X, 1, E) bir esnek topolojik uzay olsun. O zaman z ailesinin her bir elemanina bir

esnek agik kiime denir (Shabir ve Naz, 2011).

Tamm 2.1.2. (X, 1, E) bir esnek topolojik uzay ve (F, E) X iizerinde bir esnek

kiime olsun. Eger (F,E)° esnek kiimesi (X, 1, E) esnek topolojik uzaymda esnek

acik kiime ise o zaman (F, E) ye bu uzayda esnek kapali kiime denir (Shabir ve Naz,

2011).

Onerme 2.1.1. (X, 1, E) X iizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. Bu taktirde,
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1) ®,X (X, 1, E) esnek topolojik uzaymda esnek kapali kiimelerdir.

2) X tzerinde ki keyfi sayidaki esnek kapali kiimelerin kesisimi, esnek kapali
kiimedir.
3) Herhangi iki esnek kapali kiimenin birlesimi esnek kapali kiimedir (Shabir ve Naz,

2011).
Ispat.

1) ®=X\X ve X=X\ oldugundan esnek kapali kiime tanimina gore ®,X

esnek kiimeleri (X, T, E) topolojik uzayinda esnek kapali kiimelerdir.

2) {(F.E): iel} esnek kapah kiimelerin bir ailesi olsun. Her i<l igin,

(F, E)c € 1 oldugundan esnek topoloji tanimina gore U(E E)C et dir. O halde,

iel

(h(lﬁ, E)] :U(Fi, E)’ et oldugundan h(FI, E) esnek kapali kiimedir.

iel iel iel

3) (F, E),(G, E) iki esnek kapali kiime olsun. O halde (F, E)c ve (G, E)c esnek acgik

kiimelerdir ve (F, E)" A(G, E) et dir. Buradan,

(F.E)A(G,E) =((F.E)O(G,E))" oldugundan (F,E)O(G,E) esnek kapali
kiimedir.

Onerme 2.1.2. (X, 1, E), X iizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. O zaman her

eecE i¢in,
1, ={F(e): (F,E)ert}
ailesi X iizerinde bir topoloji tanimlar (Shabir ve Naz, 2011).

Ispat. T, = {F(e): (F, E) € 1:} olmak {izere,

1) ®, X et oldugundan her e E icin &, X e 1, elde edilir.
2) F( ) ( )ere olsun. O zaman (F, E),(G, E)er dur. t’ nun tanmimindan

(F,E)A(G,E)et dur. Her ec E i¢in F(e)nG(e) e, elde edilir.
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3) {E (e):ie I} ailesi, 1, itizerinde kiimelerin keyfi bir ailesi olsun. Her iel igin,

(F.E)et oldugundan | J(F,E)et elde edilir. Buradan | JF(e)e t

iel iel

esitligi

e

saglanir.

Boylece her e € E icin t,, X lizerinde bir topoloji tanimlar.

Omek 2.1.1. X={x;, X,, X,} evrensel kiime, E={e,, e,} parametrelerin bir kiimesi

olsun. X iizerindeki (F, E),(F,, E),(F;, E).(F,, E) esnek kiimeleri,

seklinde verilsin. O halde;

1={®.X,(E.E),(E, E).(E, E).(F, E)}
ailesi X iizerinde bir esnek topoloji, (X, 1, E) X iizerinde bir esnek topolojik
uzaydir.

Ayrica,
Te, ={@,X,{X1},{X1,X2}} Ve 1, ={@,X,{x3},{xl,x3}}
aileleri X tizerinde birer topolojidir.

Uyar 2.1.1. Onerme 2.1.2°nin tersi genel olarak dogru degildir. Bununla ilgili olarak

asagidaki ornegi verebiliriz.

Omnek 2.1.2. X ={X;,X,,X,} evrensel kiime, E={e;, e,} parametrelerin bir kiimesi

olsun. O halde X iizerindeki (F, E),(F,, E),(F;, E),(F,, E) esnek kiimeleri,

Fl(el)z{xl’XZ}’ Fl(e2):{x3}’
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F(e)={x}, Fo(e;)={X., X,
Fo(e)=1{x}, Fa(e2)=1{%,: X},

FA(el):{Xl’XZ}’ F4(ez):{X1’X3}

seklinde verilsin. O halde;

T, ={D.X{x ). {x. x, 0} ve 1, ={D. X {x,},{x0 %, }.{x,. X3}

X iizerinde birer topolojidir. Fakat, (F,, E)O(F,, E)=(G, E) esnek kiimesi,
G(e)={x,} ve G(e,)=X

dir. (G, E) ¢t oldugundan t ailesi X iizerinde bir esnck topoloji degildir.

Onerme 2.1.3. (X, 1,, E) ve (X, 1,, E) X kiimesi iizerinde iki esnek topolojik uzay
olsun. O zaman (X,t,A1,, E) de X iizerinde bir esnek topolojik uzaydir (Shabir

ve Naz, 2011).
Ispat.

1) ®,X et AT, dir.

2) (F.E),(G,E)et, A1, olsun. Buradan (F,E),(G,E)er, ve (F,E),(G E)er,
dir. 7, ve 1, esnek topoloji oldugundan, (F, E)A(G, E)et, ve (F, E)A(G, E)et,
dir. Bu ise,

(F,.E)A(G,E)et, AT,

dir.

3) {(F.E):iel} 1,At, deki esnek kiimelerin bir ailesi olsun. Her iel igin,

(F,E)et, ve (E,E)et, dir. 1, ve 1, esnek topoloji oldugundan,

U(E, E)erl ve U(E, E)er2

iel iel
dir. O halde,

U(R. E)er, A1,

iel
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elde edilir.
Dolayisiyla 1, At, , X iizerinde bir esnek topoloji ve (X, 1, At,, E) de X

tizerinde bir esnek topolojik uzaydir.

Uyann 2.1.2. X iizerinde iki esnek topolojinin birlesimi bir esnek topoloji

olmayabilir. Bununla ilgili olarak asagidaki 6rnegi verebiliriz.

Ornek 2.1.3. X={X,, X,, X;} olmak iizere E={e, e,} parametrelerin kiimesi olsun.

O halde;

olmak iizere 1, ={®, X,(E, E).(E, E),(E, E)} ve
1, ={®,X, (G, E), (G,. E), (G, E), (G,. E)} X iizerinde iki esnek topolojik
uzay olsun.

Simdi,

1=1,01,={®, X, (E.E), (E,E), (E.E), (G, E), (G, E), (G, E), (G,, E)}

olarak tammlayahm. Eger (F,, E)J(G,, E)=(H, E) olarak alirsak,

H(e)=F(e)uG, (&) ={x,%,} u{x,x;} =X



dir. Ancak (H, E) ¢t oldugundan 1, X iizerinde bir esnek topoloji degildir.

Tanim 2.1.3. (X, 1, E) X iizerinde esnek topolojik uzay ve (F, E) bir esnek kiime

olsun. (F, E) esnek kiimesini kapsayan biitiin esnek kapali kiimelerin kesisimine

(F, E) esnek kiimesinin kapanisi denir ve (F, E) seklinde gosterilir (Shabir ve Naz,

2011).

Acik olarak (F, E), X Tlizerinde (F, E)’yi kapsayan en kiiciik esnek kapali

kimedir.

Teorem 2.1.1. (X, t,E), X iizerinde esnek topolojik uzay, (F, E) ve (G,E) X

tizerinde esnek kiimeler olsun. Bu durumda,

1) D=0 ve X=X,

2) (F,E)&(F,E),

3) (F, E) esnek kapali kiimedir ancak ve ancak (F, E)=(F, E),
4 (F.E)=(F.E),

5) (F,E)&(G, E) ise (F,E)&(G, E),

6) (F.E)O(G, E)=(F, E)(G, E),

7) (F.E)A(G,E)&(F. E)A(G E)

dir ( Shabir ve Naz, 2011).
Ispat.

1) (X, T, E) X iizerinde esnek topolojik uzay oldugundan ® ve X esnek kapalidir.

@ esnek kapali oldugundan ® =P olur. Benzer sekilde X esnek kapali oldugundan
X=X elde edilir.

2) (F.E), (F,E) esnek kiimesini kapsayan en kiigik esnek kiime oldugundan
<

(
(F.E)

(F,E) oldugu agiktir.
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3) Eger (F,E), X de bir esnek kapah kiime ise (F, E) nin kendisi (F,E)’ yi

kapsayan en kiigiik esnek kapali kiime oldugundan (F, E)=(F, E) dir.

Tersine olarak (F, E)=(F, E) olsun. (F, E) bir esnek kapali kiime oldugundan

(F, E), Xiizerinde bir esnek kapali kiimedir.

4) (F, E) esnek kapali kiime oldugundan esnek kapanis tanimindan (F, E) = (F, E)
dir.

5) (F,E)&(G, E) olsun. (G, E)’yi kapsayan her esnek kapali kiime (F, E)’yi de
kapsar. Bu nedenle (F, E)’yi kapsayan biitiin esnek kapali kiimelerin kesigimi,

(G, E)’ yi kapsayan biitiin esnek kapal kiimelerin esnek kesisimleri tarafindan da

kapsanir. Yani (F, E) &(G, E) dir.

6) (F.E)&(F, E)O(G,E) ve (G, E)&(F, E)J(G, E) oldugundan bu teoremin 5.

maddesinden dolay1 (F, E) é(F, E)Q(G, E) ve (G, E)é(F, E)CJ(G, E) dir.

Buradan da (F, E) (G, E) &(F, E) (G, E) elde edilir.

Tersine olarak (F,E)&(F,E) ve (G,E)&(G,E) olup, buradan

(F,E)O(G,E)&(F, E)U(G,E) elde edilir. (F,E)J(G,E) iki esnek kapal

kiimenin birlesimi oldugundan yine bir esnek kapali kiime oldugu aciktir. Boylece

(F.E)O(G,E)&(F, E)I(G,E) ve (F,E)(G,E)=(F, E)(G, E) elde edilir.

7) (RE)A(GE)E(FE) ve (FE)A(G E)&(GE) dir. Bu teoremin 5.

maddesinden dolayr  (F,E)A(G,E)&(F,E) ve (F,E)A(G,E)&(G,E) dir.

Buradan da (F,E)A\(G, E) &(F, E)A(G, E) elde edilir.
Tamm 2.1.4. (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay ve (F,E), X iizerinde bir esnek
kiime olsun. Her ecE igin, ?e), F(e)’nin t,’deki kapamsi olmak iizere

?e)zl_:(e) ile tamimh (l_:, E) esnek kiimesi (F, E)’nin bagil kapanisi (relative

closure) olarak adlandirilir (Shabir ve Naz, 2011).
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Onerme 2.1.4. (X, t, E) bir esnek topolojik uzay ve (F, E) bir esnek kiime olsun.

Bu durumda,

(FE)e(F.E)

dir (Shabir ve Naz, 2011).

Ispat. Keyfi bir ecE i¢in, F(e) (X,1,) de F(e)’yi kapsayan en kiigiik kapali

)
kiimedir. Eger (F, E)=(H, E) ise H(e) kiimesi F(e) ’yi kapsayan bir kapali
cH

kiimedir. Bu da demektir ki F(e)=F(e)& H(e). O halde, (F, E) &(F, E) dir.

Sonug 2.1.1. (X,t, B bir esnek topolojik uzay ve (F, E) bir esnek kiime olsun.

(I_:, E) = (F, E) olmasi igin gerek ve yeter sart (I_:, E)c € T olmasidir (Shabir ve Naz,

2011).

Ispat. (I_:, E) =(F, E) olsun. O zaman (I_:, E) bir esnek kapali kiimedir. Dolayistyla

(F. E)C et elde edilir.

Tersine olarak (I_:, E)c et olsun. Bu durumda (I_:, E), (F, E) ’yi kapsayan bir esnek
kapali kiimedir. Onerme 2.1.4 den (I_:, E) & (F, E) olup (F, E)’yi kapsayan herhangi

bir esnek kapali kiime (F, E)’ n1 da kapsar. Boylece (F, E) & (I_:, E) dir. Dolayisiyla

(F. E)=(F. E) elde edilir

Tanim 2.1.5. (X, T, E) X tizerinde bir esnek topolojik uzay, Y , X ’in bostan farkli

bir alt kiimesi olsun. (Y F, E) =(Y, E)A(F, E) seklinde tanimlanan,

v, ={("F, E):(F,E)et|
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ailesi Y iizerinde bir esnek topolojidir ve (Y, 1., E)’ye (X, 1, E) esnek topolojik
uzayinin bir esnek alt uzay1 denir. Burada 1, ailesinin Y iizerinde bir esnek topoloji

oldugu kolayca goriilebilir (Shabir ve Naz, 2011).

Tamm 2.1.6. (X, 7, E) X iizerinde bir esnek topolojik uzay, (G, E) X iizerinde bir

esnek kiime ve X € X olsun. Eger,
xe(F, E)&(G, E)

olacak sekilde bir (F, E) esnek acgik kiimesi varsa (G, E)’ye X’in bir esnek

komsulugu denir (Shabir ve Naz, 2011).

Tamim 2.1.7. (X, 7, E) X iizerinde bir esnek topolojik uzay, (G, E) X iizerinde bir

esnek kiime ve X € X olsun. Eger,
xe(F,E)&(G, E)

olacak sekilde bir (F, E) esnek komsulugu varsa bu x noktasina, (G, E) esnek

kiimesinin bir i¢ noktasi denir (Shabir ve Naz, 2011).

Onerme 2.1.5. (X, T, E) X iizerinde bir esnek topolojik uzay, (G, E) bir esnek kiime
ve XxeX olsun. Eger X, (G, E) ‘nin bir esnek i¢ noktast ise X ayni zamanda bir

ecE icin (X, ‘Ce) de G (e) "nin bir i¢ noktasidir (Shabir ve Naz, 2011).

Ispat. Herhangi bir e €E icin G(e)g X dir. Eger x e X, (G, E) ” nin bir esnek i¢
noktast ise X e(F, E) - (G, E) olacak sekilde (F, E) et vardir. Bu ise
xeF(e)c G(e) olmasidir. Bu da 7, topolojisinde x’in, G(e) nin bir i¢ noktasi

olmasi1 demektir.

2.2. Esnek Topolojik Uzaylarda Komsuluk Ozellikleri

Tanim 2.2.1. (X, T, E) X {izerinde bir esnek topolojik uzay, (Xe, E) e X ve (F, E)

X fizerinde bir esnek kiime olsun. Eger,
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(x,.E)e(G.E)&(F, E)

saglanacak sekilde bir (G, E) esnek agik kiimesi varsa, bu (F, E) esnek kiimesine

bu uzayda (x,, E) esnek noktasinin bir esnek komsulugu denir (Nazmul ve Samanta,

2013).

(Xe, E) € X esnek noktasinin tiim esnek komsuluklar ailesi U (Xe, E) ile gosterilir.

Teorem 2.2.1. (X, T, E) X izerinde bir esnek topolojik uzay ve (Xe, E) eXiseo

zaman U (Xe, E) esnek komsuluk ailesi asagidaki 6zelliklere sahiptir;

1) Eger (F, E eU(Xe, E) ise (Xe, E)E(F, E),
U

(x., E) ve (F,E)&(G,E) ise (G,E)e U(x,, E),

F,E)eU(x,, E) ise, her bir (y,, E)e(G, E) i¢in (F, E)eU(y,, E)

saglanacak sekilde bir (G, E) e U(X,, E) vardir (Nazmul ve Samanta, 2013).

ispat. 1) (F, E) e U(X,, E) olsun. O zaman esnek komsuluk tanimindan,

(Xe, E) € (G, E) é(F, E)

olacak sekilde bir (G, E) esnek agik kiimesi vardir. Bu ise,

(x., E)e(F, E)

dir.

2) (F,E)eU(x,, E) ve (F,E)&(G, E) olsun. (F, E)e U(x,, E) oldugundan,
(x., E)e(H,E)&(F, E)

saglanacak sekilde (H, E) esnek agik kiimesi vardir. Buradan,

(%, E)e(H,E)&(F, E)&(G, E)

oldugundan (G, E)e U(x,, E) elde edilir.

3) (R, E), (F, E)eU(x,, E) olsun. (F, E)e U(x,, E) oldugundan,
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(% E)<(Gu E) & (e E)

olacak sekilde (G,, E) esnek agik kiimesi ve (F,, E) e U(x,, E) oldugundan,
(%., E)e(G,, E)&(F,, E)

olacak sekilde (G,, E) esnek agik kiimesi vardir. Buradan,

(X, E)e(G,, E)A(G,, E)&(R, E)A(R,, E)

dir. (G,, E)A(G,, E) et oldugundan esnek komsuluk tanimina gore,

(R, E)A(F,, E)eU(x,, E)

elde edilir.

4) (F,E)eU(x,,E) olsun. (F, E)e U(x,, E) oldugundan,

(Xe, E)e(H, E)&(F, E)

saglanacak sekilde (H,E) esnek agik kiimesi vardir. (G, E)=(H, E) alalim. O
zaman her (y,, E) €(G, E) icin,

(e, E) (G, E)&(F, E)

dir. Buradan (F, E)e U(y,, E) elde edilir.

< u(
Tanim 2.2.2. (X, 1,E) ve (Y,7,E) iki esnek topolojik uzay, (x,,E)eX ve
f:(X,1,E) > (Y, ., E) bir fonksiyon olsun. Eger (f (x),. E) esnek noktasmin her
(H,E) esnek komsuluguna karsihk (f(F,E))&(H, E) olacak sekilde (x,, E)
esnek noktasinin igeren bir (F, E) esnek komsulugu bulunabiliyorsa f fonksiyonuna

(X., E) esnek noktasinda esnek siireklidir denir (Gunduz (Aras) ve dig., 2013;

Nazmul ve Samanta, 2013).

Eger f fonksiyonu X iizerindeki tiim (X,, E) esnek noktalari igin esnek siirekli ise

f fonksiyonuna X iizerinde esnek siirekli fonksiyon denir.

Omek 2.2.1. X={x,, X,, X;} evrensel kiime ve E={e,, e,} parametrelerin kiimesi

olsun. O halde;
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G,(e)={x, %X}, G,(e,)={x,,%;}

olmak iizere 1={®, X, (E,E), (F.E)} ve t'={®,X, (G, E), (G,, E)} ailesi X
iizerinde iki esnek topoloji olsun. O zaman (X, t,E) ve (X, 7,E) iki esnek
topolojik uzaydir.

f(x)=F(x,)=x,, f(X5)=x,

seklinde tanimlanan f :(X, T, E) —)(X, T, E) esnek fonksiyonu esnek siirekli

fonksiyondur (Gunduz (Aras) ve dig., 2013).

Omek 2.2.2. X={x,, %, %} evrensel kiime ve E={e,, e,} parametrelerin kiimesi

olsun. O halde;

R(e)=0G)  R(e)={x},
F(e)={x, %}, F(e,)={x,x,},
Rle)={x},  R(e)={xx.},
F(e)=2, Fo(e2)={x.},
Fs(e) =X, Fo(e;) = {Xu Xz,
Gi(e)={x},  Gile)={x]
G,(e)={x,, X5}, G,(&,)={xy X,}
Ga(8)={Xu Xz}, Gsl(e;)=X
Cie)={xafs  Gul&r)={Xi X}

olmak  iizere  t={®,X, (E,E), (E.E), (E.E). (E.E), (E.E)}  ve

r'={<l), X, (G, E), (G,,E), (G4, E), (G,, E)} X iizerinde iki esnek topoloji
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O zaman (X, t,E) ve (X t,E) iki esnek topolojik uzaydir ve
f=1:(X1,E)—>(X,1,E) bu topolojik uzaylar arasinda esnek siirekli fonksiyon
degildir (Gunduz (Aras) ve dig., 2013).

Tamm 223. (X, t,E) ve (Y,7,E) iki esnek topolojik uzay ve

f:(X, 1, E)—>(Y, 7, E) bir fonksiyon olsun.

1)Eger X iizerindeki her (F, E)esnek agik kiimesinin f[(F, E)] goriintiisti, Y
tizerinde bir esnek agik kiime ise o zaman f fonksiyonuna agik fonksiyon denir.
2) Eger X iizerindeki her (H, E) esnek kapali kiimesinin f[(H, E)] goriintiisii, Y

tizerinde bir esnek kapali kiime ise o zaman f fonksiyonuna kapali fonksiyon denir.
3) Eger f birebir, orten, siirekli ve acik (kapali) bir fonksiyon ise f fonksiyonuna
bu uzaylar arasinda esnek homeomorfizma denir.

Eger iki esnek topolojik uzay arasinda en az bir esnek homeomorfizma varsa bu
uzaylara esnek homeomorf uzaylar denir (Gunduz (Aras) ve dig., 2013; Nazmul ve
Samanta, 2013).

Tamm 2.2.4. (X, 1,E), X iizerinde bir esnek topolojik uzay ve (F, E) bir esnek

kiime olsun. Eger,
(x.,E)e(G,E)&(F.E)
saglanacak sekilde bir (G, E) € U(Xe, E) esnek acik kiimesi varsa, (Xe, E) € (F, E)

esnek noktasina (F, E) esnek kiimesinin bir esnek i¢ noktasidir denir (Nazmul ve

Samanta, 2013).

(X, 1, E), X iizerinde bir esnek topolojik uzay ve (F, E) bir esnek kiime olsun. O
zaman (F, E) ‘nin esnek i¢i (F, E) ‘nin tiim esnek agik alt kiimelerinin birlesimidir

ve (F, E)’ ile gosterilir.
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Teorem 2.2.2. (X, 1, E) X iizerinde bir esnek topolojik uzay ve (F, E) bir esnek

kiime olsun. O zaman,

(F, E)° = U{(xe, E): (X., E) her bire e Eicin (F, E)in keyfi bir esnek i¢ noktasidr. }

ecE

dir (Nazmul ve Samanta, 2013).

ispat. (x,, E)e(F, E) olsun. O zaman Tamim 2.2.4. den, (x,, E)e(G, E)&(F, E)

olacak sekilde (G, E) e tvardur. ) halde;

(x. E)elU

ecE

[ (Xe, E): (X, E)herbireeEicin (F, E) nin herhengi bir esnek
i¢ noktasidir.
dir.

Tersine,

- {(xe, E): (x., E)herbirecEicin (F, E) nin herhengi bir esnek}

(x. E)eU

ecE

i¢ noktasidir

ise (Xe, E) € (G, E) &(F, E) olacak sekilde bir (G, E) et bulundugundan

(., E)e(F, E) dir.

Onerme 2.2.1. (X, 1, E) X iizerinde bir esnek topolojik uzay ve (F, E) bir esnek

kiime olsun. O zaman (F, E) bir esnek agik kiimedir ancak ve ancak (F, E)

kendisinin esnek noktalarinin bir esnek komsulugudur (Nazmul ve Samanta, 2013).

Ispat. = (F, E) bir esnek agik kiime ve (X, E)e(F, E) olsun. O zaman
(G, E):(F, E) alinirsa (F, E) kiimesi (Xe,E) esnek noktasinin bir esnek

komsulugudur.

= (F, E) kendisinin esnek noktalarinin bir esnek komsulugu olsun. O zaman her

(Xe, E) e(F, E) icin,
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(x,.E)e(G.E)&(F, E)

olacak sekilde bir (G, E) esnek agik kiimesi vardir. O halde;

(F, E):U{(Gi’ E):(Gi, E)&(F, E)}

iel

dir. Esnek agik kiimelerin keyfi birlesimleri de esnek agik kiime oldugundan (F, E)

esnek acik kiimedir.

Tanim 2.2.5. (X, 7, E) X iizerinde bir esnek topolojik uzay, (F, E) bir esnek kiime

ve (Xe, E) bir esnek nokta olsun. Eger keyfi (G, E) e U(x,, E) i¢in,
(F,E)AN(G, E)=®

ise (Xe, E) esnek noktasina (F, E) esnek kiimesinin bir esnek degme noktasidir denir

(Nazmul ve Samanta, 2013).

Teorem 2.2.3. (X, 1, E) X iizerinde bir esnek topolojik uzay ve (F, E) bir esnek
kiime olsun. O zaman (F, E), X’de esnek kapali kiimedir ancak ve ancak

(F, E) ‘nin her esnek degme noktasi kendisine aittir (Nazmul ve Samanta, 2013).

Ispat. = (F, E) esnek kapali kiime, (Xe, E) esnek degme noktasi ve
(X., E)e(F, E) olsun. O zaman (x,,E)e(F,E)* dir. (F,E)’, 1’ da esnek agik

kiime oldugundan (Xe, E) ‘nin bir esnek komsulugudur. O zaman,
(F.E) A(F E)=
dir. Buradan (x,, E)e(F, E) dir.

<:(x,, E)e(F,E)° herhangi esnek nokta olsun. O zaman (X,, E)e(F, E) dir.

(X., E),(F, E) nin bir esnek degme noktas olmadigindan,
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(F.E)A(G,E)=a

olacak  sekilde  (X,,E)’nin  bir (G, E) esnek  komsulugu  vardur.
(x., E)e(G,E)&(F, E)c oldugundan (F, E)C bir esnek acik kiimedir, yani

(F, E)esnek kapali kiimedir.

Onerme 2.2.2. (X, T, E) X iizerinde bir esnek topolojik uzay, (F, E) bir esnek
kiime ve X e Xolsun. Eger (Xe, E), (F, E)’nin bir esnek i¢ noktasi ise o zaman

(X, 7,)’de x noktast F(&)’nin bir i¢ noktasidir,

Ispat. (x,, E), (F, E) nin bir esnek i¢ noktasi olsun. O zaman,
(x., E)e(G,E)&(F, E)

olacak sekilde (G, E) esnek agik kiimesi vardir. Buradan,

xeG(e)cF(e) ve G(e)er,

elde edilir, yani X noktasi F(e) ‘nin bir i¢ noktasidir.

Onerme 2.2.3. (X,1,E) X iizerinde bir esnek topolojik uzay, (F, E) bir esnek
kiime ve X € Xolsun. Eger X noktasi (X, Te) topolojik uzayinda F(e) kiimesinin

bir degme noktasi ise (X,, E) esnek noktasi (F, E) esnek kiimesinin bir esnek

degme noktasidir.
Ispat. Tanim 2.2.5.” den hemen elde edilir.

Uyari 2.2.1. Onerme 2.2.2. ve Onerme 2.2.3.” iin tersi genel olarak dogru degildir.

Ornek 2.2.3. X={X,, X,, X;} evrensel kime ve E={e;, e,} parametreler kiimesi

olsun. O halde;
Fl(el):{xl1 X2}1 |:1(e2):{xl1 Xs} )
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Fo(e)=1x}, Fi(&)=1{X}
olmak {izere r={(D, X, (E, E), (E, E), (E, E), (F4,E)} ailesi X iizerinde bir

esnek topoloji ve (X, 1, E) bir esnek topolojik uzaydir. Eger (F, E) esnek kiimesi,

F(e,)={x, X3}, F(&,)={x, X;}

seklinde tanimlanirsa, o zaman (F, E) esnek kiimesinin esnek i¢ noktasi yoktur.

Fakat X, ve X, noktalar1 t, topolojisinde F(e,) kiimesinin i¢ noktalaridir. Burada

T, :{@, X, {X, X3}, {X50 X5} {xs}} dir.

Ornek 2.2.4. X ={Xl, Xy, X3} evrensel kiime ve E ={el, ez}parametreler kiimesi

olsun. O halde;

)
(&)
Fo(8) =% X Fi(e;)={xi},
Fe)=0%)  FR(e)=ix
Fo(e) =X %op, Ri(e;) =X
Re)=X,  FR(e)={x, %}
(

ailesi X tizerinde bir esnek topoloji ve (X, T, E) bir esnek topolojik uzaydir. O

zaman (F, E) esnek kiimesi,

F(el):{xl! X3}, F(%)Z@ :
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seklinde tanimlanirsa, (F, E)=(F,, E)" dir. (XZez' E) esnek noktasi, (F, E)esnek

kiimesinin bir esnek degme noktasidir. Fakat X, noktasi t, topolojisinde F(ez) ‘nin

bir degme noktas1 degildir.
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3. ESNEK TOPOLOJIiK UZAYLARDA AYIRMA AKSiYOMLARI

Esnek topolojik uzaylari esnek agik kiimelere gore igerdikleri ortak ozellikler
bakimindan siniflara ayirarak incelemek pek ¢ok agidan onemlidir. Bu yilizden bu
boliimde esnek topolojik uzaylarda esnek ayirma aksiyomlari adi verilen esnek

T,-uzay, esnek T, -uzay: ve esnek T,-uzay1 incelenecek ve bu aksiyomlarin 6nemli

ozellikleri aragtirilacaktir.

Tanim 3.1. (X VT, ])? X ilizerinde bir esnek topolojik uzay ve (Xe, E), (ye,, E)
farkl iki esnek nokta olsun. Eger bu uzaydaki her (Xe, E), (ye,, E) esnek noktalar
i¢in,

((%.. E)e(F, E) ve (y.,E)2(F, E)) veya ((x,,E)&(F,E) ve (y.,E)e(F, E))

saglanacak sekilde (F, E) esnek agik kiimesi varsa (X, 1, E) esnek topolojik uzayma

esnek T,-uzay: denir (Tantawy ve dig., 2016).

Omek 3.1. X={x,, X,} evrensel kiime, E={e,, e,} parametrelerin kiimesi olsun. O

halde;

RE)={x}, RE)={x},

F(e,) =9, F(e,)=1{x,},

R(e)=2.  FR(e)={xj,

FRe)=1x), F(e)=X,

R(e)=9, F(e)=X

esnek kiimeler olmak iizere ©={®,X, (,E), (E.E). (E.E). (F,. E), (k. E)}

X iizerinde bir esnek topoloji ve (X, 7, E), X iizerinde bir esnek T,- uzayidir.
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Onerme 3.1. (X, 1, E) X iizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. Eger (X, 1, E)

bir esnek T,- uzay1 ise o zaman her e € E i¢in (X, 1,) bir T,- uzayidur.

Ispat.  Her Xx,yeX icin X#y olsun. O zaman esnek nokta tanimindan

(X., E), (Yo, E) esnek noktalari farklidir. (X, 1, E) bir esnek T,-uzay1 oldugundan,

((x..E)e(F, E) ve (y.,E)&(F, E)) veya ((x,,E)&(F,E) ve (y.,E)e(F, E))
olacak sekilde (F, E) esnek agik kiimesi vardir. Genelligi bozmayacagi i¢in,

(., E)e(F,E) ve (y..E)e(F.E) ise her ecE i¢in xeF(e) ve yeF(e) elde

edilir. Boylece (X, t,) bir T;-uzayidir.

Ornek 3.2. Ornek 3.1.” deki esnek T,-uzaymi ele alalim. O halde;

Ty, ={®, X, {Xl}} ve 1, ={®, X, {Xl}, {Xz}}
dir. Buradan (X, rel) ve (X, rez) birer T,-uzaylaridur.

Onerme 3.2. (X, 1, E) X iizerinde bir esnek topolojik uzay ve Y, X’in bostan
farkl1 bir alt kiimesi olsun. Eger (X, 7, E) bir esnek T,-uzayi ise (Y, 1, E) de bir

esnek T,-uzayidur.

Ispat. (X, E);é(ye,, E) farkli iki esnek nokta ve (X,, E), (Y., E)eY olsun.

(X, 1, E) X iizerinde bir esnek T,-uzay1 oldugundan,

(%, E)e(F, E) ve (y.,E)2(F, E)) veya ((x,,E)2(F, E) ve (y.,E)e(F E))

olacak sekilde (F,E) esnck agik kiimesi vardir. Buradan (X, E)e(F, E)
oldugundan, (x,, E)eYA(F, E)=(YF, E) dir. (Y, E)¢(F, E) oldugundan bazi

ecE igin yeF(e) dir. O halde bazi eeEigin yeF(e)mY dir. Buradan
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(Ve E)2 YA(F,E)=("F,E) olur. (F,E)et oldugundan (YF,E)et, dir.
Benzer sckilde (y,,E)e(F,E) ve (x,,E)e(F.E) icin (y,,E)e("F.E) ve

(X, E) e(YF, E) elde edilir. Buradan (Y, 1., E) de bir esnek T,-uzayidir.
Ornek 3.3. Ornek 3.1. deki esnek T;-uzaymi ele alalim ve Y = {x, } olsun. O halde;

G,(e,)={x}, G,(e,)=9,
Gz(el)zgl Gz(eZ):
Gi(e)={x}. Gs(e,)

olmak tizere T, = {(D,

X}
X, }

. (G, E). (G,. E), (G, E)} olur. Bu durumda (Y, 1y, E)

{
{

=

bir esnek T, - uzayidur.

Teorem 3.1. t, ve t, bir X kiimesi iizerinde 1, &1, Ozelligine sahip iki esnek
topoloji olsun. Bu durumda eger (X, t,, E) bir esnek T -uzayr ise o zaman

(X, T,, E) de bir esnek T,-uzayidir.

ispat. (Xe, E) ;t(ye,, E) esnek noktalar1 X tizerinde farkli iki esnek nokta olsun.

(X, T, E) bir esnek T,-uzay1 oldugundan,
((%.. E)e(F, E) ve (y.,E)2(F, E)) veya ((x., E)(F, E) ve (y,, E)e(F, E))

olacak sekilde (F,E)et, vardir. 1, &1, oldugundan (F,E)et, dir. Boylece

(X, t,, E) de bir esnek T,- uzayidur.

Teorem 3.2. (X, t,E) ve (Y,1,,E) iki esnek topolojik uzay ve
f:(X,1,E)—>(Y,1,, E) esnek homeomorfizma olsun. O zaman (X, t,, E) nin bir
esnek T,-uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (Y, 1,, E) esnek topolojik uzayinin

da bir esnek T,-uzay1 olmasidir.
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Ispat. (Xle, E);t(ylé, E) saglanacak sekilde (Y, 1,,E) de farkli iki esnek nokta

olsun.f esnek orten fonksiyon oldugundan,
f(Xe, E):(xle, E) ve f(y., E):(yle,, E)

olacak sekilde (Xe, E), (ye,, E) e X vardir. f esnek fonksiyonu birebir oldugundan

(X., E) # (Y., E) dir. (X, 1., E) esnek T,-uzayi oldugundan,

(%, E)e(F, E) ve (., E)2(F, E)) veya ((x,,E)2(F, E) ve (y.,E)e(F, E))

saglanacak sekilde (F,E)et vardir. f fonksiyonu esnek homeomorfizma

oldugundan, f((F, E)) e, dir. Boylece;

(x,. E)ef((F.E)) ve (yle,, E)ezf((F, E))

veya

(x,. E)ef((F.E)) ve (yle', E)ef((F, E))
saglanir. O halde (Y, ,, E) bir esnek T,- uzayidir.

Tersinin ispat1 agiktir.

Uyar13.1. 1, vet, X kiimesi iizerinde iki esnek topoloji ve =1, N1, olsun.

(X, 1., E) ve (X, 1,,E) birer esnek T,-uzayi oldugu halde (X, 1, E) bir esnek

T,-uzay1 degildir.
Bununla ilgili olarak asagidaki 6rnegi verelim.

Omnek 3.4. X={x,, X,} evrensel kiime, E ={e,} parametre kiimesi olsun. O halde;
Re)={x) R(e)=1x},
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Gi(e)={x,}. G, (&) ={xy}

esnek kiimeler olmak iizere,

T, ={c1>, X, (E,E), (E, E)} ve T, ={c1>, X, (G, E), (G,, E)}
aileleri X iizerinde birer esnek topolojidir ve (X, t,,E) ile (X,1,,E) de X

tizerinde bir esnek T, - uzayidir.

Fakat t=t, "1, = {(D, )N(} oldugundan (X, t,E) X iizerinde bir esnek T;-uzay

degildir.

Tanmim 3.2. (X, T, E) X tzerinde bir esnek topolojik uzay ve (Xe, E);t(ye,, E)

farkli iki esnek nokta olsun. Eger,
(x., E)e(F. E), (Y., E)2(F.E)) ve (Y., E)e(G E), (X, E)2(G,E))

olacak sekilde (F, E) ve (G, E) esnek acik kiimeleri varsa (X, T, E) esnek topolojik

uzayma esnek T,-uzay1 denir ( Bayramov ve Gunduz (Aras), 2013).

Omnek 3.5. X={x,, X,} evrensel kiime, E={e,, e,} parametrelerin kiimesi olsun. O

halde;
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Fo (el):{x2}1 Fio (ez):x

esnek kiimeler olmak tizere,

T:{cp, X, (E,E), (E,E), (E,E), (E,E), (E,E), (F, E), }

(7. E), (R, E), (R, E), (R, E)
X iizerinde bir esnek topoloji ve (X, 1, E) X iizerinde bir esnek T,-uzayidir.

Onerme 3.3. (X, 1, E) X iizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. Eger (X, 1, E)

bir esnek T,-uzay ise her e e E igin (X, t,) bir T,-uzaydr.

Ispat. Her x,yeX igin X#y olsun. O zaman esnek nokta tanimindan
(Xe,E);t(ye,,E) esnek noktalar1 farklidir. (X, T, E) bir esnek T,-uzayi

oldugundan,
(x., E)e(FE), (Y., E)2(F. E)) ve ((Y..E)e(G E), (x.,E)&(G, E))
olacak sekilde (F, E) ve (G, E) esnek agik kiimeleri vardir. Buradan,
(xeF(e), yeF(e)) ve (yeG(e), x2G(e))

elde edilir. O zaman (X, t,) bir T,-uzayidur.

Ornek 3.6. Ornek 3.5. deki esnek T,-uzayni ele alalim. O halde;

T, =12, X, {x ] {xo}) ve 1, =10 X {x,}s {x,}]

olur. Bu durumda (X, Tel) ve (X, rez) birer T,-uzaylaridir.

Onerme 3.4. (X, T, E) X tzerinde bir esnek topolojik uzay ve Y, X’in bostan
farkli bir alt kiimesi olsun. Eger (X, T, E) bir esnek T, -uzay1 ise o zaman (Y, Ty, E)

de bir esnek T, -uzayidur.
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Ispat. (Xe, E);é(ye,, E) farkli iki esnek nokta ve (X,, E), (Y., E)eY olsun.

(X, 1, E) X tizerinde bir esnek T,-uzay1 oldugundan,

(x., E)e(F. E), (Y., E)2(F E)) ve ((Y.,E)e(G,E), (x.,E)&(G, E))
saglanacak sekilde (F, E) ve (G, E) esnek agik kiimeleri vardir. Buradan,
(x..E)e("F.E), (..E)¢("F. E)) ve (x,. E)e(G,E), (v..E) (G, E))
elde edilir. Boylece (Y, 1y, E) biresnek T,-uzayidir.

Ornek 3.7. Ornek 3.5. deki esnek T,-uzaym ele alalim ve Y = {Xl} olsun. O halde;

»
-
—~~
()
=
~
I

<,

{xi}, Gi(e,)

G,(e)=92 , G,(e;)={
Gy(8;)={x]

olmak iizere T, :{CD, Y.(G.B.(G.B (G I} olur. Bu durumda (Y, 1, E)

bir esnek T,-uzayidir.

Onerme 3.5. (X, 1, E), X iizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. Eger (X, 1, E)

bir esnek T,-uzay1 ise o bir esnek T,-uzayidir (Tantawy ve dig., 2016).

Ispat. (X, 1, E), X iizerinde bir esnek topolojik uzay ve (X,, E)#(Yy,, E) seklinde

X iizerinde farkl1 iki esnek nokta olsun. (X, t, E) bir esnek T,-uzay1 oldugundan,

(x.. E)e(F. E), (Yo, E)2(F.E)) ve ((V.,E)e(G,E), (x,, E)&(G, E))
saglanacak sekilde (F, E) ve (G, E) esnek agik kiimeleri vardir. Agiktir ki,
(x.. E)e(F, E), (Y., E)2(F, E)) veya ((y,. E)e(G, E), (X.. E)2(G, E))
dir. O halde (X, 1, E) bir esnek T,- uzayidur.
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Teorem 3.3. (X, 1, E) X iizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. (X, 1, E)esnek

T,-uzayidir ancak ve ancak her esnek nokta bir esnek kapal1 kiimedir.
Ispat. (X, 1, E) bir esnek topolojik uzay olsun.

= (X, 1, E)bir esnek T,-uzay1 ve (X,, E) herhangi bir esnek nokta olsun. (x,, E)
esnek noktasmin bir esnek kapali kiime oldugunu gostermek i¢in (x,, E)"> nin bir

esnek agik kiime oldugunu gostermeliyiz. Her (ye,, E)e(xe, E)c icin

(Xe, E);t(ye,, E) dir. (X, T, E) bir esnek T,-uzay1 oldugundan,
(Yo, E)e(G,E) ve (x,, E) (G, E)

saglanacak sekilde bir (G, E) esnek acik kiimesi vardir. Buradan

(Y., E)e(G,E)&(x,, E) elde edilir, yani (X,, E) bir esnek kapali kiimedir.

< (X,,E)#(Y,, E) X iizerinde farkls iki esnek nokta olsun. Hipotez geregince
(X, E)°ve (Y, E) esnek agik kiimelerdir ve buradan;

(Yo, E)e(X,, E) ve (x,, E)g(x,, E)

dir. Benzer sekilde,

(Xe, E)e (Yo, E) Ve (Yo, E)e(Ye E)

saglanir. Bylece (X, 1, E), X iizerinde bir esnek T,-uzayidur.

Sonug 3.1. (X, T, E) X tzerinde bir esnek topolojik uzay olsun. O zaman asagidaki

kosullar denktir;

1) (X, T, E) esnek topolojik uzayi bir esnek T, -uzayidir.

2) X’ in sonlu her esnek alt kiimesi esnek kapalidir.

Ispat. Teorem 3.3. ten elde edilir.
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Teorem 34. (X, 1,E) ve (Y,1,E) esnek topolojik uzaylar ve
f:(X 1,E)—>(Y,1,,E) esnek kapali(esnek agik) ve esnek orten bir fonksiyon
olsun. Eger (X, 1., E) bir esnek T -uzay: ise o zaman (Y, 1,, E) de bir esnek

T,-uzayidur.

Ispat. (y,, E), Y iizerinde herhangi bir esnek nokta olsun. O zaman f esnek orten
fonksiyon oldugundan f(Xe, E)=(Y., E) olacak sekilde (X, E) e X esnek noktast
vardir. (X, 1,, E) bir esnek T,-uzayi oldugundan (X,, E) esnek noktasi bu uzayda
esnek kapalidir. f esnek kapali fonksiyon oldugundan f(x,, E)=(y,, E) esnek
kimesi de (Y, 1,, E) esnek topolojik uzayinda kapalidir. Buradan (Y, 1,, E) bir

esnek T,-uzayidir.

Sonu¢ 3.2. (X,t,E) ve (Y,1,,E) iki esnek topolojik uzay ve
f:(X 1,E)—>(Y,1,,E) bir esnek homeomorfizma olsun. O zaman (X, 1, E)
esnek topolojik uzaymin bir esnek T -uzayr olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(Y, T,, E) esnek topolojik uzaymin da bir esnek T, -uzay1 olmasidir.

Ispat. Teorem 3.4 ten elde edilir.

Tanimm 3.3. (X, T, E) X 1lizerinde bir esnek topolojik uzay ve (Xe, E);t(ye,, E)

kosulunu saglayan iki esnek nokta olsun. Eger,
(x,,E)e(F.E), (V.. E)<(G.E) ve (F, E)A(G, E) =

saglanacak sekilde (F, E) ve (G, E) esnek acik kiimeleri varsa (X, T, E)esnek

topolojik uzayina esnek T,-uzay: denir (Gunduz (Aras) ve dig., 2013).

Ornek 3.8. X ={X,, X,, X,} evrensel kiime ve E={e,} parametre kiimesi olsun. O

halde;



F4(el):{xl’ Xz}’ F5(e1):{xl’ Xa} ) Fe (el):{XZ’ Xs}
olmak iizere r={(D, X, (E,E), (F,E), (K,E), (F,E), (E,E), (F, E)} ailesi X

tizerinde bir esnek topoloji ve (X, T, E) X iizerinde bir esnek T,-uzayidir.

Onerme 3.6. (X, T, E), X iizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. Eger (X, T, E)

bir esnek T,-uzay1 ise her e € E igin (X, t,) bir T,-uzayidir.

Ispat.  Her X,yeX icin X=#y olsun. O zaman esnek nokta tanimindan

(Xe, E), (Yo, E) esnek noktalari farklidir. (X, 1, E) bir esnek T,- uzay1 oldugundan,
(X, E)<(F. E), (Vo E) (G, E) ve (F, E)A(G,E) =

saglanacak sekilde (F, E) ve (G, E) esnek agik kiimeleri vardir. Buradan her e E

i¢in,
xeF(e),yeG(e) ve F(e)nG(e)=
dir. Dolayisiyla (X, t,) bir T,-uzayidir.

Omek 3.9. Omek 3.8. deki esnek T,-uzaymi ele alalim. O halde;

T, =D X {0 (%) () {2 ) {5, %) o %, %))

dir. Bu durumda (X, rel) topolojik uzayr T,-uzayidir.
Onerme 3.7. (X, 1, E), X iizerinde bir esnek topolojik uzay ve Y, X in bostan
farkli bir alt kimesi olsun. Eger (X, t,E) bir esnek T,-uzayr ise o zaman

(Y, 1y, E) biresnek T,-uzayidur.

Ispat.  (x,, E)#(Y,, E) farkh iki esnek nokta ve (X, E), (y.,E)eY olsun,

(X, 1, E) X iizerinde bir esnek T,-uzay1 oldugundan,
(X, E)e(F, E), (Y. E)e(G,E) ve (F,E)A(G,E)=0
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kosulunu saglayan (F, E) ve (G, E) esnek agik kiimeleri vardir. Buradan,

(X, E)eYA(F,E)=("F,E)er,,
(Y. E)eYA(G,E)=("G,E)et,
(YF.E)A('G,E)=

elde edilir, yani (Y, 1, E) biresnek T,-uzayidir.

Teorem 3.5. (X,‘C,E), X lzerinde bir esnek T, -uzayi, (G, E)er ve

(Xe, E) S (G, E) olsun. Eger,

(x,,E)e(F,E)&(F, E)&(G, E)

saglanacak sekilde (F, E) esnek agik kiimesi varsa o zaman (X, T, E) bir esnek

T,-uzaydir.

Ispat. (X,, E)#(Y,, E) kosulunu saglayan X iizerinde farkli iki esnek nokta olsun.

(X, E) esnek T,-uzayi oldugundan (X,, E) ve (ye,, E) esnek noktalari esnek

kapalidir ve (X,, E) e (Y., E)C dir. O zaman,

(%, E)e(F,E)&(F,E)&(y,, E)

olacak sekilde bir (F, E) esnek acik kiimesi vardir. Buradan (ye,, E) € ((F, E))C elde

edilir. Bu ise,

(% E)e(F.E), (Yo E)<((F E)) ve (FE)A((FE)) =o

dur, yani (X, t, E) bir esnek T,-uzaydur.
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Onerme 3.8. (X, 1, E), X iizerinde bir esnek topolojik uzay olsun. Eger (X, 1, E)

bir esnek T,- uzay1 ise 0 zaman (X, 1, E) bir esnek T,-uzayidr.

Ispat. (X, 1, E), X iizerinde bir esnek topolojik uzay ve (X,, E)#(y,, E) farkl iki

esnek nokta olsun. (X, , E) bir esnek T,- uzay1 oldugundan,
(X,,E)e(F,E), (Y., E)e(G,E) ve (F,E)A(G,E)=®

saglanacak sekilde (F, E) ve (G, E) esnek agik kiimeler vardir. (F, E)ﬁ(G, E) =0

oldugundan,
(X, E) (G, E) ve (Y., E)¢(F E)
dir, yani (X, t, E) bir esnek T,-uzayidir.

Uyari 3.2. Bu 6nermelerin tersleri dogru degildir, yani her esnek T,-uzay1 bir esnek

T,-uzay1 ve her esnek T,-uzay: da bir esnek T, -uzayi olmak zorunda degildir.

Omek 3.10. X ={x,, X, }evrensel kiime , E ={e,, e, } parametrelerin kiimesi olsun.

O halde;
Fle,)={x.}, F(e,)=X

esnek kiime olmak iizere rz{(l), X, (F, E)} ailesi X iizerinde esnek topolojidir.
Agiktir Ki (X, T, E) X lzerinde bir esnek T,-uzayi, fakat bir esnek T, -uzay:

degildir.

Omek 3.11. X ={x,, X,}evrensel kiime, E={e,, e,} parametrelerin bir kiimesi

olsun. O halde;

R(e)=X, F(e)=1{x,},

F(e)={x}. F(e)

I
X
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F(e)={x}, R(e)={x,}
olmak tizere ©= {(D, X, (E,E), (E,E), (E, E)} olsun. Bu durumda (X, 7, E), X
tizerinde bir esnek topolojik uzaydir. Ayrica (X, T, E) bir esnek T,-uzayidir fakat bir

esnek T,-uzay1 degildir. Ciinkii X,, X, € X olmak iizere,

(x,,E)e(F. E),(x,,E)e(G,E) ve (F,E)A(GE)=

olacak sekilde hi¢cbir (F, E) ve (G, E) esnek acik kiime yoktur.

Teorem 3.6. X sonlu bir kiime olsun O zaman (X, T, E) esnek topolojik uzay1 bir

esnek T,- uzayidir ancak ve ancak (X, T, E) esnek topolojik uzayindaki her esnek

nokta esnek acik kiimedir.

Ispat. X ={X,, X,,..., X,} sonlu bir kiime ve (X, 1, E) esnek topolojik uzay1 esnek

n

T,- uzay1 oldugundan, (Xl, E) == (XZ, E) esnek noktalar1 i¢in, (Xl, E) e(F E) ,

X1.Xp !

(x,, E) E(sz,xl' E) ve (Fxl,xz’ E)F\(sz‘xl, E)=CD olacak  sekilde

(Fxlvxz’ E)’(sz,x11 E)er vardir. O zaman (Xl, E);é(xs, E) ve (XZ, E)¢(X3, E)

esnek noktalari igin,

(X1 E)e(Fys E) (X5 E)€(Fy s E) o (Fyns E)A(Fes E)=@
ve

(X E)€(Fy E) » (X6 E)€(F E) o (Fynr E)A(Fen, E) =@

Xy X3! X3:Xp !

olacak sekilde (F, , . E).(F, . E)(Fox+ E):(Fsx E) et elde ederiz. O zaman,

Xy X3,Xq !

ve

(Fusox E)=(Fo E)A(Fes, - E)
esnek acik kiimeleri igin,

(x,, E) e(F E),(xz, E) e(F E),(xs, E) e(F E)
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ve
(F E)ﬁ(F , E)=CD,

Xp,X1 X3

(Fxlevas ! E)A(Fx&xz,xl’ E) =0,

(Forne E)A(Fon E) =@

kosullar1 saglanir, yani (X, E),(X,, E),(X;, E) esnek noktalar1 esnek ayrik
komsuluklara sahiptir. O halde her i+ | ve (Xl, E) ..... (Xn, E) esnek noktalari igin,
(%, E)e(F,E), (x;, E)e(F, E) ve (R, E)A(F, E)=® olacak sekilde (F, E) et
esnek kiimesi bulabiliriz. Agiktir ki eger i#j ise 0 zaman (x;, E)e(Fj, E) dir.

Buradan (xj, E)=(Fj, E) elde edilir.

Teoremin tersinin ispati agiktir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada esnek kiimeler ve esnek topoloji ile ilgili temel kavramlar tanitilmig, bu

kavramlarla ilgili 6nermeler ve drnekler verilmistir.

Daha sonra esnek nokta tanimi verilerek, bu esnek noktanin esnek komsulugu, esnek
ic nokta ve esnek degme noktasi kavramlar1 verilerek bu kavramlar teoremlerle

incelenmistir.

En son boliimde de esnek topolojik uzaylarda esnek ayirma aksiyomlar: adi verilen

esnek  T,-uzayi, esnek T -uzayr ve esnek T,-uzayr tanimlari verilerek onlarin

onemli 6zellikleri detayli bir sekilde aragtirilmistir.
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