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ONSOZ VE TESEKKUR

Bu tez caligmasi, literatiirde mevcut olan 2-metrik uzay yapilarini, bu yapilarin
topolojik Ozelliklerini, bu yapilar iizerindeki sabit nokta teoremlerini tanitmak ve
esnek noktalar kullanilarak 2-metrik uzay tanimlayip, bu tanimlanan uzayda sabit
nokta teoremlerini ispatlamak amaciyla gergeklestirilmistir.
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insani degerler ile 6rnek edindigim danigsmanim Prof.Dr. Halis AYGUN’e sonsuz
tesekkiirlerimi sunarim.
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tecriibeleriyle katkida bulunan hocam Yrd.Dog.Dr. Vildan CETKIN’e tesekkiir
ederim.

Lisans egitimim boyunca bizleri yetistiren, mesleki anlamda bilgilerini paylasan
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: Alt kiime

: Arakesit (Birlesim)

: Bos esnek kiime

: Bos kiime

: Bostan farkli klasik kiimeler

: Bostan farkli parametre kiimesi
: Bulanik 2-metrik

: Dogal sayilar kiimesi

: E’nin bostan farkl alt kiimeleri
: Eleman

: Esnek alt kiime

: Esnek arakesit (Birlesim)

: Esnek eleman

: Esnek fonksiyon

: Esnek kiimeler

: Esnek noktalar

: Esnek reel sayilar

: Esnek 2-metrik topoloji

: Evrensel esnek kiime

: Evrensel niceleyici, her

: Negatif olmayan esnek reel sayilar kiimesi
: Negatif olmayan reel sayilar kiimesi
: Reel sayilar kiimesi

: Sezgisel bulanik 2-metrik

: Tanim olarak ancak ve ancak

: Tanim olarak esittir

: t-conorm

> t-norm

: Varliksal niceleyici, en az bir

: X’in kuvvet kiimesi

: X’ya ait esnek noktalar kiimesi

: 2-metrik topoloji



2-METRIK UZAYLAR VE SABIT NOKTA TEOREMLERI
OZET

Bu tezin amaci; 2-metrik uzay, bulanik 2-metrik uzay ve sezgisel bulanik 2-metrik
uzay yapilarmi sabit nokta teoremleri ile birlikte incelemek ve esnek 2-metrik uzay
yapisini tanimlayarak bu uzaydaki temel sabit nokta teoremlerini vermektir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Ik bdliimde, iiggensel normlar, esnek kiimeler,
esnek noktalar ve esnek fonksiyonlar gibi temel kavramlar ozellikleri ile birlikte
verilmistir.

Ikinci bdliimde, 2-metrik uzay tanimi gesitli 6rneklerle birlikte verilmistir. Ayrica
topoloji ve fonksiyonel analizde kullanish bir ara¢ olan 2-metrik uzaydaki Cantor
Teoremi ve Baire Kategori Teoremine yer verilmistir. Daha sonra 2-metrik uzaylar
iizerinde sabit nokta teoremleri incelenmistir.

Ucgiincii boliimde, bulanik 2-metrik uzay yapismin tanimi verildikten sonra, her 2-
metrigin uygun bir t-norm ile bir bulanik 2-metrik tirettigi gézlemlenmistir. Dahasi, bu
uzayin bazi topolojik 6zellikleri ve bu uzaydaki sabit nokta teoremleri verilmistir.

Dérdiincii boliimde, sezgisel bulanik 2-metrik uzay tanimi verilerek her bulanik 2-
metrik uzayin bir sezgisel bulanik 2-metrik uzay iirettigi gosterilmistir. Buna ek olarak
topolojik 6zellikleri ile sabit nokta teoremleri incelenmistir.

Besinci boliimde, esnek noktalar kullanilarak 2-metrik uzay tanimi yapilmigtir. Esnek
2-metrik uzay olarak isimlendirilen bu uzayda topolojik 6zellikler incelendikten sonra
sabit nokta teoremlerinin ispatinda kullanacak oldugumuz Cantor Teoremi ve Baire
Kategori teoremi verilmistir. Bunlara ilave olarak, esnek 2-metrik uzaylar iizerinde
bazi temel sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik 2-Metrik Uzay, Esnek 2-Metrik Uzay, Sabit Nokta
Teoremleri, Sezgisel Bulanik 2-Metrik Uzay, 2-Metrik Uzay.



2-METRIC SPACES AND FIXED POINT THEOREMS
ABSTRACT

The purpose of this thesis is to study the notions of 2-metric space, fuzzy 2-metric
space, intuitionistic fuzzy 2-metric space with fixed point theorems in these spaces and
to give fundamental fixed point theorems in soft 2-metric space by defining this notion.

This thesis includes five chapters. In the first chapter, some fundamental concepts such
as triangular norms, soft sets, soft points and soft functions were recalled with their
properties.

In the second chapter, the definition of 2-metric space with various examples was
given. Moreover, Cantor’s Theorem and Baire Category Theorem which are useful
tools in general topology and functional analysis, were presented in 2-metric spaces.
Besides this, some fixed point theorems in 2-metric spaces were investigated.

In the third chapter, after giving the definition of fuzzy 2-metric space, it was observed
that every 2-metric induces a fuzzy 2-metric with a compatible t-norm. Also, some
topological properties of this space and fixed point theorems in this space were given.

In the fourth chapter, by giving the definition of intuitionistic fuzzy 2-metric space, it
was denoted that every fuzzy 2-metric space induces an intuitionistic fuzzy 2-metric
space. Also, some topological properties and fixed point theorems were investigated.

In the fifth chapter, the definition of 2-metric space was introduced by using soft
points. After investigating the topological properties of this space, called by soft 2-
metric space, Cantor’s Theorem and Baire Category Theorem were given, which will
be used in the proof of the fixed point theorems. Furthermore, some fundamental fixed
point theorems in this space was obtained.

Keywords: Fuzzy 2-Metric Space, Soft 2-Metric Space, Fixed Point Theorems,
Intuitionistic Fuzzy 2-Metric Space, 2-Metric Space.



GIRIS

Analiz, topoloji ve geometrinin dogal bir sentezi olan sabit nokta teorisi ilk kez 1912
yilinda Brouwer tarafindan literatiire kazandmrilmistir. Sabit nokta teorisi sadece
matematigin c¢esitli alanlarinda degil aym1 zamanda fizik, kimya, biyoloji ve
mithendislik gibi ¢esitli disiplinlerde de genis bir uygulama alanina sahiptir. Sabit
nokta teorisinin temel teoremlerinden birisi olan ve varlik ve teklik problemlerinin
ispatinda 6nemli bir rol oynayan Banach Daralma Prensibi(ilkesi) ise 1922 yilinda
Banach tarafindan verilmistir. Akabinde yapilan calismalarda bir¢ok arastirmaci gerek
ele alinan uzayin yapisini degistirerek gerekse fonksiyonun sahip oldugu 6zellikleri
degistirerek Banach Daralma Prensibi’ni genellestirmisler ve bu prensibin farkl

versiyonlarmi kullanarak sabit nokta teorisine ¢esitli katkilarda bulunmuslardir.

2-metrik kavrami ilk olarak 1963’de Géhler tarafindan verilmistir. Géhler’in verdigi
2-metrik tanimina gore d(X, Yy, z) degeri hepsi birden ayni dogru tizerinde olmayan x,
y, z noktalarin1 koseleri kabul eden ti¢genin alanini vermektedir. Gahler, 2-metrik
kavraminin metrigin bir genellemesi oldugunu iddia etmistir. Fakat bir¢ok yazar
2-metrik ile metrik arasinda herhangi bir iliski olmadigini 6ne siirmiistiir. Géhler,
2-metrik fonksiyonunun yalniz bir degiskene gore siirekli oldugunu ispatlamistir.
Biitiin degiskelerine gore siirekli olan 2-metrik ise siirekli 2-metrik olarak
isimlendirilmistir. Metrik ise her iki degiskenine gore de siirekli olan bir fonksiyondur.
Bu yoniiyle ve sabit nokta teoremlerindeki daralma doniisiimlerinin birbiriyle ilgili
olmamalari, 2-metrik fonksiyonu ile metrik fonksiyonunun birbirinden bagimsiz

olduguna dair yapilan yorumlar1 desteklemektedir.

2-metrik uzaylar Ulzerinde sabit nokta c¢alismalar1 ilk olarak Iseki (1975) ile
baslamaktadir. Daha sonra Rhoades (1979), Khan (1980), Sharma (1980), Naidu
(1986), Saha ve Dey (2009), Lahiri ve dig. (2011), Singh (2016) gibi yazarlar
tarafindan 2-metrik uzaylarda sabit nokta ve ortak sabit nokta teoremleri iizerine

calismalar yapilmistir.



1999 yilinda matematikteki belirsizliklerle basa ¢ikabilmek i¢in Molodtsov tarafindan
esnek kiime teorisi ortaya konmustur. Esnek kiime teorisi bir¢ok alana uygulanmistir.
Esnek kiimelerin karar verme problemlerine uygulanmasi Maji ve dig. (2003), cebirsel
ozellikleri ise Aktas ve Cagman (2007) tarafindan verilmistir. Esnek kiimelerin
topolojisi ilk olarak Shabir ve Naz (2011) tarafindan verilmistir. Aygiinoglu ve Aygiin
(2012) ise esnek topolojik uzaylarda bazi temel kavramlari tanimlamistir. Daha sonra,
Zorlutuna ve dig. (2012) klasik noktalarin esnek komsuluk sistemlerini
tanimlamislardir. Pazar Varol ve Aygiin (2013) esnek topolojik uzaylarda klasik
noktalar1 kullanarak Hausdorff aksiyomunu incelemistir. Esnek topolojik uzaylarda
aglarm yakinsakligi ise Cetkin ve Aygiin (2016) tarafindan verilmistir. Esnek diizgiin
uzay yapisi ilk kez Cetkin ve Aygiin (2013) tarafindan tanimlanmis ve O6nemli
ozellikleri incelenmistir. Bunlara ek olarak, esnek topolojik uzaylarin kategorik
iliskileri de Cetkin ve dig. (2016) tarafindan verilmistir. Esnek kiimeler ile bulanik
kiimelerin bir genellemesi olan bulanik esnek kiimeler ise Maji ve dig. (2001)
tarafindan tanimlanmistir. Bulanik esnek kiimelerin cebirsel uygulamasi ilk kez
Aygiinoglu ve Aygiin (2009) tarafindan incelenmistir. Bulanik esnek kiimelerin
topolojisi Tanay ve Kandemir (2011) tarafindan tanimlanmistir. Bulanik esnek
topolojik uzaylar ise Aygiinoglu ve dig. (2014) tarafindan verilmis ve akabinde bu
topolojik uzaylara iliskin yapilar Cetkin ve Aygiin’in (2013, 2014, 2016) bir dizi

calismasinda incelenmistir.

Das ve Samanta (2012) esnek reel sayi, esnek eleman ve esnek nokta tanimlarini
vermiglerdir ve esnek metrik kavramini tanimlamiglardir. Ayrica her esnek metrigin
bir esnek topoloji tirettigini gostermislerdir. Das ve Samanta (2013) yapmis olduklar1
diger bir calismada ise esnek nokta yerine esnek elemanlar1 kullanarak esnek metrik
kavrami tanimlamiglardir. Nazmul ve Samanta (2012) esnek elemanlarin komsuluk
sistemini tanimlamiglardir ve bazi 6zelliklerini incelemislerdir. Esnek fonksiyonlarin
sabit noktalar1 ilk kez 2013 yilinda Wardowski tarafindan ele alinmustir. Esnek metrik
uzaylarda sabit nokta teoremleri ise ilk olarak Abbas ve dig. (2015) tarafindan
incelenmistir. Esnek metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremleri ise Aydogdu ve dig.

(2017) tarafindan ¢aligilmistr.



Bulanik metrik uzay kavrami Kramosil ve Michalek (1975) ile Kaleva (1985)
tarafindan iki farkh sekilde tanimlanmistir. Daha sonra George ve Veeramani (1994)
tarafindan Kramosil ve Michalek (1975) anlamindaki bulanik metrik tanimi,
Hausdorff topoloji tiretebilmek igin yeniden verilmistir. Sezgisel bulanik metrik uzay
tanimi ise Park (2004) tarafindan verilmistir. Bulanik 2-metrik uzay kavrami Sharma
(2002) tarafindan ve sezgisel bulanik 2-metrik uzay kavrami ise Mursaleen ve Lohani
(2009) tarafindan verilmistir. Daha sonra Singh ve dig. (2007), Han (2010), Das ve
Saha (2013), Ansari ve dig. (2011), Dersanambika ve Aswathy (2011), Yadav ve
Thakur (2013), Joshi (2013), Shrivastava (2016) gibi yazarlar tarafindan bulanik
2-metrik uzaylar tizerinde (ortak) sabit nokta teoremleri verilmistir. Shrivastava ve dig.
(2014) ile Bakry (2015) tarafindan da sezgisel bulanik 2-metrik uzaylar lizerinde ortak
sabit nokta ¢alismalar1 yapilmistir.

Bu ¢alismada, oOncelikle literatiirde mevcut olan 2-metrik uzaylar ve sabit nokta
teoremleri, bulanik 2-metrik uzaylar ve sabit nokta teoremleri ile sezgisel bulanik 2-
metrik uzaylar ve sabit nokta teoremleri verilmistir. Son boéliimde ise esnek noktalarin
kullanilmasiyla esnek 2-metrik uzaylar tanimlanmistir ve bu uzaylara iliskin temel
ozellikler incelenmistir. Ayrica esnek 2-metrik uzaylar arasinda tanimli esnek

fonksiyonlarm sabit nokta teoremleri verilmistir ve bu teoremler ispatlanmistir.



1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezin ileriki kisimlarinda kullanilacak olan tiggensel norm, esnek kiime,

esnek nokta ve esnek fonksiyon kavramlarina yer verilecektir.
1.1. Ucgensel Normlar

Tanim 1.1.1: [0, 1] tizerinde bir ikili islem olan = : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1]
fonksiyonuna bir tiggensel norm (kisaca, t-norm) adi verilir : & Her x,y, z € [0, 1]

icin asagidaki kosullar saglanr.

(T) x *xy=y * x.

(T2) xx(y*x2z2)= (x *y)*z

(T) y<z=x *x y<x * z

(T4) x * 1=x (Klement ve dig, 2000).

Ornek 1.1.2: Asagidaki sekilde tanimlanan [0, 1] {izerindeki ikili islemler bilinen en

temel t-norm 6rnekleridir:
X *y y=min{x, y},

X *p y=Xy,

X * y=max{x+y-1,0},

0, eger (x, y)E[0, 1)? ise

Kl ig, 2000).
min{x, y}, diger durumlarda (Klement ve dig, 2000)

X *p F{
Uyar1 1.1.3: (1) Tanim 1.1.1°den agikga goriilmektedir ki, her x € [0, 1] i¢in

Oxx=x * 0=0Vve 1xx=x

esitlikleri saglanir.



(2) Tanim 1.1.1°deki (T1) ve (T3) 6zelligi birlikte g6z 6niine alinirsa, her t-norm her

iki bilesene gore de monotondur. Yani, asagidaki ifade saglanir (Klement ve dig,2000).
X1 SXZ Vey1 SYZ ﬁxl *yl < Xy * YQ'

Tanim 1.1.4: [0, 1] ftzerinde bir ikili islem olan < :[0, 1] x [0, 1]— [0, 1]
fonksiyonuna bir tiggensel esnorm (kisaca, s-norm veya t-conorm) adi verilir : & Her

X, ¥, z € [0, 1] i¢in asagidaki kosullar saglanir.
(S1) x<oy=y<ox

(S2) x¢(yo2z)= x$y)oz

(S3) y<z=x¢y<xéz

(S4) x ¢ 0=x (Klement ve dig, 2000).

Ornek 1.1.5: Asagidaki sekilde tanimlanan [0, 1] {izerindeki ikili islemler bilinen en

temel t-conorm o6rnekleridir:
x ¢y y =max{x, y},
X$py=xX+y-xy,

X ¢ y=min{ x +y, 1},

1, eger (x, y)€(0, 1]° ise

Klement ve dig, 2000).
max{x, y}, diger durumlarda (Klement ve dig, )

X¢DY:{

Onerme 1.1.6: $ :[0, 1]2— [0, 1] fonksiyonu bir t-conormdur < Herx, y € [0, 1] i¢in
xoy=1-(1-0=(1-y)
olacak sekilde bir * t-normu mevcuttur (Klement ve dig, 2000).

Tanim 1.1.7: Bir * t-normu (benzer sekilde < t-conormu) [0, 1] ve [0, 1]? iizerindeki
standart topolojilere gore bir fonksiyon olarak siirekli ise bu * t-normuna (benzer

sekilde ¢ t-conormuna) stireklidir denir (Klement ve dig, 2000).



Ornek 1.1.8: Ornek 1.1.2°de verilen *yy, *p, *; t-normlar1 ile Ornek 1.1.5de verilen ve

bunlarin dualleri olan ¢, ¢p, ¢ t-conormlari siireklidirler (Klement ve dig, 2000).

Uyar1 1.1.9: (1) t-norm (benzer sekilde t-conorm) tanimlarindaki ilk 6zelliklerinden
(degisme oOzelliginden) goriilmektedir ki, * fonksiyonunun (benzer sekilde <

fonksiyonunun) siirekliligi ilk bilesene gore siireklilige denktir.

(2) Ozel olarak, bir t-normun veya bir t-conormun alttan (iistten) yar1 siirekli olmas1
icin gerek ve yeter kosul fonksiyonunun ilk bilesene gore soldan siirekli (sagdan

stirekli) olmasidir (Klement ve dig, 2000).

Ornek 1.1.10: (1) Asagidaki sekilde tanimlanan *y nilpotent t-norm alttan yari

stireklidir, fakat {istten yar1 siirekli olmadigindan siirekli degildir.

0 egerx +y<Iise

X N y:{min{x, v}, egerx +y>1ise’

(2) Asagidaki sekilde tanimlanan *p, drastik carpim t-norm iistten yar1 siireklidir, fakat

alttan yari siirekli olmadigindan stirekli degildir.

0, eger (x, y)€[0, 1)? ise

Kl t ve dig, 2000).
min{x, y}, diger durumlarda (Klement ve dig )

X*DF{

1.2. Esnek Kiimeler

Bu kisimda X evrensel kiime, E bostan farkli parametre kiimesi ve A, B,C S E

olarak alinacaktir.

Tanim 1.2.1: P(X), X’in kuvvet kiimesi olmak tizere, her F: E — P(X) doniisiimiine

X tizerinde bir esnek kiime adi verilir ve (F, E) ikilisi ile gosterilir.

Diger bir deyisle, esnek kiime X’in alt kiimelerinin parametrelerle ifade edilen bir
ailesidir. Her e € E i¢in F(e) deger kiimesine esnek kiimenin e-elemani ad1 verilir. Bir

(F, E) esnek kiimesi asagidaki sekilde ifade edilir:

(F,E)={ (e, F(e)) | e € E, F(e) € P(X) } (Molodtsov, 1999).



Ornek 1.2.2: (F, E) esnek kiimesi bir kisinin almay1 diisiindiigii evin 6zelliklerini
tanimlasin. X={h;, hy, hs, hy, hs, hy} evlerin kiimesi ve
E={pahal1, giizel, ahsap, ucuz, bahgeli}={e,, e,, €3, €4, €5}  parametrelerin  kiimesi

olsun. F : E — P(X) doniisiimii

F(ey) = {hy, hy}, F(e,) = {hy, h3}, F(es) = @, F(ey) = {hy, hs, hs}, F(es) = {h;}

olarak tanimlasin. Bu durumda (F, E) esnek kiimesi,

(F, E) = {(pahali ev, {h,, h,}), (giizel ev, {h;, h3}), (ahsap ev, @),

(ucuz ev, {h;, hs, hs}),(bahgeli ev,{h,;})} olarak tanimlanir (Aktas ve Cagman, 2007).
Tanim 1.2.3: (F, E) X {izerinde bir esnek kiime olsun.

(1) Her e € E i¢in F(e) = @ ise (F, E) esnek kiimesine bos esnek kiime denir. Bos esnek

kiime @ ile gosterilir.

(2) Her ¢ € E igin F(e) =X ise (F, E) esnek kiimesine mutlak esnek kiime denir.
Mutlak esnek kiime X ile gosterilir (Maji ve dig., 2003).

Tanmm 1.2.4: (F, E) X lizerinde bir esnek kiime olsun. Her e € E igin F°(e) = X\F(e)
seklinde tanimlanan F° : E — P(X) doniistimiine (F, E) esnek kiimesinin tiimleyeni

denir ve (F, E)¢ = (F°, E) ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).
Tanim 1.2.5: (F, A) ve (G, B) X lizerinde iki esnek kiime olsun.
(1) (F, AY’ya (G, B)’nin alt kiimesi denir :& (i) A S B
(i) Her e € A i¢in F(e) < G(e)
Bu durum (F, A) € (G, B) ile gosterilir.

(2) (F, A) € (G, B) ve (G, B) € (F, A) saglanmiyorsa (F, A) ve (G, B) esnek kiimeleri

esittir denir.

(3) (F, A) ve (G, B) esnek kiimelerinin birlesimi bir (H, C) esnek kiimesidir ve bu

esnek kiime asagidaki sekilde tanimlanir. Her e € C igin



F(e), e€EA\B
H(e) =3 G(e), eEB\A .

F(e)uG(e), eEANB
Bu durum (F, A) U (G, B) = (H, C) ile gosterilir. (Burada C = A U B dir.)

(4) (F, A) ve (G, B) esnek kiimelerinin arakesiti bir (H, C) esnek kiimesidir ve burada
H(e) =F(e)NG(e), Ve C=ANB dir. Bu durum (F, A)N(G,B)=(H, C) ile
gosterilir (Maji ve dig., 2003).

Onerme 1.2.6: (F, A), (G, B) ve (H, C), X iizerinde esnek kiimeler olsun. Bu durumda

asagidaki 6zellikler saglanir.

(1) (F, A) U (F, A)=(F, A).

(2) (F,A) U (G,B)=(G,B) U (F, A).

(3) (F,A) U ((G,B) T (H,0))=((F,A) U (G,B)) U (H, O).
4) (F,A) € (F,A)U(G,B)ve (G,B) € (F,A) U (G, B).
(5) (F, A) € (G, B)ise (F, A) U (G, B)=(G, B).

(6) (F, A) N (F, A)=(F, A).

(7) (F, A) N (G,B) = (G, B) N (F, A).

(8) (F. A) N ((G.B) A (1, O))=((F. A) 1 (G, B)) A (H, O,

(9) (F, A) N (G,B) € (F, A) ve (F, A) N(G,B) € (G, B).
(10) (F, A) € (G, B) ise (F, A) N (G, B)=(F, A) (Maji ve dig., 2003).

Uyar1 1.2.7: X evrensel kiime, E parametrelerin kiimesi ve A € E olsun. (F, A), X

uzerinde bir esnek kiime olmak tizere

F(e), e€Aise

F:E—P(X), F(e) :{q) eZA ise



doniisiimii ile birlikte (F, A) esnek kiimesi (F, E) esnek kiimesi olarak diisiiniilebilir.
Yani parametre kiimesinin bir alt kiimesi iizerinde taniml1 her esnek kiime parametre

kiimesine genisletilebilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Bu nedenle, tezin geri kalan kisminda aksi belirtilmedikce (F, E) yerine kisaca F

yazilacaktir.

Tanim 1.2.8: ¢ : X — Y,y : E; — E, iki fonksiyon ve E,, E, sirasiyla X ve Y igin

evrensel parametre kiimeleri olmak iizere, ?, fonksiyonuna X’den Y’ye bir esnek

fonksiyon denir.

(1) (F,E,), X iizerinde bir esnek kiime ve P, X’den Y’ye bir esnek fonksiyon olmak

lizere (pw((F,El)), Y tizerinde bir esnek kiimedir ve bu kiime asagidaki sekilde

tanimlanir:
(P\I,((F,El))(k) = U\u(e):k (p(F(e)) , VKEE,.

(2) (G, E,), Y lizerinde bir esnek kiime ve P, X’den Y’ye bir esnek fonksiyon olmak

iizere, (p;v1 ((G,Ez)), X tizerinde bir esnek kiimedir ve bu kiime asagidaki sekilde

tanimlanir:

9! ((G.ED) (@) = ¢ (G(w(e))) . Ve€E,.

Eger ¢ ve y bire-bir (6rten) ise P, esnek fonksiyonu da bire-bir (6rten) dir (Kharal ve

Ahmad, 2011).

Teorem 1.2.9: P, - X’den Y’ye bir esnek fonksiyon, (F, E;), (F;, E;), (F,, E),

(F;, E;) (i€J, burada J bir indis kiimesidir.) X tizerinde ve (G, E,), (G, E,), (G,, E,),

(G;, E,) Y tlizerinde esnek kiimeler olmak lizere asagidaki Ozellikler saglanir.
(1) (F,ED € (Fy,Ep) = (PW((Fb E1)) c (PW((an El))

(2) (G, E))E(Gy, E) = (P;l,l ((Gla Ez)) g(P;l,] ((Gza Ez))



(3) (F,E)) C (p;u1 (@W((F,El))), eger P, bire-bir ise esitlik saglanir.

(4) P, ((pw‘ ((G,Ez))> € (G,E,) eger ¢, Orten ise esitlik saglanir.

(5) P, (ﬁiEJ(Fi, El)) c ﬁiEJ(pW((Fi, El)), eger P, bire-bir ise esitlik saglanr.
U

(6) ?, ( et (Fi, El)): UiEJ(PW((Fia E)).

0 ¢ (Uies(Gi. E2)) = Uiy (G E2)), 0 (flies (Giv E2)) = i} (G, E2)).
(8) (P:l,l (?): X, (P:; (Dy) = Dy, (Pw(q)x) = Oy.

9 (p\u(i) €y, P, orten ise ise esitlik saglanir (Kharal ve Ahmad, 2011).

Tanim 1.2.10: Her bir € : E — X fonksiyonuna X’in bir esnek elemani ad1 verilir. F, X
tizerinde bir esnek kiime olmak tizere her ¢ € E i¢in £(e) € F(e) ise € esnek elemani F
esnek kiimesine aittir denir ve € € F ile gosterilir. F bir esnek kiime olmak {izere

F(e)={c(e) | € € F} dir.

Her tek noktali esnek kiime bir esnek eleman olarak ifade edilebilir (Das ve Samanta,
2012).

Tanim 1.2.11: B(R) R’nin bostan farkli smirh alt kiimelerinin bir ailesi olmak {izere,
F: E — B(R) doniisiimiine esnek reel sayilar kiimesi denir ve F ile gosterilir. Eger F
tek noktali esnek kiime ise bu kiimeye esnek reel say1 adi verilir ve T, §, T ile gosterilir.
Ozel olarak T,5,tile her e € E i¢in t(e) =r seklindeki esnek reel sayisi gosterilir.

Ornegin e € E icin 0(e) = 0 olan 0 bir esnek reel sayidir.

f bir esnek reel say1 olmak tizere, her e € E i¢in T (¢)ER* ise F’ya negatif olmayan
esnek reel say1 ad1 verilir. Biitiin negatif olmayan esnek reel sayilarin ailesi R(E)" ile

gosterilir (Das ve Samanta, 2012).
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Tanim 1.2.12: ¥ ve § iki esnek reel say1 olmak iizere esnek reel sayilar arasindaki

siralama bagintilar1 agagidaki sekilde tanimlanar.

(1) Her A€E i¢in ¥(A) <§(1) ise ¥ < & dir.

(2) Her A€E igin ¥(A) > §(1) ise ¥ = § dir.

(3) Her A€E i¢in ¥(A) < 3(A) ise ¥ <§ dir.

(4) Her A€E i¢in ¥(A) > 3(A) ise ¥ > § dir (Das ve Samanta, 2013).

Tanim 1.2.13: P, X {izerinde bir esnek kiime olsun. Eger bir A€E i¢in P(A) ={x}, x€X,
diger tiim parametreler p € E\{A} i¢in P(u)=0 oluyorsa P’ye X iizerinde bir esnek

nokta denir ve P ile gosterilir.
X izerindeki biitiin esnek noktalarm ailesi SP(X) ile gosterilir (Das ve Samanta, 2013).

Ornek 1.2.14: X={x,y,z}, E={Lu} olsun. P(A)={z}, P(W) =@ seklinde
tanimlanan esnek kiime bir esnek noktadir (Nazmul ve Samanta, 2012) (Das ve
Samanta, 2013).

Not 1.2.15: ?, 5 X’den Y’ye bir esnek fonksiyon ve P;€SP(X) olmak iizere, esnek

fonksiyon tanimindan P, Py) = Ptﬁ%)) oldugu goriilmektedir.

Tanim 1.2.16: F, X iizerinde bir esnek kiime ve Py, P} iki esnek nokta olsun.

(1) Eger A€E ve P(A) = {x} € F(}) ise P; esnek noktasi F esnek kiimesine aittir denir

ve P} € F ile gosterilir.

(2) Eger A =p ve P(A) = P() (yani x =y) ise P}, P} esnek noktalari esittir denir. Bu
durumda, Pj# Py & A#uveyax#ydir (Nazmul ve Samanta, 2012) (Das ve
Samanta, 2013).

Onerme 1.2.17: Esnek noktalarin herhangi bir ailesinin birlesimi bir esnek kiime
olusturur. Ayrica her bir esnek kiime kendisine ait olan esnek noktalarin birlesimi

olarak ifade edilebilir (Das ve Samanta, 2013).
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Onerme 1.2.18: F ve G, X iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu durumda,
FEGe(P,EF=PLEQ)
saglanir. O halde F = G & (P} € F & P} € G) dir (Das ve Samanta, 2013).

Onerme 1.2.19: F ve G, X iizerinde iki esnek kiime ve P} bir esnek nokta olsun. Bu

durumda asagidaki 6zellikler saglanir.

(1) P} EFoP) € F.

(2) P} € (FUG) © P} € F veya P} € G.

(3) P} E(FN G) & P} EF ve P} € G (Das ve Samanta, 2013).

Not 1.2.20: B esnek noktalarin bir koleksiyonu olmak iizere B’nin elemanlar: ile
olusturulan esnek kiime SS(®B) ile gosterilir. Bir F esnek kiimesine ait olan esnek

noktalarm koleksiyonu ise SP(F) ile gosterilir (Das ve Samanta, 2013).

Onerme 1.2.21: B, B, ve B, esnek nokta koleksiyonlar1 ve F, G X iizerinde iki esnek

kiime olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
(1) SP(SS(B)) =B, SS(SP(F))=F.

(2) SP(F U G) = SP(F) U SP(G).

(3) SP(F N G) = SP(F) N SP(G).

(4) SS(B,UB,) =SS(B;) USS(B,), SS(B;NB,) =SS(B;) N SS(B,) (Das ve
Samanta, 2013).
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2. 2-METRIK UZAYLAR

Bu boliimde Géhler tarafindan 1963 yilinda tanimlanan 2-metrik kavrami tanitilarak,
temel Ozellikleri ile birlikte incelenecektir. Daha sonra 2-metrik uzaylar lizerinde
Lahiri ve dig. (2011), Singh ve dig.(2016), Saha ve Dey (2009, 2010), Iseki (1976),

Khan (1980) tarafindan elde edilen bazi sabit nokta teoremleri verilecektir.
2.1. 2-Metrik Uzay Tanim ve Temel Ozellikleri

Tanim 2.1.1: X bostan farkli bir kiime olmak ftizere asagidaki kosullar1 saglayan

d: X X X x X — R doniisiimiine X {lizerinde bir 2-metrik ad1 verilir.

(2M1) Herx,y € X, x #y i¢in d(x, y, z) # 0 olacak sekilde bir z € X mevcuttur.
(2M2) x,y, z € X noktalaran en az ikisi birbirine esit ise d(x, y, z) = 0 dur.
(2M3) Herx,y,z € Xi¢ind(x,y, z) =d(z, vy, x) =d(z, x, y) dir.

(2M4) Herx,y,z, w € Xi¢in d(x,y, z) <d(x,y, w) +d(x, w, z) + d(w, y, z) dir.

Uzerinde tanimlanan d 2-metrigi ile birlikte X kiimesine 2-metrik uzay ad1 verilir ve
(X, d) ikilisi ile gosterilir. Yukaridaki Kosul (2M2) ve (2M4) den goriilmektedir ki
her x,y, z € X i¢in d(x, y, z) > 0 dir (Géhler, 1963) (Khan, 1980).

Omek 2.1.2: (1) Her x,y,z€ R" (n>2) icin asagidaki sekilde tanimlanan

d:R"xR"xR" — R doniisiimii R" iizerinde bir 2-metriktir.

12

X Xj 1 2
1
d(X, Y, Z) = E Zi<j yi yJ 1
z, z 1

]
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Bu sekilde tanimlanan (R", d) ikilisine Oklid 2-metrik uzay: ad1 denir. Dikkat edilirse,
n =3 olmasi halinde d(x, y, z) degerinin kdseleri x, y, z olan licgenin alanin1 gdsterdigi

acikca gorilmektedir (Iseki, 1976).

(2) X bostan farkl: bir kiime olmak {izere her x, y, z € X i¢in

d(x, y, 2) = {0, X, ¥, Z noktalarindan en az ikisi birbirine esit ise
1,  diger durumlarda

seklinde tanimlanan d: X x X x X — R doniisiimii X {izerinde bir 2-metriktir. Bu 2-

metrige ayrik (diskret) 2-metrik adi verilir (Farhangdoost, 2012).
(3) Herx, y, z € R igin
d(x,y,2) = [(x-Y)(y - 2)(z - x|

seklinde tanimlanan d: R x R x R — R doniisimii R {izerinde bir 2-metriktir
(Farhangdoost, 2012).

(4) Her x = (Xl » X2, X3)9 y= (Y1 ) yZa y:;)a zZ= (Zla 73, 23) € IR3 1(;11’1 asagldaki Sekllde

tanimlanan d: R3 x R3 x R3 — R doniisiimii R3 iizerinde bir 2-metriktir.
dx,y,2z) = |X1 (yzz3 - y322)-x2 (y1 Z3 - y3zl)+x3 (y1 Z - y221)| (Farhangdoost, 2012).

(5) Her x=(X;,X2,..,Xn), Y = (¥;5Yp5-- Y, )» Z = (Z1,22,...,2,)ER™ igin  agagidaki

sekilde tanimlanan d:R" x R" x R" — R doniisiimii R" tizerinde bir 2-metriktir.
d(x,y,2z) = ?;iagé{lxi - yillxi - 7] |y1. - 7|} (Farhangdoost, 2012).

(6) Herx, y, z € R* igin

d(X3 Ya Z) = min{lX - Yly |Y - er |Z - Xl}

seklinde tanimlanan d: R* x R* x R* — R doniisimii R* tizerinde bir 2-metriktir
(Naidu, 2001).
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(7) X=1{1,2,3,4} olsun. Her x, y, z € X i¢in

0, X=yveyay=zveyaz=xveya {X,y, z} ={l,2,3} ise
d(x,y,2) =1, N
X diger durumlarda

seklinde tanimlanan d: X x X x X — R doniisiimii X {izerinde bir 2-metriktir (Naidu
ve Prasad, 1986).

Tanim 2.1.3: (X, d) bir 2-metrik uzay olsun. Eger her x, y, z € X i¢in d(x, y, z) < k
olacak sekilde bir k > 0 reel sayis1 mevceut ise (X, d) 2-metrik uzaymna sl 2-metrik
uzay denir (Géhler, 1963) (Lal ve Singh, 1978).

Ornek 2.1.4: (X, d) bir 2-metrik uzay olsun. Her x, y, z € X i¢in
d(x, y, z) = min{d(x, y, 2), 1}

seklinde tanimlanan d: X x X x X — R doniisiimii X {izerinde bir 2-metriktir. Ayrica

(X, d) 2-metrik uzay1 sinirh bir 2-metrik uzaydir (Farhangdoost, 2012).
Tanim 2.1.5: (X, d) bir 2-metrik uzay, x, y € X ve r > 0 olsun. Bu durumda,

(1) B,(x,y) ={z € X | d(x,y, z) <r} seklinde tanimlanan kiimeye x ve y merkezli r
yarigapli 2-agik yuvar denir.

(2) B,[x, y] ={z € X | d(x,y, z) <r} seklinde tanimlanan kiimeye x ve y merkezli r
yarigapl 2-kapali yuvar denir (Géhler, 1963) (Lahiri ve dig., 2011).

Not 2.1.6: (X, d) bir 2-metrik uzay olmak iizere bu uzaydaki 2-agik yuvarlarin ailesi
olan &={ B,(x,y) |r>0,x,y € X} kiimesini alttaban kabul eden X iizerinde bir
topoloji mevcuttur. Bu sekilde iiretilen topolojiye 2-metrik topoloji ad1 verilir ve T4 ile
gosterilir. Yani tqy = &> dir. Bu durumda (X, t4) ikilisine de 2-metrik topolojik uzay
denir. t4’nin elemanlarina 2-agik kiime ve bu kiimelerin tiimleyenlerine 2-kapali kiime

adi verilir (Lahiri ve dig., 2011).
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Lemma 2.1.7: (X, t4) bir 2-metrik topolojik uzay ve GEX olsun. G’nin 2-agik kiime
olmast igcin gerek ve yeter kosul herhangi bir x€G i¢in
x€B,, (x,2;))N B,,(x,a3,) N... N B, (x,a,) €G  olacak sekilde sonlu sayida

aj, ay,...,a, € X, 11,1y, ..., 1, > 0 mevcut olmasidir (Lahiri ve dig., 2011).

Tanim 2.1.8: (X, t4) bir 2-metrik topolojik uzay ve ASX olsun.

(A= ﬂ{K C X|K2-kapah ve A € K}

kiimesine A’nin 2-kapanisi denir.

2)A° = U{G§X|G2-a(;1kveG§A}

kiimesine A’nin i¢i denir (Lahiri ve dig., 2011).

Tanim 2.1.9: (X, 14) bir 2-metrik topolojik uzay, ASX ve x € X olsun. x € G olan her
G 2-a¢ik kiimesi i¢cin AN (G\{x})#® oluyorsa x noktasna A’nm 2-y1gilma noktasi
denir. A’nin 2-y1g1lma noktalarinin kiimesi A' ile gosterilir ve bu kiimeye A’nin tiirev

kiimesi ad1 verilir.

Genel topolojik uzaylarda oldugu gibi A=A U A' esitliginin 2-metrik topolojik
uzaylarda da saglandigi tamimlardan goriilmektedir. Bunun sonucu olarak, A

kiimesinin 2-kapal1 bir kiime oldugu asikardir (Lahiri ve dig., 2011).

Lemma 2.1.10: (X, t4) bir 2-metrik topolojik uzay ve ACX olsun. A kiimesinin 2-

kapali olmasi igin gerek ve yeter kosul A = A olmasidir (Lahiri ve dig., 2011).
Teorem 2.1.11: Her 2-metrik topolojik uzay T;-uzayidir (Lahiri ve dig., 2011).

Ispat: (X, ty) 2-metrik topolojik uzay ve x,y€ X (x#y) olsun. Bu durumda
d(x,y,2z) #0 olacak sekilde bir z€ X mevcuttur. O halde d(x,y,z) >0 dir.

d(x,y, z) =rdiyelim. s = % olarak se¢ilirse B,(x, z) ve B,(y, z) kiimeleri iki 2-a¢ik

yuvar olup (x € B,(x,2),y € B,(x, z)) ve (x ¢ B,(y, z), y € B(y, z))

saglanmaktadir.
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Theorem 2.1.12: 2-metrik topolojik uzaylarda her 2-kapali yuvar bi 2-kapali kiimedir
(Lahiri ve dig., 2011).

Ispat: (X, t4) 2-metrik topolojik uzayda B,[x, y] X ve y merkezli r yaricapl bir 2-
kapali yuvar olsun. B,[x, y]’nin biitiin 2-yigilma noktalarinin B.[x, y]’nin i¢inde
oldugunu gosterecegiz. z € X, z & B,[X, y] olacak sekilde B,[x, y]’nin bir 2-yi13ilma
noktasi olsun. Bu durumda d(x, y, z) > rdir. € > 0 verilsin. B.(x, z) N B,(y, z) 2-a¢ik
kiime olup z noktasini igerdiginden B,[x, y] ﬂ{[BS(x,z) NB,(y,2)]\ {z}} # @ dir. Bu
durumda a € B,[x, y]ﬂ{[Bg(x,z)ﬂBg(y,z)] \ {z}} olacak sekilde bir a € X noktasi

vardir. Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanmaktadir.
dx,y,z) < dx,y,a) +d(x,a,z)+d(a,y,z) <r+2¢

¢ > 0 keyfi oldugundan d(x, y, z) <r ifadesi varsayimimiz ile ¢elismektedir. O halde z
noktas1 B,[x, y] kiimesinin 2-yigilma noktasi olmamaktadir. Dolayisiyla B,[x, y]

kiimesi biitiin 2-y1g1lma noktalarini igermektedir. O halde B,[x, y] 2-kapali kiimedir.

Uyart 2.1.13: Metrik uzaylarin birinci sayilabilir uzay (A, -uzay1) oldugu

bilinmektedir, ancak bir 2-metrik uzayin herzaman birinci sayilabilir uzay olmasi

gerekmez (Lahiri ve dig., 2011).
Tanim 2.1.14: (X, d) bir 2-metrik uzay ve FEX olsun.
(1) F = X ise F kiimesine (X, d) 2-metrik uzaymnda heryerde yogundur denir.

(2) (F)°=@ ise F kiimesine (X, d) 2-metrik uzayinda higbir yerde yogun degildir denir
(Lahiri ve dig., 2011).

Tanim 2.1.15: (Yakinsak Dizi) (X, d) bir 2-metrik uzay, {x,}< X bir dizi ve x € X

olsun. Her z € X i¢in d(x,,, X, z) 0 oluyorsa {x,} dizisine x noktasina yakinsaktir
denir. Yani her € > 0 igin en az bir N=N(g) dogal sayis1 vardir 6yleki her n > N ve her

z € X i¢in d(x,, X, z) < € saglanir. Bu durum x,— x veya lim x, = x ile gosterilir
n—->oo

(Naidu ve Prasad, 1986).

Lemma 2.1.16: 2-metrik uzaylarda yakinsak her dizinin bir tek limit noktas1 vardir
(Lahiri ve dig., 2011).
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Lemma 2.1.17: 2-metrik uzaydaki yakinsaklik ile 2-metrigin iirettigi topolojik
uzaydaki yakmsaklik denktir. Yani,

d
x, = x&x, - x (Lahiri ve dig., 2011).

Ispat: (&) (X, 14) 2-metrik topolojik uzayda lim x, =x olsun. z € X ve &> 0 keyfi

olarak verilsin. B,(x, z) 2-a¢ik kiime olup x noktasini igerdiginden n>m iken

X,EB(X, z) olacak sekilde bir m dogal sayisi mevcuttur. Yani n>m iken

d(x,, x, 2) < ¢ olur ki bu ifade de d(x,, x, z) —— 0 oldugunu ifade eder. O halde (X,

d) 2-metrik uzayda {x,} dizisi x noktasina yakinsaktir.

(=) (X,d) 2-metrik uzayda lim x, =x olsun. x € G olacak sekilde G bir 2-acik kiime

n—oo

olsun. Lemma 2.2.3 ‘den a;,a,,...,a €X, 1y, Iy, ..., ;>0 i¢cin

x€B, (x,a;)) NB,(x,3) N...NB, (x,a) € G

olur. d(x,, x, a;) ) oldugundan n>m; iken d(x,, X, a;) <r; olacak sekilde m;
dogal sayilar1 mevcuttur. Yani her i=1,2, ... ,k i¢in n>m; iken x, € B, (x, a;) dir.

m=max {m;,m,,...,my } alinirsa, her n > m igin
X, € B, (x,2) NB,,(x,2) N...NB, (x,3) € G
saglanir. Boylece ispat tamamlanir.

Tanim 2.1.18: (Cauchy Dizisi) (X, d) bir 2-metrik uzay ve {x,} € X bir dizi olsun. Her

2 € X igin d(x,, X, 2) —— 0 oluyorsa {x,} dizisine Cauchy dizisi ad1 verilir. Yani
her € > 0 i¢in en az bir N=N(g) dogal sayis1 vardir dyleki her n, m>N ve her z € X

icin d(x,, X, z) < ¢ saglanir (Naidu ve Prasad, 1986).

Tanim 2.1.19: (Tam 2-Metrik Uzay) (X, d) bir 2-metrik uzay olsun. Eger X’deki her
Cauchy dizisi bu uzaydaki bir noktaya yakinsak ise (X, d) 2-metrik uzayina bir tam 2-

metrik uzay adi verilir (Naidu ve Prasad, 1986).

Uyar12.1.20: 2-metrik uzaylarda, metrik uzaylardan farkli olarak, yakisak her dizinin
bir Cauchy dizisi olmas1 gerekmez (Naidu ve Prasad, 1986).
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Omek 2.1.21: X ={0, 11,1, ....2....} olsun. Her x, y, z € X igin

1
>3

8| =

I, x#y#zve {E,L}E{x, y, z} ise

n+l

d(x,y, z) :{ ,(VneN)

0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan d: X x X x X — R doniisiimii X {lizerinde bir 2-metriktir. Ayrica

kolaylikla goriilebilirki, (X, d) 2-metrik uzay: bir tam 2-metrik uzaydir. Bu uzayda
{%} C X dizisi 0 noktasina yakmsar, fakat bu dizi bir Cauchy dizisi degildir (Naidu ve
Prasad, 1986).

Tanmm 2.1.22: (X, d) ve (Y, p) iki 2-metrik uzay, f: (X, d)—(Y, p) bir fonksiyon ve
x € X olsun. Eger her f(x) € V 2-acik kiimesi i¢in f(U)< V olacak sekilde bir x € U

2-agik kiimesi mevcut ise f fonksiyonuna x noktasinda siireklidir denir.

Eger f fonksiyonu her x € X noktasinda siirekli ise bu f fonksiyonuna X iizerinde

stireklidir denir (Lahiri ve dig., 2011).

Tanmm 2.1.23: (X, d) ve (Y, p) iki 2-metrik uzay, f: (X, d) — (Y, p) bir fonksiyon ve
x € X olsun. Eger (X, d)’deki x,—x kosulunu saglayan her {x,} dizisi i¢in (Y, p)’da

f(x,) — f(x) kosulu saglaniyorsa, f fonksiyonuna x noktasinda dizisel siireklidir denir.

Lemma 2.1.24: 2-metrik uzaylar arasindaki her siirekli fonksiyon dizisel siireklidir
(Lahiri ve dig., 2011).

Tanim 2.1.25: d, X {izerinde bir 2-metrik olmak iizere d: X X X x X — R doniistimii
X’de stireklidir denir : & d herhangi iki degiskenine gore dizisel siireklidir (Naidu ve
Prasad, 1986).

Uyar1 2.1.26: (X, d) bir 2-metrik uzay olsun. Eger d doniisiimii X {izerinde siirekli ise
bu uzaydaki yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir. Fakat bu ifadenin tersinin dogru
olmasi gerekmez (Naidu ve Prasad, 1986).

1

Ornek 2.1.27: a= (1,0), b= (0,0), a,= (1+§,0) b= (0,;) .n=1,2, ... olmak tizere

X={a}u{a,|n=1,2,...} U{b} U {b, |n=1,2,..}olsun. Herx,y, z € Xigin Axyz,
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X, y ve z kdse noktalar1 olan iiggenin alani olmak tizere d: X x X x X — R doniigiimii

asagidaki sekilde tanimlasin.

: {x,y, z} = {ay,by,a} veya {a,, b,,b} (nEN)

Axyz, diger durumlarda
Buna gore (X, d) ikilisi bir tam 2-metrik uzaydir. Ayrica (X, d) 2-metrik uzaymndaki
yakinsak her dizinin bir Cauchy dizisi oldugu fakat d doniisiimiiniin stirekli olmadig1

goriiliir (Naidu ve Prasad, 1986).
2.2. 2-Metrik Uzaylarda Cantor Teoremi ve Baire Kategori Teoremi

Bu kisimda Lahiri ve dig. (2011) tarafindan 2-metrik uzaylarda incelenen Cantor

Teoremi ve Baire Kategotami Teoremi verilecektir.

Notasyon 2.2.1: (X, d) bir 2-metrik uzay, F € X ve z € X olmak iizere

5,(F) =sup{d(x,y,2) | x,y€F}

seklinde tanimlansm. (X, d) sinirlt bir 2-metrik uzay ise her F € X ve z € X igin
3,(F) degeri sonludur (Lahiri ve dig., 2011).

Lemma 2.2.2: (X, d) bir 2-metrik uzay, F € X ve z € X olsun. 3,(F) = §,(F) esitligi
saglanmaktadir (Lahiri ve dig., 2011).

Ispat: FE€X ve z€ X olsun. F € Foldugundan §,(F) <§,(F) saglanmaktadir.
8,(F) <§,(F) esitsizliginin saglandigimi gdstermek i¢in x, y € F olsun. Eger x, y € F
ise d(x, y, z) < 6,(F) oldugu agiktir. Farzedelim ki x € F ve y € F olsun. & > 0 keyfi
verilsin. x € F oldugundan ve B.(x,y) N B.(x,z) 2-acik kiime olup x noktasini
icerdiginden, F N[B,(x,y) N B.(x, z)]#® dir. O halde a€F N[B.(x,y) N B.(x, z)]

vardir. Buradan
d(x,y, 2)<d(x,y, a)+d(x, a, z)+d(a, y, 2)< §,(F)+2¢
elde edilir. Yukaridaki esitsizlik her € >0 i¢in saglandigindan x € F ve y € F i¢in

d(x,y, 2)<8,(F) esitsizligi elde edilir.
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Son olarak, x, y € F\F i¢in d(x, y, )< §,(F) esitsizliginin saglandig1 benzer sekilde

gosterilir. Bu durumda,

5,(F) =sup{d(x,y,2) | x,y €F} <8,(F)
elde edilir. Dolayisiyla §,(F)=§,(F) dir.

Teorem 2.2.3: (Tam 2-Metrik Uzaylar igin Cantor Arakesit Teoremi) Bir (X, d) 2-

metrik uzaymin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X’de bos olmayan 2-kapali

kiimelerin F,2 F, 2 ... 2 F,2... ve herz € Xi¢in §,(F,) =0 kosullarini saglayan

her {F,} dizisi i¢cin N;_, F, arakesitinin tek noktali olmasidir (Lahiri ve dig., 2011).

Ispat: (=) (X, d) tam 2-metrik uzay ve {F,}, F;.2F, 2...2F,2... veherze X

i¢in 8,(F,) =0 kosullarin1 saglayan 2-kapali kiimelerin bir dizisi olsun. {F,}#®
oldugundan her n € N i¢in x,, € F,, noktalarin1 segelim. {x,} dizisinin (X, d) 2-metrik
uzaymda bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. {F,} azalan bir dizi oldugundan her
m > n i¢in x,,, € F,, dir. Herhangi bir z € X i¢in m >n iken d(x,, x,,, z) <§,(F,) dir.
m, n — oo i¢in d(x,, X, )< d,(F,) —0 elde edilir. Bu ise {x,} dizisinin (X, d) 2-
metrik uzayinda bir Cauchy dizisi oldugu anlamina gelir. (X, d) tam oldugundan
X,—X olacak sekilde bir x € X noktas1 vardir. Simdi ise x € N;-, F,, oldugunu iddia
ediyoruz. Varsayalim ki bazi K’lar i¢in x, # x olsun. Eger her k i¢in x,=x olursa ispat
tamamlanmis olur. n€N sabit tutalim. x € G bir 2-a¢ik kiime olsun. x,—x oldugundan
her k>n; i¢in x, € G olacak sekilde n; € N mevcuttur. Bu durumda, her
k >max{n,n,} i¢in x, € F, N(G\{x}) dir. Bu ise x € F, oldugunu ifade eder. F, 2-
kapali oldugundan x € F,=F, dir. Bu durum her neN i¢in dogru oldugundan
x € N2, F, dir. Dolayisiyla N}, F, kiimesi en az bir nokta igermektedir. Varsayalim

ki N, F, kiimesi x #y seklinde birbirinden farkli iki nokta igersin. zEX, z# X,y

olsun. §,(F,) tammmindan, her neN i¢in d(x,y, z) <3§,(F,) dir. §,(F,) 2o
oldugundan d(x, y, z)=0 elde edilir. Bu ise ¢eliskidir. Dolayisiyla N}, F,, arakesiti tek

noktalidir.

(<) Tersine olarak, X’deki bos olmayan 2-kapali kiimelerin F,2 F, 2 ... 2 F, 2...

arakesiti tek noktali olsun. {x,} dizisi (X, d) 2-metrik uzayinda bir Cauchy dizisi olsun.
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Her neN i¢in F, = {X,,, Xp+1» Xq12, ... Olsun. F,2 F, 2 ... 2 F, 2... oldugu agiktir ve
buradan F,2 F, 2 ... 2 F, 2... dir. Buradan { F,} nin 2-kapal kiimelerin azalan bir
dizisi oldugu goriilmektedir. z € X ve keyfi bir € > 0 i¢cin n, m > n; iken d(x,,x,,z) <€
olacak sekilde bir n; € N mevcuttur. Bu ise SZ(FHI)SS oldugunu gosteririr. Lemma
2.4.1°den §,(F, ) <e dir. {F,} azalan oldugundan n > n, i¢in 8,(F,) <§,(F, ) <e
dir. Buradan §,(F,) 50 olur. Hipotezden N, F,  arakesiti tek noktaldir.
N, F,=1{x,} diyelim. Bu durumda, z € X igin

d(Xn’ X0 Z) < SZ(TH)

olur. n — oo i¢in

d(Xys X0, 2) <8,(F,) —0

oldugundan {x,} dizisinin x, noktasmna yakimsak oldugu gorilir. Bu ise (X, d) 2-

metrik uzayinin tam oldugunu ispatlar.

Teorem 2.2.4: (2-Metrik Uzaylar i¢in Baire Kategori Teoremi)

(*) Her x, y € X nokta cifti icin x, y merkezli, her z € X icin 5,(B,) —> 0 olacak

sekilde {B,} 2-kapali yuvarlarm bir dizisi mevcuttur.

(*) kosulunu saglayan tam (X, d) 2-metrik uzaylar, sayilabilir tane hi¢bir yerde yogun

olmayan kiimelerin birlesimi seklinde yazilamaz (Lahiri ve dig., 2011).

Ispat: (X, d), (*) kosulunu saglayan bir tam 2-metrik uzay olsun. Varsayalim ki, her
n € N i¢in F, hi¢cbir yerde yogun olmayan bir kiime olmak iizere X= U, ¢ xF, =F,
seklinde yazilsin. G bir 2-acik kiime olsun. F; higbir yerde yogun olmadigindan F, ,
G’yi igermez. Bu durumda x, € F, olacak sekilde bir x; € G vardir. G\F; 2-a¢ik kiime

ve x; € G\F; oldugundan Lemma 2.2.3’den
X| € Brl(xl, yl) N Brz(xl, y2) N...N Brn(xl, yn) c G:=H,S G\F,

olacak sekilde sonlu sayida y,,y,, ...,y €X, 1y, 15, ..., 1,>0 mevcuttur.
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(*) kosulu saglandigindan, genelligi bozmaksizin, her z € X i¢in 9, (Brl (xl , yl)) <1
olacak sekilde B,, (x, yl) kiimesini segelim. Buradan her z € X i¢in §,(H;) <1 olur.
U, =B,, (xi.y,) NB,,(x1,y,) N... N B, ,(x1,y,)

kiimesini alalim. Bu durumda,

U, SB,,, [x,y,] N B,,[x1,y,] N... N B, ,[x, y. |]<H, S G\F,

ve her z € X icin §,(U, )<8,(H,) <1 elde edilir. Benzer sekilde U,, 2-acik kiime ve
F,, hi¢bir yerde yogun olmadigindan U,\F, #@ dir. Bu durumda x,€ U,\F, vardur.
Benzer sekilde,

Xze Uz c U_2 c Ul\F_z

olacak sekilde U, 2-a¢ik kiimesi bulabiliriz ve her z € X igin 9, (U_2)<% elde edilir.

Bu sekilde devam edilirse hern € N i¢in U,,,; €U, ve her z € X i¢in SZ(U_H)<% olacak

sekilde {U,} 2-kapali kiimelerin bir dizisini elde ederiz. Yani n — oo iken her z € X
icin §,(U,)—0dir. Teorem 2.4.2°den N%, U, bostan farklidir ve tek noktalidir.
© U, ={b} olsun. Her n € N i¢in U, N F,=@ oldugundan b¢ U, < v F, olur. Bu ise

celiskidir. O halde ispat tamamlanmis olur.
2.3. 2-Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri
Bu kisimda A;-uzay1 olan (X, d) 2-metrik uzaylar iizerinde ¢aligilacaktir.

Notasyon 2.3.1: (X, d) bir 2-metrik uzay ve f:(X,d) — (X,d) bir fonksiyon olsun.

t> 0 i¢in
S={x € X | d(x, f(x), y)<t, VyeX }

olarak tanimlanir. Eger x, f fonksiyonunun bir sabit noktasi ise x € S; oldugundan

S, # @ dir (Lahiri ve dig., 2011).
Tanmm 2.3.2: (X, d) bir 2-metrik uzay olsun. Bu takdirde,

f:(X,d) — (X, d) fonksiyonuna bir daraltma doniisiimii denir : ©
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(1) Herx, y,z € Xvex#y#zicin d(f(x), f(y), z) <d(x, y, z)
(2)x=yveyax=zveyay=zise d(f(x), f(y),z) =0
saglanir (Lahiri ve dig., 2011).

Teorem 2.3.3: (X, d) 2-metrik uzay ve f:(X,d) — (X, d) bir daraltma doniisiimii
olsun. Bu durumda, her t > 0 igin S, kiimesi 2-kapalidir (Lahiri ve dig., 2011).

Ispat: (X, d) 2-metrik uzay: birinci sayilabilir T;-uzay1 oldugundan t > 0 igin S,
kiimesinin 2-kapali oldugunu ispatlamak i¢in bu kiimeden yakinsak bir dizi alip bu
dizinin yakinsadigi noktanin bu kiimeye ait oldugunu gosterecegiz. (X, d)’de {x,},
X € X noktasina yakinsak bir dizi olsun. € > 0 ve y € X verilsin. B,(x, f(x)) N B,(xy)
2-acik bir kiime olup x noktasini igermektedir. x,—x oldugundan n>n, iken x, €
Bg(x, f(x)) N B.(x,y) olacak sekilde bir ny€ N mevcuttur. f 'nin daraltma doniisiimii

oldugu ve hern € N i¢in x,€ES; oldugu goz oniine alinirsa, her n > n, icin
d(x, f(x), y) < d(x, f(x), x,)+d(x, x,, y)+d(x,, (%), y)

< 2e+d(x,, f(x), f(x,))+d(xy, f(x,), Y)Hd(f(x,), f{x), y)

< 2e+d(x,, X, X,)+d(X,, f(X,), y)+d(x,, X, y) <2e+t

olur. Bu ifade her € >0 igin dogru oldugundan d(x, f(x), y) <t dir. Her y € X igin

dogru oldugundan x € S; elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 2.3.4: (X, d) bir tam ve smirh 2-metrik uzay ve f:(X, d) — (X, d) bir

fonksiyon olsun. Eger her x, y, z € X i¢in 0 < a < 1 olmak {izere

d(fx), f(y), z) <ad(x, y, z)

Ve X, Y, Z noktalarindan ikisi birbirine esit iken d(f(x), f(y), z) = 0 saglaniyor ise f

fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir (Lahiri ve dig., 2011).

Ispat: x€X olsun. x’in f fonksiyonu altinda n-inci iterasyonu ile olusturulan {f"(x)}

dizisini ele alalim. (X, d) sinirli oldugundan her z € X igin

d(f" ), "' (%), 2) < ad(f"' (%), £"(x), z) < 2d(f"* (%), "' (%), 2)
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<...<a"d(x, f(x), z) <a"k

olacak sekilde bir k > 0 vardr. {t,}, (X, d)’de azalan ve 0 noktasina yakinsayan bir

dizi olmak tizere
S, =8, ={sd(s. f(s), 2)<t,, Vz€X }

kiimesi bostan farklidir. 0 <a <1 oldugundan f bir daraltma doniisimidiir. Bu
durumda, her n € N i¢in S,, 2-kapali bir kiimedir. Ayrica her n € N igin S,,;< S, dir.

O halde x, ye S, ve z € X igin

d(x,y, z) <d(x,y, f(x)) +d(x, f(x), z) +d(f(x), y, z)
<2t, + d(f(x), y, f{y)) + d(f(x), f(y), z) + d(f(y), y, 2)
<3t, +od(x,y, y) +ad(x, y, z) <3t, + ad(x, y, )

elde edilir. Buradan

3ty
d(X’ Y, Z) < E

elde edilir. Bu ise 3,(S,) < 2 anlamina gelir. Bu durumda SZ(SH)HJSO olur.
1-o

Teorem 2.2.3’den N, S, arakesiti tek noktalidir. N}, S, ={Xo} olsun. Bu durumda,
her neN ve zeX igin d(xo, f(xg), z) < t, olur. Yani her z € X i¢in d(xy, f(x¢), z) = 0
dir. Bu ise f(xy) = xo olmasmi gerektiri. Yani x, noktasi f fonksiyonunun sabit

noktasidir.

Tekligi ispatlamak i¢in x ve y’nin f fonksiyonunun birbirinden farkl iki sabit noktasi

oldugunu kabul edelim. z€X, z#x, z#y, noktasi i¢in
d(x, y, 2)=d(f(x), fly), 2)< ad(x, y, 2)<d(x, y, 2)
olur. Bu ise kabul ile ¢eligir. O halde f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Teorem 2.3.5: (X, d) bir smirli 2-metrik uzay olsun. 0 <a <1 olmak fiizere
f:(X, d) — (X, d) fonksiyonu i¢in

d(f(x), f(y), z2) < ad(x,y,2) (VXx,y,z€X)
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kosulu saglansm. Bu durumda, {f"(x)} iterasyon dizisinin bir x, € X noktasma
yakinsayan bir {f""(x)} alt dizisi mevcut ise x, noktas: f fonksiyonunun bir tek sabit
noktasidir (Lahiri ve dig., 2011).

Ispat: {t,}, (X, d)’de azalan ve 0 noktasina yakinsayan bir dizi olmak iizere
S, =8;,= {s1d(s, fls), 2)<t,, VzEX}

kiimesini ele alalim. Bu durumda, f bir daraltma doniistimii ve (X, d) sinirli oldugundan

her z € X i¢in
d(f ™ (), £ (%), z) <od(f nl(x), £ (%), z) < o2d(f n2(x), £ (x), z)
< ... <o™d(x, f(x), z) <a™k

olacak sekilde bir k> 0 vardir. 0 < a <1 oldugundan her n € N i¢in S, kiimesi bostan
farklidir. Ayrica yeterince biiyiik r degerleri igin S, kiimesi f ™ (x) noktasini igerir.
g > 0 olsun. B,(xo, f(x)) N B.(xg, z) bir 2-a¢ik kiime olup x, noktasini igermektedir.
™ (x)—X, oldugundan r > r,, iken £ ™ (x) €B, (x,, f(x()) N B.(xo, z) olacak sekilde bir
ro € N mevcuttur. neEN sabit tutalim ve a™k <t, olacak sekilde r >r, secelim. Bu

durumda, her z € X igin

d(xq, f(x0), 2) < d(xq0, f(x0), £ (x)) + d(xo, £ (x), 2) + d(F" (%), f(x0), 2)
<2e+d(f™(x), f(xg), 2)

< 2etd (£ (), flxg), £ () +d(F (). £ (), 2)+d (™ (). fixo). 2)
< 2et+a™d(x, f(xy), f(x))+ak+ad(f™(x), X, 2)

< 2etoMad(x, Xg, X)+t,toe= t,+(2+a)e

elde edilir. € > 0 keyfi oldugundan

d(xg, f(xg), z) <t,, VzEX

olur. Her neN i¢in dogru oldugundan n — o i¢in limit alinirsa,
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d(xg, f(xg),2z) =0, Vz€ X

olur. Bu ise f(xq) = X, anlamina gelir. Yani x, noktasi f fonksiyonunun sabit noktasidir.

Sabit noktanin tekligi yukaridaki teoremin ispatina benzer sekilde goriiliir.

Teorem 2.3.6: X sayilamaz bir kiime olmak {izere, (X, d) bir 2-metrik uzay,
f:(X, d) — (X, d) bir daraltma doniisiimii ve x € X olsun. {f"(x)} iterasyon dizisinin
bir xo€X noktasina yakmsayan bir {f™(x)} alt dizisi mevcut ise x, noktas1 f

fonksiyonunun bir tek sabit noktasidir (Lahiri ve dig., 2011).

Ispat: (X, d) bir 2-metrik uzay, f:(X, d) — (X, d) bir daraltma doniisiimii ve x € X
olsun. {f"(x)} dizisinde baz1 i’ler icin f *(x)=f(x) ise bu durumda Xo=f 1(x) noktas1
f fonksiyonunun sabit noktasi olur. O halde her i € N igin £ (x) #f'(x) olsun.

Ayrica f(x() # x, olsun. Aksi taktirde x, noktas: f fonksiyonunun sabit noktasi olur.

Xg, f(Xg) ve £ i(x), 1=1, 2, ..., noktalarindan farkli bir z € X noktas1 se¢celim. Buradan,
d(f(xo), £*(x0). 2)< d(xo, f(x0). 2) (2.1)

elde edilir. Negatif olmayan reel sayilarin olusturdugu {d(f "(x), f" (%), z) }:;0

dizisini ele alalim. Ik olarak d(x,, f(xy), z) reel sayismin bu dizinin limiti oldugunu
gosterecegiz. € >0 olsun. Bg;(xg, (%)) N By3(xg, z) bir 2-agik kiime olup X,
noktasmi icermektedir. f ™ (x)—x, oldugundan r>r, iken f"(x)€B,(xo, f(x)) N
B.(xq, z) olacak sekilde bir r, € N mevcuttur. r > r, se¢elim. Bu durumda, her z € X

i¢in
d(XO’ f(XO)a Z) < d(XO> f(XO)a fnr(x)) + d(XO> f“r(x), Z) + d(fnr(x), f(XO)a Z)

< 2etd(f" (%), f(xo). 2)
< 2e+d (£, flxg). £ (9)) +d (£ (), £ (), 2)+d(£" (). f(xo). 2)
< 2etd(f (), %0, £ () )+ (£ (), £ (%), 2)+d(F (%), %0, 2)

< s+d(f ™ (x), (%), z) (2.2)
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olur. Benzer sekilde, yeterince biiyiik r i¢in

d(f™ (), " (x), z) <et+d(xq, f(xo), 2) (2.3)
oldugu gosterilebilir. Esitsizlik (2.2) ve (2.3) den

|d(f™ (%), £ (x), 2) - d(xo, f(x0), 2) | <&

=lim d(f" (), "' (x), z) = d(xo, f(xo), 2)

elde edilir. Dikkat edilirse, sabit bir n, i¢in n>n,+1 iken

d(f" (), "' (%), 2)< d(f ™' (%), £ (x), 2)

saglanmaktadir. Bu durumda, d(x,, f(x,), z) limit noktasi n>n,+1 iken

d(xq, f(x9), 2) <d(f™"' (x), £ (x), 2) (2.4)
esitsizligini saglamaktadir. Bu durum her r€N i¢in dogru oldugundan r > r,, iken
d(f"™ (), "2 (%), z) <d(f""' (x), £ (x), fixg)) + d(f " (%), f(xo), 2)
+d(f(xo), " (x), z) <d(f"™"' (%), £ (%), %) + d(f™(X), X0, 2)

+d(f(xo), £ (x), z) < d(f™(x), Xp, 2) +d (f(xo), 72 (x), fz(xo))

+d(fi(xo), £2(x0), z) + d(f2(x0), £ (x), z)

< d(f™(X), %0, 2) +d(f(xo), £ (%), (o)) + d(fi(xp), £ (x0), 2)

+d(xp, (0, D)< 5 + 5 +d(flx), f2(x0), z) <&+ d(f(xo), £*(x0), z) (2.5)
olur. Esitsizlik (2.4) ve (2.5) den

d(xo, f(x0), 2) <&+ d(f(xo), £* (%), 2)

elde edilir. Buradan,
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d(xo, f(x0), 2)<d(f(xo), £*(x0), 2)

esitsizligi elde edilir. Bu ise Esitsizlik (2.1) ile ¢elismektedir. Bu durumda f(x,) = X,
veya bazi i’ler igin f " (x) = £'(x) olmalidir. O halde f fonksiyonunun sabit noktasi

vardir. Sabit noktanin tekligi yukaridaki teoremin ispatina benzer sekilde gosterilebilir.
Teorem 2.3.7: (X, d) bir tam 2-metrik uzay ve f:(X, d) — (X, d) siirekli bir fonksiyon
olsun. Eger her x,y,z€ Xi¢in 0 <a < % olmak iizere

d(f(), (), 2) < a (d(x, fx), 2)+d(y, £(y), 2))

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir (Singh ve dig.,

2016).
Ispat: {t,}, (X, d)’de azalan ve 0 noktasma yakmsayan bir dizi iken
Sa =S, ={s|d(s, f(s), 2)<t,, VzEX }

kiimesini ele alalim. Her n € N i¢in S,,;ESS, oldugu acgiktir. Ayrica f fonksiyonu

siirekli oldugundan her n € N i¢in S, kiimesi 2-kapalidir. z € X i¢in 3,(S,) =30

oldugunu gosterelim. Herhangi x, y € S, noktalar1 i¢in
dx,y,z) < d(x, Y, f(x)) + d(x, f(x), z) + d{(x), y, z)

<2t, +d(f(x), y, 2)

<2t, +d(f(x), y, f(y)) + d(fX), f(y), 2) + d(f(y), y, 2)

<4t, + a (d(x, f(x), 2) + d(y, f(y), 2)) < 4t, + 2at, = (4+20)t,

esitsizligi elde edilir. Buradan, n—oo i¢in limit alinirsa d(x, y, z)<(4+2a)t,—0 olur.
Dolayisiyla 68,(S,) 2% 0 dir. Bu durumda {S,}, hern € Nigin S, SS, ve her z € X

icin ,(S,) 2720 olacak sekildeki 2-kapali kiimelerin bir dizisi olur. Dolayisiyla
N;-; S, arakesiti bir tek noktalidir. N}~ S,={x,} olsun. Bu durumda, her n € N ve
z € X igin d(xg, f(x¢), z) <t, dir. Buradan her z € X i¢in d(xy, f(xo), z)=0 elde edilir.

Dolayisiyla f(xy) = x, dir. Yani x, noktasi f fonksiyonunun sabit noktasidir.
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Tekligi ispatlamak i¢in x ve y’nin f fonksiyonunun birbirinden farkl iki sabit noktasi

oldugunu kabul edelim. z € X, z # X, z # y noktasi i¢in
d(x, v, 2) = d(f(x), f(y), 2) < o (d(x, f(x), 2)+d(y, f(y), 2))

<o (d(x, x, 2)+d(y, y, 2))=0

elde edilir. Bu ise d(x, y, z) = 0 oldugu anlamina gelir. O halde f fonksiyonunun bir

tek sabit noktasi vardir.

Teorem 2.3.8: (X, d) bir tam 2-metrik uzay ve f:(X, d) — (X, d) siirekli bir fonksiyon

olsun. Eger her x,y,z€ Xicin 0 < a < % olmak iizere

d(f(x), f(y), 2) <a (d(x, f(y), 2) + d(y, f(x), 2)) (2.6)

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktas: vardir (Singh ve dig.,

2016).
Ispat: {t,}, (X, d)’de azalan ve 0 noktasma yakmsayan bir dizi iken
Sa =S, ={s|d(s, f(s), D)<t,, VzEX }

kiimesini ele alalim. Her n € N i¢in S,,;ES, oldugu acgiktir. Ayrica f fonksiyonu

siirekli oldugundan her n € N i¢in S, kiimesi 2-kapalidir. z € X i¢in 3,(S,) =50

oldugunu gosterelim. Herhangi x, y € S, noktalar1 i¢in
d(x,y,z) < d(x, Y, f(x)) +d(x, f(x), z) + d(f(x), y, )
<2t, +d(f(x), y, 2)

< 2t, + d(f(0, y, f(y)) + d(f(0), f(y), 2) +d(£(y), y, 2)

<4t + a(d(x, f(y), z) + d(y, (%), Z)) (2.7)

elde edilir.
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Birinci adim :

Esitsizlik (2.6) ve (2.7) den
d(x. y. 2) <4t, + o (d(x, £y). f0))+d(x, £(x), D), f(y), 2))

+a(d(y, 60, 1) + d(y, £3). 2) +d(Fy), 1x), 2))

< 4t, + 4at, + 20d(f(x), f(y), 2)

< 4t, + 4at, + 20> (d(x, f(y), z) + d(y, f(x), 2)) (2.8)
elde edilir.

Ikinci adim :

Esitsizlik (2.6) ve (2.8) den
d(x. y. 2) < 4t +at, 4207 (d(x, £(y), ) +d(x, (x), 2)+d(f(x), £y), 2))

20 (d(y. 100, ) + d(y, (). 2) + d(F(y). 1x). 2))

<4t +4at,+80t, +4a’d(f(x), f(y), z)

<4t +dat,+8a’t,+4o’ (d(x, f(y), 2)+d(y, (%), 2)) (2.9)
elde edilir.

Uclincii adim :

Esitsizlik (2.6) ve (2.9) dan

d(x, y, z) < 4t, + dat, + 80’t, + 4a’(d(x, f(y), {x)) + d(x, f(x), 2)
+d(f(0), 1), 2)) + 43 (d(y, fx), 2) + d(y, £, 2) + d(y, £(x), 2))
< 4t, + 4at, + 8a’t, + 160’t, + 8o’ d(f(x), f(y), 2)

< 4t, + dat, (1+2a+(20)*) + 8a*(d(x, f(y), z) + d(y, f(x), 2)) (2.10)
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elde edilir.

Dordiuncu adim :

Esitsizlik (2.6) ve (2.10) dan

d(x, y, 2)<dt, +4at, (1+20+(2a)* J+8a*(d(x, f(y), f(x))+d(x, f(x), z)

(), 1), 2)) + 8 (d(y. 100, £3) + (. £3), 2) + d(y), £x), 2))

<at, +4at, (14+20+2a)” ) +32a*t, +16a*d(f(x), (y), 2)

<4t +4at, (1420+2a)’+(2a)’ )+16a* (d(x, f(y), 2)+d(y, f(x), 2)) (2.11)
elde edilir. Bu sekilde devam edilirse n. adimda

d(x, v, 2) < 4t, + 4at, (1 + 20+Q2a)” + - + 2a)"")

+ 2" (d(x, f(y), ) + d(y, f(x), 2))

<at,+4at, (14204+Q2a) +...+2a) ' +...)

+ 2" (d(x, f(y), ) + d(y, f(x), 2))

= 4t, + 222+ 2% (d(x, £(y), 2) + d(y, f(x), 2))

= (4+ %) ty+ 20! (d(x, £(y), 2) +d(y, f(x), 2)) (2.12)

elde edilir. a<% ve {t,} azalan oldugundan d(x,y, 2)20 dir. Dolayisiyla

5,(S,) %0 dir. Bu durumda {S,}, her neN i¢in S,;; €S, ve her z€ X i¢in

5,(S,) —— 0 olacak sekildeki 2-kapali kiimelerin bir dizisi olur. Ohalde, Teorem
2.2.3’den N}, S, arakesiti tek noktalidir. N}, S, ={X, } olsun. Bu durumda, her n € N
ve z € X i¢in d(xo, f(xg), z)<t, dir. Buradan her z € X i¢in d(x,, f(x,), z)=0 elde edilir.

Dolayisiyla f(x() = x, dir. Yani x, noktasi f fonksiyonunun sabit noktasidir.
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Tekligi ispatlamak i¢in x ve y’nin f fonksiyonunun birbirinden farkli iki sabit noktasi

oldugunu kabul edelim. z € X (z # x, z # y) noktast i¢in

d(x. y, 2) = d(f(x). y). 2) < @ (d(x. f(y), 2) + d(y. £(x), 2))
=« (d(x, y, z) +d(y, X, z)) =2ad(x, y, z)

= d(x,y,2) <20d(x, y, z2) = (1-22a)d(x, y, ) <0

olur. Buise d(x, y, z) = 0 oldugu anlamina gelir. O halde f fonksiyonunun bir tek sabit

noktasi vardir.

Teorem 2.3.9: (X, d) bir tam 2-metrik uzay ve f:(X, d) — (X, d) siirekli bir fonksiyon
olsun. Eger her x,y,z € X igin a, B, y negatif olmayan ve o+ +vy<1 kosulunu

saglayan reel sayilar olmak tizere

d(f(x), f(y), z) <od(x, y, z) + Bd(x, f(y), z) + yd(y, f(x), z) (2.13)

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktas: vardir (Singh ve dig.,

2016).

Uyar1 2.3.10: Teorem 2.3.9’da =y = 0 olmas1 halinde bu teorem, Teorem 2.3.4 ile
cakisr.

Teorem 2.3.9’da o = 0 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.3.11: (X, d) bir tam 2-metrik uzay ve f:(X, d) — (X, d) siirekli bir fonksiyon
olsun. Eger her x, y, z € X i¢in B, y negatif olmayan ve B+ y <1 kosulunu saglayan

reel sayilar olmak tizere

d(fx), f(y), z) <Bd(x, f(y), z) + yd(y, f(x), z)

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktas: vardir (Singh ve dig.,

2016).

Teorem 2.3.9’da 3 = 0 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 2.3.12: (X, d) bir tam 2-metrik uzay ve f:(X, d) — (X, d) siirekli bir fonksiyon
olsun. Eger her x, y, z € X igin a, y negatif olmayan ve o+ y <1 kosulunu saglayan

reel sayilar olmak tizere

d(f(x), f(y), z) <ad(x,y, z) +yd(y, f{(x), z)

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir (Singh ve dig.,

2016).
Teorem 2.3.9’da y = 0 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.3.13: (X, d) bir tam 2-metrik uzay ve f:(X, d) — (X, d) siirekli bir fonksiyon
olsun. Eger her x, y, z € X i¢in a, f negatif olmayan ve o+ 3 <1 kosulunu saglayan

reel sayilar olmak iizere

d(fx), f(y), z) <ad(x,y, z) +pd(x, f(y), z)

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktast vardir (Singh ve dig.,

2016).

Teorem 2.3.14: (X, d) bir tam 2-metrik uzay ve f :(X, d) — (X, d) bir fonksiyon olsun.
Eger her x, y, z € X i¢in a, f, y negatif olmayan ve 2a+  + 2y < 1 kosulunu saglayan

reel sayilar olmak tizere
d(f().1(y).2)< o (d(x,£(x),2)+d(y,f(y),2)) +d(x,y,2) + ymax {d(x,(y).2), d(y.f(x), 2)} (2.14)

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktas: vardir (Saha ve Dey,
2009).

Ispat: x, € X olsun. x,,; =f(x,), n = 0,1, ..., seklinde olusturulan {x,} dizisini ele

alalim. Esitsizlik (2.14) dan, her z € X i¢in
d(xp, Xy, 2) = d(f(x)), f(xo), 2) < a(d(x;, fx,), 2) + d(xp, f(xo), 2))
+ Bd(xl 5 XO: Z) + 'YmaX{d(Xl 5 f(XO)a Z): d(Xo, f(Xl): Z)}

=a (d(X1, X2, Z) + d(Xo, X1, Z)) + Bd(xla X0, Z)+ 'YmaX{d(Xl, X1, Z)a d(Xo, X2, Z)}
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= ad(x, X, ) + (a+B)d(x;, X¢, 2)+ yd(x,, X¢, Z)

= (1-a)d(x,, X, 2)< (a+B)d(x;, Xg, 2)+ yd(x,, Xg, 2) (2.15)
elde edilir. Ayrica d bir 2-metrik oldugundan Kosul (iv) den

d(x,, X0, z) <d(xy, X, x1) +d(xy, X, 2) +d(x;, X, 2)

=d(x,, X1, Xo) +d(x,, x;, z) + d(xy, Xg, 2) (2.16)
olur. Esitsizlik (2.15) ve (2.16) den

(1-0)d(xy, X1, Z)<(0HB)d(xy, Xo, 2)+y (d(x2, X, X)+d (X, Xy, Z)+d(Xy, Xo, 7) )
=(1-a-y)d(x,, X1, 2)<(o+p+y)d(x;, Xg, 2)+yd (X5, X, X,) (2.17)
elde edilir. Tekrar Esitsizlik (2.14) kullanirsa

d(xa, X1, X9) = d(fix,),f(x9), o) < a(d(xy, £(x1), x)+d(Xg, fxo), X0))+Bd(x1, X0, Xo)
+ ymax{d(x;, f(xo), Xo), d(xo, f(x1), X0)} = ad(xa, Xy, X0)

=(1-0)d(x,, X1, X9) <0 = d(x,, X1, X9)=0

elde edilir. O halde Esitsizlik (2.17) den

(1-0-y)d(xy, X1, 2) < (0HB+y)d(xy, X, 2)

(a+f+y)

:d(X2, X1, Z) = (1 ) d(xla XO) Z)

elde edilir. O halde

aHByy”
1-(1-"{) d(xla X0, Z)

d(Xn’ Xn+1s Z) < (

esitsizligi saglanir. h = % almirsa,

d(Xn’ Xn+] ) Z) S hnd(Xb XO: Z) (218)
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olur. 2a+ B + 2y < 1 oldugundan o+ B + vy < 1-a~y olur. Yani h <1 dir. d bir 2-metrik

oldugundan Kosul (iv) den,

d(Xn, Xni2, 2) = d(Xp12, Xn, 2) < d(Xni2, Xn, Xn41) + d(Xni2, Xni15 2) + d(Xye1, X, 2)
= d(Xpi2, Xn415 Xp) + d(Xni2, Xni15 2) + d(Xpe1, X, 2)

= d(Xpe25 Xnt1> Xn) + Do AXnsicr 15 Xnsks 2)

elde edilir. Benzer sekilde,

d(xy, Xpe35 2) = d(Xps3, Xy, 2) < dXye3s X, X)) + dXpes, Xper, 2) + d(Xpey, Xy, 2)
< d(Xni35 Xnets Xn) T dXpe1s Xp, 2) + dXni3s Xne1s Xnr2) T dXniss Xpio, 2)

+ d(Xp2, Xne1> 2) = oo dXiizs Xnskorts Xnk) + Dipmo Ak 1 Xeekes 2)

saglanir. O halde p > 0 i¢cin

2 -1
d(xn’ Xn+p7 Z) < ZE:O d(Xn+p, Xntk+1s Xn+k) + ZE:O d(xn+k+l > Xntko Z)

elde edilir. Esitsizlik (2.18) den

d(xn, Xnips z) < % (d(xn+p, X0» xl) + d(xg, X, Z)) (2.19)
elde edilir. Ayrica Esitsizlik (2.18) den

d(Xrep-1. Xaips %) B d(x0, %1, %) =0

olur. Tekrar Esitsizlik (2.14) kullanilirsa,

d(xn+p, X0» xl) = d(xn+p, X1, xo) =d (f(xn+p_l), f(x,), XO)

<a (d(Xner-l’ f(xn+p-1)9 X0)+d(X0: f(x), Xo)) + Bd(Xner-l: X0, Xo)

+YmaX{d(Xn+p-1 , £(x), X0),d(xo, f(x), x)}

= ad(Xner-l ’ Xn+p’ XO) + ’Yd(Xner-l > X1, XO) = ’Yd(Xner-la X1, XO)
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:d(Xnera X1, XO) < ’Yd(Xner-l » X1, XO) < ’de(anrp-Za X1, XO) << ’Ypd(xn: X1, XO)
< PP d(Xpo1, X1, Xp) < .. S yPA(xo, X1, %) =0
= d(Xn+p-1 ) Xn+p> XO) =0

elde edilir. O halde, Esitsizlik (2.19) dan
hl’l
d(Xn’ Xn+p> Z) S Ed(XOD Xla Z)

olur. Buradan n — oo igin limit alinirsa z € X igin d(x,, Xnips z) - 0 olur. O halde {x,}

bir Cauchy dizisidir. (X, d) tam oldugundan x,—x olacak sekilde bir x € X noktas1
vardir. Simdi ise x noktasinin f fonksiyonunun sabit noktasi oldugunu gosterecegiz.

Bunun igin Esitsizlik (2.14) kullanilirsa

d(xpe1, (), 2) = d(f(x,), (%), 2) < a(d(x,, f(x,),z) + d(x, f(x), 2))
+ Bd(x,.X, z) + ymax{d(x,, f(x), z), d(x, f(x,), 2)}

elde edilir. Buradan, n — oo igin limit almnirsa

d(x, f(x), 2) = a(d(x, x, 2) + d(x, f(x), 2)) + pd(x,x, 2)

+ ymax{d(x, f(x), z), d(x, x, 2)} = (a+y)d(x, f(x), z)

= (1-0-y)d(x, f(x), 7) <0

olur. Bu ise d(x, f(x), z) = 0 oldugu anlamina gelir. Her z € X i¢in d(x, f(x), z) =0

oldugundan f(x) = x dir. O halde x noktas1 f fonksiyonunun sabit noktasidir.

Tekligi ispatlamak ic¢in x ve y’nin f fonksiyonunun birbirinden farkli iki sabit noktasi

oldugunu kabul edelim. z € X (z # x, z # y) noktas igin

d(x, y, 2) = d(f(x), fly), 2) < a (d(x, {x), 2)+d(y, f(y), 2)) + Bd(x, y, 2)
+ymax {d(x, f(y), 2), d(y, f(x), 2) = a (d(x, x, 2)+d(y, y, 2)) + Bd(x,y, 2)
+ymax {d(x, y, 2), d(y, x, 2) = (B+1)d(x, y, 2)
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= (1-B-y)d(x,y,2z) <0

elde edilir. Bu ise d(x, y, z) = 0 oldugu anlamma gelir. O halde f fonksiyonunun bir

tek sabit noktasi1 vardir.

Tanmm 2.3.15: (X, d) bir 2-metrik uzay ve f:(X, d) — (X, d) bir fonksiyon olsun.
Eger her z € X i¢in

("), v, 2) — 0= d(f(f"(X)), f(y), 2) — 0
saglaniyor ise f doniisiimiine yoriingesel stirekli ad1 verilir (Iseki, 1976).

Iseki (1976) metrik uzaylar i¢in saglanan Ciric tarafindan verilen sabit nokta teoremini

2-metrik uzaylarda i¢in asagidaki sekilde ifade etmistir.

Teorem 2.3.16: (X, d) bir tam ve smirli 2-metrik uzay ve f:(X,d) — (X, d) bir
yoriingesel siirekli doniisiim olsun. Eger her x, y, z € X i¢in 0 < q < 1 olmak {izere f

doniisiimii
min{d(f(x), f(y), 2), d(x, f(x), 2), d(y, f(y), 2)} -min{d(x, f(y), 2), d(y, f{(x), 2)} < qd(x, y, )

esitsizligini saglamyor ise her x € X i¢in {f"(x)} dizisi f fonksiyonunun sabit

noktasina yakmsar (Iseki, 1976).

Iseki tarafindan verilen yukaridaki teoremin bir genellemesi olan asagidaki teorem

Khan (1980) tarafindan verilmistir.

Teorem 2.3.17: (X, d) bir tam ve smirli 2-metrik uzay ve f:(X,d) — (X, d) bir
yoriingesel siirekli doniisiim olsun. Eger her x, y, z € X i¢in a,,0,,03,3, a;+o,+os > B,

B- 0, >0, B - 03 > 0 kosullarini saglayan reel sayilar olmak tizere f dontistimii
al d(f(X), f(Y)a Z) +a2d(xa f(X), Z) +a3d(Y> f(y)a Z)
-min{d(x, {(y), 2), d(y, {(x), 2)} <Bd(x, y, 2) (2.20)

esitsizligini saglamiyor ise her x € X i¢in {f"(x)} dizisi f fonksiyonunun sabit

noktasina yakmsar (Khan, 1980).
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Ispat: x, € X olsun. x,.; = f(x,), n = 0,1, ... seklinde olusturulan {x,} dizisini ele

alalim. Eger her n € N i¢in x,, = x,,;, ise {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu agiktir

ve bu durumda {x,} dizisi f fonksiyonunun sabit noktasina yakinsar. Her n = 0,1, ...

i¢in X, # X, oldugunu kabul edelim. Esitsizlik (2.30) da x = x,_; Ve y = X, yazilirsa,

o d(f(xp-1), f(Xn), 2) F02d(Xn1> f(Xno1), 2) Fo3d(xy, f(X4), 2)
—min{d(X,.1, f(x,), 2), d(xp, f(xp.1), 2)} < Bd(Xpe15 Xn> 2)
= a;d(Xy, Xpr15 2) F0d(Xy 1, Xp, 2) F03d(Xy, Xpi15 2)
—min{d(X,.1, Xp+1, 2), d(Xy, Xy, 2)} < Pd(Xy.1, X, 2)

= (al +(13)d(Xn, Xn+1» Z) < (B' aZ)d(Xn-l > Xns Z)

ﬁd(xna Xn+1» Z) < (B- =2 ) d(xn-l » Xns Z)

o to3

esitsizligi elde edilir. q :f-Ta: < 1 alinrrsa,
1703

d(xns Xnt1, 2) < qd(Xpo1, Xp, 2)

olur. Bu sekilde devam edilirse,

d(xy, Xp41, 2) < q"d(xg, Xy, 2)

esitsizligi elde edilir. d bir 2-metrik oldugundan Kosul (2M4) den
d(Xn,» Xni25 2) < d(Xy, Xpi2, Xne1) + dXns Xni15 2) + dXni1, Xpio, 2)

= d(Xp, Xp1, Xp2) + 2t AKprs Xiere1> 2)

elde edilir. Ayrica Esitsizlik (2.30) da X = x,,, Y= X,11, Z = X,, yazilirsa,
oy d(f(xp), f(Xni1), Xn) Fopd(Xp, (x4, Xp) +o3d(Xnir, f(Xn11), Xn)
-min{d(x,, f(xp+1), Xp), d(Xpir, fx0), X} < Bd(Xpy Xps1, X))

= (05 d(xn+1 s Xn+25 Xn) "F(Izd(Xn, Xn+1» Xn) +(X3d(Xn+] > Xn+25 Xn)
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'min{d(xna Xn+25 Xn)a d(xnﬂ > Xn+1s Xn)} < Bd(Xn, Xn+1» Xn)
= (0 F03)d(Xp, Xpi15 Xpi2) <0

elde edilir. a;+a;>0 oldugundan d(x,, X,:1, X,+2) = 0 olur. Bu durumda, Esitsizlik
(2.22) den

d(Xn, Xn+25 Z) S ZE:O d(xn+r: Xntr+1s Z)
elde edilir. Benzer islem tekrarlanirsa,
d(Xn: Xn+3» Z) S Zrlzo d(Xn+3: Xntrs Xn+r+1) + Z%:O d(Xn+r> Xntr+1s Z) (223)

elde edilir. Yine d(X,:3, Xy Xp1) = 0Ve d(Xpi3, Xpi1»> Xpe2) = 0 oldugu benzer

islemlerle gosterilir. Bu durumda, Esitsizlik (2.23) den

d(xm Xn+35 Z) S ZrZ:O d(Xn+r: Xntr+1 Z)

elde edilir. Benzer islem tekrarlanirsa p > 0 igin

-1
d(xna Xn+pa Z) SZI::O d(XnJrra Xntr+1s Z)

elde edilir. O halde, p > 0 i¢in Esitsizlik (2.21) den
d(xn, Xnips z) < 1qqu(x0, Xy, Z)

elde edilir. n— o icin  limit  almmsa  q€[0,1)  oldugundan
d(Xp» Xnrps Z)S% d(x,x1, 2)—0 olur. O halde {x,} bir Cauchy dizisidir. (X, d) tam 2-
metrik uzay oldugundan x, — x olacak sekilde bir x € X vardir. Bu durumda, her
z€X i¢in  d(f"(xg),x,z) =0 dir. f yoriingesel siirekli oldugundan
d(f(f"(x0)), f(x),z) — 0 dir. Bu durumda f(x) = x olur. Yani x noktast f

fonksiyonunun sabit noktasidir.
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3. BULANIK 2-METRIK UZAYLAR

Bu boliimde Sharma tarafindan 2002 yilinda tanimlanan bulanik 2-metrik kavrami
tanitilacaktir ve temel Ozellikleri ile birlikte incelenecektir. Daha sonra, Das ve Saha
(2013, 2016), Yadav ve Thakur (2013) tarafindan bulanik 2-metrik uzaylarda elde

edilen baz1 sabit nokta teoremleri verilecektir.
3.1. Bulamk 2-Metrik Uzay Tammm ve Temel Ozellikleri

Tanim 3.1.1: X bostan farkli bir kiime ve = siirekli bir t-norm olsun.
M : XxXxXx[0,00)—[0, 1] doniisiimiine X {izerinde bir bulanik 2-metrik denir :

Herx,y, z,u € Xve t;, t,, t3 > 0 i¢cin asagidaki kosullar saglanir.

(BM1) M(x,y,z 0)=0.

(BM2) x,y,znoktalarindan en az ikisi birbirine esit ise her t > 0 icin M(x, y, z, t) = 1.
(BM3) M(x,y,zt)=M(,zy,t)=M(y,z X t).

(BM4) M(x,y,u,t;) * M(x,u,z,t,) * M(u,y, z, t3) <M(X, v, Z, t;+t,+t3).
(BM5) M(x,vy, z, ) : [0,00)—[0,1] soldan siireklidir.

Bu durumda (X, M, x) iglisiine bulanik 2-metrik uzay adi verilir. Buradaki
M(X,y, z, t) degeri kdse noktalar1 x, y, z olan {iggenin alanmnin t’den kii¢iikk olma

olasiligi olarak diisiiniilebilir (Sharma, 2002).

Omek 3.1.2: d, X iizerinde bir 2-metrik ve a *xb=ab olmak iizere

My :XxXxXx[0,00)—[0, 1] doniisiimii asagidaki sekilde tanimlansin.

t
My(x,y,z, t) =3t +dxy,2)’
0, t=01ise

t>0 1se
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Kolaylikla goriilmektedir ki, My doniisiimii X tizerinde bir bulanik 2-metriktir. Yani
her 2-metrik yardimiyla bir bulanik 2-metrik iretilir. Bu sekilde iretilen bulanik 2-

metrige, d 2-metrigi tarafindan {iretilen standart bulanik 2-metrik adi verilir (Saha,
2016).

Lemma 3.1.3: (X, M, #) bir bulanik 2-metrik uzay olsun. Bu durumda
M(X,y, z, -):(0, ©0)—[0,1] fonksiyonu azalmayandir (Sharma, 2002).

Ispat: Varsayalim ki, s, t > 0, s > t iken M(X, y, z, t) > M(X, Y, Z, s) olsun. Bu durumda,

M(X, y, z, t) > M(X, y, Z, S) EM(X, y, y,%-i) * M(X, y, z, t) * M(y, Y, z,%-%)

2
>1+*M(X Y,z t)*1=M(XY,zt)

olur. Bu ise geliskidir. Dolayisiyla M(x, y, z, ) azalmayan bir fonksiyondur.

Tanim 3.1.4: (X, M, *) bir bulanik 2-metrik uzay, x€X ve 0 <r < 1 olsun. Bu durumda,

her t > 0 igin
B, 1, ) ={ yeX | M(x,y, 2z t) > 1-1,V zEX }

seklinde tanimlanan kiimeye t’ye gore x merkezli ryarigapli agik yuvar denir

(Shrivastava, 2016).

Sonug 3.1.5: (X, M, *) bir bulanik 2-metrik uzay olmak tizere

v ={ASX|Vx€EAi¢inIt>0vere€(0,1):B(x,r,t) € A}

seklinde tanimlanan Ty ailesi X iizerinde bir topolojidir (Shrivastava, 2016).

Tanim 3.1.6: (Yakinsak Dizi) (X, M, ) bir bulanik 2-metrik uzay, {x,} < X bir dizi

ve xeX olsun. Her zeX ve t > 0 i¢in lim M(x,, x, z, t) = 1 oluyorsa {x,} dizisine x
n—oo

noktasina yakinsaktir denir ve bu durum lim x, = x veya x, — x ile gosterilir (Sharma,

n—oo

2002).

Lemma 3.1.7: Bir bulanik 2-metrik uzayda yakinsak her dizinin bir tek limit noktasi
vardir (Singh ve dig., 2007).
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Tanim 3.1.8: (Cauchy Dizisi) (X, M, *) bir bulanik 2-metrik uzay ve {x,} S X bir
dizi olsun. Her zeX, t >0, p > 0 icin lim M(x,, X, z, t) = 1 oluyorsa {x,} dizisine
n—oo

bir Cauchy dizisi ad1 verilir (Sharma, 2002).

Tanim 3.1.9: (Tam Bulanik 2-Metrik Uzay) (X, M, *) bir bulanik 2-metrik uzay olsun.
Eger X’deki her Cauchy dizisi bu uzaydaki bir noktaya yakinsak ise (X, M, *) bulanik

2-metrik uzayina bir tam bulanik 2-metrik uzay ad1 verilir (Sharma, 2002).

Sonug 3.1.10: (X, d) bir 2-metrik uzay olsun. Bu durumda (X, My, *) standart bulanik
2-metrik uzaymin tam olmasi igin gerek ve yeter kosul (X, d) 2-metrik uzaymm tam

olmasidir.

Tanmm 3.1.11: (X, M, *) bir bulanik 2-metrik uzay olsun. Eger X’ deki her {x,}
dizisinin X’ de yakinsak olan bir {xnk} alt dizisi varsa (X, M, *) bulanik 2-metrik
uzayina kompakt denir (Das ve Saha, 2013).

Tanim 3.1.12: (X, M, %) bir bulanik 2-metrik uzay ve {x,}, {yn} C X dizileri sirastyla
X’deki x ve y noktalarma yakinsak olsun. Eger her z€X ve t > 0 icin
lim M(xn,yn, z, t) =M(x,y, z, t) ise M doniisiimiine X tzerinde siireklidir denir
n—o0

(Singh ve dig., 2007).

Tanmm 3.1.13: (X, M, %) bir bulanik 2-metrik uzay, f: (X, M, *)—(X, M, =) bir
fonksiyon ve x € X olsun. (X, M, *)’daki x, — x kosulunu saglayan her {x,} dizisi

icin f(x,) — f(x) kosulu saglaniyorsa f fonksiyonuna x noktasinda siireklidir, denir.

Eger f fonksiyonu her x € X noktasinda siirekli ise bu f fonksiyonuna X iizerinde

stireklidir denir (Al-Mayahi ve Ibrahim, 2013).

Not 3.1.14: Bu kisimdan itibaren (X, M , *) bulanik 2-metriginin Tanim 3.1.1°deki

kosullara ek olarak

(BM6) tlim M(x,y,z t)=1

kosulunu da sagladigi kabul edilecektir (Sharma, 2002).
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Lemma 3.1.15: (X, M, ) bir bulanik 2-metrik uzay olsun. Her x,y,zeX (z#x, z£y) ve

t>0icin q € (0,1) olmak tizere

M(x, y, z, qt) > M(x, y, z, t)

esitsizligi saglantyor ise X =y dir (Sharma, 2002).

Ispat: M azalmayan bir fonksiyon oldugundan, t > 0 i¢in q € (0,1) iken
M(x,y, z, t) > M(x, y, z, qt)

olur. Hipotezden

M(x,y,z t) > M(X,y, z, qt) > M(x, y, z, 1)

dir. Buradan M(x,y,z t) = M(X,y, z qt) olur. O halde M(x,y, z, ) sabit bir
fonksiyondur. tlim M(X, y, z, t)=1 oldugundan her t > 0 i¢in M(x, y, z, t)=1 dir. z#x

ve z#y oldugundan x=y olur.

Lemma 3.1.16: (X, M, %) bir bulanik 2-metrik uzay ve {x,} € X bir dizi olsun. Her
zeX, t >0 ve p > 0 i¢in asagidaki esitsizlik saglanir (Das ve Saha, 2013).

t t
M(Xn’ Xn+pa z, t) >M (Xna Xn+1s Xn+pa 2(p-1)+1) * M (Xn+] > Xn+25 Xn+pa 2(p-1)+1)

t t
* ok M Xpipaas Xnip-1s Xntps 5o ) * M X, Xpi15, 2, 5——
2(p-1)+1 2(p-1)+1

t t
* M (Xn+1, Xnt25 Z, —Z(p-1)+1) *..x M (Xn+p-1’ Xnp> 25 2(p-1)+1)

t
* M (Xn+p-1: Xntps Zs m)

Lemma 3.1.17: (X, M, *) bir bulanik 2-metrik uzay ve {x,} € X bir dizi olsun. Her

t >0 ve neN igin
M(Xn+27 Xr1+1: z, qt) Z M(Xn+1: er z, t) (31)

olacak sekilde bir q € (0,1) mevcut ise {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir (Sharma, 2002).
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Ispat: {x,}, (X, M, *) bulanik 2-metrik uzayinda bir dizi, t >0 ve q € (0,1) olsun.
Esitsizlik (3.1) de n= 1 i¢in

M(X3’ X2, Z, qt) 2 M(X25 X1, Z, t)

olur. n=2 i¢in
t
M(X4’ X3, Z, qt) > M(X3a X2, Z, t) > M (XZJ X1, Z, a)
olur. Bu durumda, n igin
M(Xn+2: Xn+1: z, t) Z M (X25 Xl: Z, q_tn) (32)

elde edilir. Lemma 3.1.16°den her zeX, t >0 ve p > 0 i¢in

t

) M (s S S )
2(p_1)+1 n—1i» “nris *nrps

M(Xna X1‘1+p: Z, t) >M (XH’ Xn+1s Xn+p’ 2(p-D+1

t t
*...xM Xnt+p-2> Xntp-15> Xntps 57 1.7 * M Xns Xnt+1sZs 5~ o
p p P2 2(p-1)+1 2(p-1+1

. t
* M (Xn+1 > Xnt+25 Z, —Z(p-1)+1) *...xM (Xn+p-1 > Xn+p> 25 2(p-1)+1)

t
* M (Xn+p-la Xntps> Zs m)

t

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte t,= TR

yazilir ve (3.2) esitsizligi goz Oniine

alnirsa,
to to
M(Xn’ Xnt+p> 2o t) >M (XZa X15 Xn+ps q"_'l) *M (XZa X15 Xn+ps q_“)
* M D)% «M 0 VM o
X2, X1, Xn+p’ q““ X2, X1» Xn+pa qn+p_3 X2, X1, Z, q“"
x M L)« M Lo M 0
X2, X1, Z, q® * X2, X1, Z, qn+| * 0K Xn+p-1: Xn+p: z, qn+p_2

to
* M (Xn+p-1 ’ Xn+p’ z, qn+p_2)

elde edilir. n — oo i¢in limit alinirsa Kosul (BM6) dan
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lim M(xn,xn+p,z, t)z 1x1x..x1=1

n— oo

elde edilir. O halde {x,} bir Cauchy dizisidir.
3.2. Bulanik 2-Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 3.2.1: (X, M, *) bir tam bulanik 2-metrik uzay ve f: (X, M, *)— (X, M, %) bir

fonksiyon olsun. Eger her x,y,zeX i¢in k € (0,1) olmak {izere
M(f(), £(y), z, kt) = M(x, y, z, t) (3.3)

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktas1 vardir (Das ve Saha,
2013).

Ispat: x€X olsun. Her neN i¢in x, = f" (x) seklinde tanimlanan {x, } dizisini ele alalim.

Her t > 0 ve neN i¢in

M(Xp+25 Xpt15 2, kt) = M(f(x11), £(x,), 2, kt) = M(Xpe15 Xn, 2, D)
oldugundan k € (0,1) iken

M(Xp 12, Xni1» Z, kt) > M(Xy41, Xy, Z, 1)

elde edilir. Bu durumda Lemma 3.1.17°den {x,} bir Cauchy dizisidir. (X, M, %) tam
bulanik 2-metrik uzay oldugundan x, — y olacak sekilde bir yEX vardir. Buradan her

ZeX i¢in
12 M), v, 2, 0 = M (), y. £(x,).5) * M (£, 1x,), 2. 5) + M £x,), ¥ 2 5)

> M (). ¥ 50v1.5) * M(% %02 5p) * M(xenyi2§) 21010151

olur. Yani zeX i¢in M(f(y), vy, z, t) = 1 elde edilir. Bu durumda f(y) = y dir. O halde

y noktasi f fonksiyonunun bir sabit noktasidir.

Tekligi ispatlamak icin x ve y’nin f fonksiyonunun birbirinden farkli iki sabit noktasi

oldugunu kabul edelim. z € X (z #x, z # y) noktasi i¢in

M(x, y, z, t) = M(f(x), f(y), z,t) > M (x, Y, Z, i) =M (f(x), f(y), z, i)
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>M (X, Y, Z, k%) =M (f(x), f(y), z, k%) >M (x, y, Z, k%) =M (f(x), f(y), z, k%)
> ... ZM(X, Y, z,kLn)

olur. n — oo igin limit aliirsa Kosul (BM6) dan M(x, y, z, t) > M (x, Y, Z, k_t“) —1

saglanir. Yani zeX i¢in M(x,y,z t) = 1 dir. Bu ise x = y olmasin1 gerektirir.

Dolayisiyla f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Lemma 3.2.2: (X, M, %) bir bulanik 2-metrik uzay ve {x,},{y,} S X dizileri sirasiyla

X’deki x ve y noktalarina yakimsak olsun. Bu durumda her zeX, t >0 ve 0 <s <t i¢in

asagidaki 6zellikler saglanir (Das ve Saha, 2013).

(1) lim inf M(x,, Y., 7, t) >M(x,y,2t-s) (3.4)
(2) lim sup M(x,, Yo 7, t) <M(X,y, 2 t+5) (3.5)
Ispat:

(1) x,y,z€ X, lim x, = x ve lim y_=y olsun. Kosul (BM4) den,
n—oo n—oo

M(xn,yn, zZ, t) >M (xn,yn, X, i) * M (xn, X, Z, 3) * M (x, Y, Zt -%)

>M (xn,yn, X, i) * M (xn, X, Z, 3) * M (x, Yo, Y 3) * M(X,y,2,t-8)

"M(y.5,2 )

= lim infM(xn, Y., 7, t) >l *1lx1xM(X,y,2z,t-s) *1=M(X,y,2t-s)

n—o0

(2) (1)’e benzer sekilde ispatlanir.

Sonug 3.2.3: (X, M, *) bir bulanik 2-metrik uzay ve {x,}, {yn} C X dizileri sirastyla

X’deki x ve y noktalarina yakisak olsun. Bu durumda her z € X, t >0 ve 0 <s <ti¢in

asagidaki 6zellikler saglanir (Das ve Saha, 2013).
(1) lim infM(xn, Y., 7, t) >M(X,y,zt) (3.6)
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(2) lim sup M(x,, ,, 2, t) <M(x, ¥, z, ') (3.7)

Ispat: M(x, y, z, -) fonksiyonunun soldan siirekli oldugu kullanilarak Esitsizlik (3.4)

ve (3.5) de s — 0 i¢in limit alinirsa,

lim infM(xn, Y., 7, t) >M(X, y, z,t) ve lim sup M(xn, Y., 7, t) <M(X,y, z t")
n—oo

n—oo

elde edilir.

Teorem 3.2.4: (X, M, %) bir kompakt bulanik 2-metrik uzay ve f:(X, M, *)— (X, M,*)
bir fonksiyon olsun. Eger her X, y, z € X, X#Y # Z i¢in

M(f(x), f(y), z, t) > M(x, y, z, t) (3.8)

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir (Das ve Saha,
2013).

Ispat: x € X olsun. Her n € N i¢in x, = f"(x) seklinde tanimlanan {x,} dizisini ele
alalm. {x,} dizisinde her n € N i¢in x, # x,.; oldugunu kabul edelim. Aksi halde
X, noktast f fonksiyonunun sabit noktast olur. Ayrica her m # n i¢in x, # x,,, olsun.

Aksi taktirde m > n i¢in
M, Xnt15 Zo ) = MKy Xope15 20 ) > M1 X, 2, ) >0 > M(Xg, Xpe1, 2, 1)

elde edilir. Bu ise celiskidir. (X, M, *) kompakt bulanik 2-metrik uzay oldugundan

{x,} dizisinin yakimsak bir {x, } alt dizisi vardir. lim x,. =y, y € X olsun. Varsayalim
n—oo

Ki, her i € N i¢in y, f(y) # x,, olsun. Esitsizlik (3.8) den
1 Z M(f(xni)a f(Y)a Z’ t) > M(Xni5 Y> Za t)

elde edilir. Her ze X ve t > 0 i¢in i—oo iken limit alinirsa M(xni,y, z, t) -1
oldugundan lim M(f(x,,), f(y), z, t)=1 dir. Yani, limf(x, )=f(y) olur. Benzer

sekilde

1>M(f(x,), £2(), 2, ) > M(f(x,), f(y), , t)
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elde edilir. Her z € X ve t > 0 igin i—oo iken limit alinrsa M(f(x,), f(y), z, t) > 1
oldugundan lim M(f(x,), f*(y), z t)= 1 dir. Yani lim f*(x, ) = £ *(y) saglanir. Bu
1—00 1>

durumda, {M(xni,f(xni),z, t)} ve {M(f(xni),fz(xni),z, t)} dizileri ayni noktaya

yakmsar. O halde, her z € X ve t > 0 igin

My, f(y), z, t) > lim sup M(x,,, f(x,,), 2, t) = lim sup M(f(x,,), £*(xy,), 2. 1)
> lim inf M(f(x,,). 2(xy,)> 2, t) =M(f(y), £*(y), 2, 1)

elde edilir. Yani her z € X ve t > 0 i¢in

MG, £(y), 2 ) = M(f(y), (), 2, )

olur. Eger f(y) #y ise her z€ X ve t > 0 i¢in M(y, f(y), z,t) < M(f(y), £? (), z, t)
bulunur. Bu ise ¢eliskidir. Bu durumda f(y) = y olmalidir. O halde y, f fonksiyonunun

sabit noktasidir.

Tekligi ispatlamak i¢in x ve y’nin f fonksiyonunun birbirinden farkli iki sabit noktasi

oldugunu kabul edelim. z € X (z #x, z # y) noktast i¢in
M(x, y, z, ) = M(f(x), f(y), z, ) > M(x, , z, 1)
elde edilir. Bu ise kabul ile ¢elisir. O halde, f fonksiyonunun bir tek sabit noktas1 vardir.

Teorem 3.2.5: (X, M, %) bir tam bulanik 2-metrik uzay ve f: (X, M, *)— (X, M, %) bir
fonksiyon olsun. Eger her X, y, ze€ X i¢int=t, +t,,a+ b=1ve 0 <k <1 olmak

uzere,

M?(f(x), f(y), z, t) > M? (x, Y, Z, li—'a) +M (x, f(x), z, li—i) .M (y, f(y), z, li_i) (3.9)

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir (Yadav ve Thakur,
2013).

Ispat: x € X olsun. Her n € N i¢in x,.; = f"(x) seklinde tanimlanan {x,} dizisini ele

alalim. Esitsizlik (3.9) dax =x,_;, y = X,, t;= at, t,= bt yazilirsa,
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M2 (Fxp-1). 100, 22 0 = M (X0 %0 2, )
+M (xn_l , T(x0.1), 2, :—;) .M (xn, f(x,), z, :—;) >M? (Xn-l , Xup» Z, i)

t
+M (Xn-l » Xns Z, E) . M(Xna Xn+1s Z, t)

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi M2 (xn_l, Xy, 7, i) ile boliniirse,

2 t t
Mz(f(Xn_l), f(Xn), z, t) S M (Xn-la Xns Z, E) N M (Xn-la Xns Z, E) . M(Xn: Xnt+1s Zs t)

M? (xn_l, X, Z, %) M2 (Xn_l, X, Z, %) M? (Xn-la Xn> Z, %)

elde edilir. Buradan,

M2 (f(xn-1)7 f(Xn), z, t) < M(Xna Xn+1s Z, t)
M2 (Xn-l » Xns Z, %) - M (Xn-l > Xns Z, %)

M Xy, Xp+1, 2, 1)
t
M(Xn—l > Xn» Z, E)

olur. r= alinirsa 12 - r - 1 >0 bulunur. Varsayalim ki, r < 1 olsun. Bu

durumda, r > 0 oldugundan 1> -r <0 = 1? - r - 1 <0 olur. Bu ise celiskidir. O halde

M(Xp, Xp+1, Z, 1)

t
M(Xn—l > Xn» Z, E)

r > 1 olmalidir. Yani > 1 dir. Buradan

t
M(Xna Xn+1s Z, t) > M (Xn-la Xns Z, E)

oldugu goriiliir. Bu durumda Lemma 3.1.17°den {x,} bir Cauchy dizisidir. (X, M, x)
tam bulanik 2-metrik uzay oldugundan x, — y olacak sekilde bir y € X vardir.

Buradan her z € X ve t > 0 i¢in

M (y, (), 2, ©) = lim M*(f(x,), f(¥), z 1)

> lim <M2 (xn, Y, Z, i) +M (xn, f(x,),z, i) .M (y, f(y), z, i)) =1+ M(y, f(y), z, i)

n—o0

elde edilir. Yani her z€ X ve t > 0 icin M?(y, f(y), z, t)=1 bulunur. Bu durumda
f(y) = y olur. O halde y, f fonksiyonunun sabit noktasidir.

50



Tekligi ispatlamak i¢in x ve y’nin f fonksiyonunun birbirinden farkl iki sabit noktasi

oldugunu kabul edelim. z € X (z #x, z # y) noktasi i¢in

M2(x, v, z, t) = M*(f(x), f(y), z, t)> M? (x, y, Z, i) +M (x, f(x), z,i) .M (y, f(y), Z,i)
=M? (x, Y, Z, i) +M (x, X, z,i) .M (y, Y, z,£)= M (X, Y, Z, £)+ 1> M? (X, Yy, Z, i)
elde edilir. Buradan ise M(x,y, z t)>M (x, Y, Z, i) olur. Bu durumda Lemma

3.1.15°den x=y olur. O halde, f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardur.

Uyar1 3.2.6: Teorem 3.2.5’deki Esitsizlik (3.9) da t, =0 ve t; = at alinirsa, Teorem
3.2.51le Teorem 3.2.1 gakisir (Yadav ve Thakur, 2013).

Teorem 3.2.7: (X, M, *) bir tam bulanik 2-metrik uzay ve f: (X, M, *)— (X, M, %) bir

fonksiyon olsun. Eger her X, y, z € X, t > 0 ve her neN igin k,€(0, ©) olmak iizere,
M(f"(x), f"(y), z, k,t) > M(x, y, z, ) (3.10)

esitsizligi saglaniyor ve k, — 0 (buradaki yakinsaklik R’nin (0, ) altuzay

topolojisine gore) ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir (Saha, 2016).

Ispat: x € X olsun. Her n € N i¢in x, = f"(x) seklinde tanimlanan {x,} dizisini ele

alalim. Herz € X, t >0 ve p > 0 i¢in
t t
1= M(Xn: Xntp> 2o t) >M (Xn: Xn+15 Xntpo m) * M (Xn+1 > Xn+25 Xntpo m)

t t
*...xM (Xn+p-2> Xn+p-1> Xn+pa 2(p-1)+1) * M (Xna Xn+15 2, 2(p-1)+1)

t t
* M (Xn+l > Xp+25 Z, 2(p-1)+1) ¥k M (Xn+p'1 2 Xn+p’ Z 2(p-1)+1)

t
* M (Xn+p-1> Xntps> Zs m)

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte ty, = yazilir ve Esitsizlik (3.10) gbz 6niine

2(p-1)+1

alinirsa,
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to to
1= M(Xna Xntps 2o t) > M(Xa X15 Xptpo k_) * M (X, X15 Xn+ps E)
n n

to to to
* M(x, X15 Xntps —) *,.. % M(x, X1 Xp+ps E) * M(x, X1, Z, k—)
n+p- n

kn+2

n+1 n+2

* M(x, X1, Z, kto ) * M(x, X1, Z, kt—o) * ..k M(x, X1, Z, k;ﬁ)
olur. n — oo igin limit alinirsa k,, — 0 oldugundan Kosul (BM6) kullanilarak,

lim M(xn,xn+p,z, t)z 1x1x..x1=1

n— oo

elde edilir. O halde {x,} bir Cauchy dizisidir. (X, M, *) tam bulanik 2-metrik uzay

oldugundan x,, — y olacak sekilde bir y € X vardir. Buradan her z € X ve t > 0 igin
t t t
1 > M(Y> f(Y)a z, t) > M (Y> f(Y)a Xn+1s g) * M (Y> Xn+1s Z, g) * M (Xn+19 f(Y): z, g)

>M (xnﬂ .y, 1(y), %) * M (Xn+l ' Y> Z, %) * M (X“’ M 3qu)

elde edilir. x, — y oldugundan 1 = M(y, f(y), z, t) = 1 * 1 * 1 = 1 saglanir. Yani her
z € X vet>0igin M(y, f(y), z,t) = 1 bulunur. Bu durumda f(y) = y olur. O halde vy,

f fonksiyonunun sabit noktasidir.

Tekligi ispatlamak i¢in x ve y’nin f fonksiyonunun birbirinden farkl iki sabit noktasi
oldugunu kabul edelim. Bu durumda " (x) = x ve f"(y) = y olur. Her z € X (z#£x, z#Y)

noktasi i¢in
12M(xy. 2 ) =ME"®), £'). 2 0 > M (x. v, 2.

dir. n — oo igin limit alinirsa Kosul (BM6) dan 1 > M(x, y, z, t) > M (x, Y, Z, k_t") —1

elde edilir. Yani her z € X i¢in M(X, y, z, t) = 1 dir. O halde x = y olur. Dolayisiyla

f fonksiyonunun bir tek sabit noktas1 vardir.

Uyar1 3.2.8: Teorem 3.2.7°de n = 1 alinmast durumunda Esitsizlik (3.10) Teorem
3.2.1°deki Esitsizlik (3.3) i gerektirmez. Clinkii, bu durumda k; <1 olmasi garanti
edilemez (Saha, 2016).
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Ornek 3.2.9: Ornek 2.1.21°de verilen (X, d) tam 2-metrik uzayini ele alalim. M, d 2-
metrigi tarafindan tiretilen standart bulanik 2-metrik olsun. Bu durumda (X, My, *) bir
tam bulanik 2-metrik uzaydir. f: X = X, f(x) = 1 fonksiyonu verilsin. Bu durumda her
X, ¥, Z€X, t>0ve 0 <k <1 i¢in My(f"(x), £"(y), z, k" t)=1 olur. Ayn1 zamanda
N— oo i¢in k"— 0 dir. Buradan f fonksiyonunun Teorem 3.2.7’nin biitiin kosullarm1
sagladig1 goriilmektedir. Ayrica 1 € X noktasi f fonksiyonunun bir tek sabit noktasidir
(Saha, 2016).

Teorem 3.2.10: (X, M, *) bir tam bulanik 2-metrik uzay, f: (X, M, *)— (X, M, %)
siirekli bir fonksiyon ve {x,}, {y }< X iki dizi olsun. Her x, y, z€ X, t >0 ve 0 < k <1

i¢in
M(f"(x), f"(y), z, kt) > M(x, y, z, 1) (3.11)

olacak sekilde bir m € N meveut olsun. Egerherz € X vet>0 icinx, — Xvey —y
iken M(xn, V.7 t) — M(X, v, z, t) kosulu saglaniyorsa f fonksiyonunun bir tek sabit
noktasi vardir (Saha, 2016).

Ispat: B ;=™ diyelim. x € X ven € Nalahm. Herz€ X, t >0 ve 0 <k <1 i¢in
M(B“(f(x)), B"(x), z, knt) > M(B"'1 (f(x)), B"!(x), z, k"'lt)
>M(B"?(f(x)), B"(x), z, k"?t) > ... > M(f(x), x, z, 1) (3.12)

elde edilir. Teorem 3.2.1’in ispatindaki benzer islemler yapildiginda {B"(x)} dizisinin
bir Cauchy dizisi oldugu goriiliir. (X, M, *) tam bulanik 2-metrik uzay oldugundan
B"(x) — y olacak sekilde bir y € X vardir. Ayrica y noktast B’nin bir tek sabit

noktasidir. f fonksiyonu siirekli oldugundan f(B“ (x)) =B" (f(x)) — f(y) dir. Bu

durumda hipotezden, her z € X ve t > 0 igin
M(B"(f(x)). B"(x), 2. t) — MC(f(y). y. z. 1)
elde edilir. Esitsizlik (3.12) den

1>M(B"(f(x), B"(x), z, 1)) =M (f(x), X, 2, ki)
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elde edilir. Her ze X ve t > 0 i¢in n—oo iken limit alinirsa M(f(x), X, z,kin) -1

oldugundan lim M(B"(f(x), B"(x), z, t)) =1 dir. Yani M(f(y), y, z, t) = 1 olur. Bu
n—oo

durumda f(y) = y olur. O halde y, f fonksiyonunun sabit noktasidir.

Tekligi ispatlamak icin x ve y’nin f fonksiyonunun birbirinden farkli iki sabit noktasi

oldugunu kabul edelim. Bu durumda f{x) =x oldugundan B(x)=f"(x)=f"" (x)= ... =x

olur. B’nin bir tek sabit noktasi oldugundan X = y olmalidir. Dolayisiyla f

fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Tanim 3.2.11: (X, M, *) bir bulanik 2-metrik uzay, € >0 ve x =Xy, X{, X3, ..., X,= Y
X’de sonlu bir dizi olsun. Egerherz € X, t>0vei=1,2,...,ni¢in M(x;_, X, z, t) >1-¢
oluyorsa bu diziye x’den y’ye bir g-zincir denir. Her X, y € X i¢in (X, M, *) bulanik 2-
metrik uzaymnda x’den y’ye bir g-zincir mevcut ise bu bulanik 2-metrik uzaya e-

zincirlenebilir uzay adi verilir (Saha, 2016).

Tanim 3.2.12: (X, M, *) bir bulanik 2-metrik uzay, f : (X, M, *)—(X, M, %) bir

fonksiyon olsun. Eger her x, y, z € X, t>01i¢in € >0, 0 <X < 1 olmak {izere
M(x, y, z, t) > 1-g olmas1t M(f(x), f(y), z, t) > M (x, Y, Z, i) (3.13)

olmasini gerektiriyor ise f’ye (e-A)-diizgiin yerel daraltan doniisiim ad1 verilir.
(e-\)-diizgiin yerel daraltan her doniistimiin siirekli oldugu agiktir (Saha, 2016).

Ornek 3.2.13: Ornek 2.1.21°de verilen (X, d) tam 2-metrik uzayin ele alalm. My, d
2-metrigi tarafindan iiretilen standart bulanik 2-metrik olsun. Bu durumda (X, My, *)
bir tam bulanik 2-metrik uzaydir. f: X — X, f(x) = 1 fonksiyonu verilsin ve &> 0,

O0<A<lolsun. x,y,z€X, t>0i¢in My (%, y, z, t) > 1-¢ verilsin. Bu durumda,

Md (f(X), f(Y)a z, t) = Md(l’ la Z, t) =1 > Md (Xa Y, Zai)

elde edilir. O halde f, (e-A)-diizgiin yerel daraltan doniistimdiir (Saha, 2016).
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Teorem 3.2.14: (X, M, %) bir tam, e-zincirlenebilir bulanik 2-metrik uzay ve
f: (X, M, x)— (X, M, *) bir (e-A)-diizgiin yerel daraltan doniisiim olsun. Bu durumda
f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir (Saha, 2016).

Ispat: x€X noktasini alalim. f(x) # x olsun. Aksi taktirde x noktas1 f fonksiyonunun
sabit noktasi olur ve ispat tamamlanir. (X, M, *) e-zincirlenebilir bulanik 2-metrik uzay
oldugundan £ >0 olmak tizere herz € X, t>0vei=1,2, ..., ni¢in M(x;_, X;, z, t) >1-¢

olacak sekilde x’den f(x)’e bir x =X, X, X,, ..., X,= f(x) e-zincir vardir. Ik olarak,

her m pozitif tamsayis, Z€ X, t>0vei=1, 2, ..., n igin

M (%), (%)), z, t) > M (xi_l, Xi, Z, me) (3.14)
esitsizliginin saglandigini tiimevarim yontemi ile gosterelim. Esitsizlik (3.13) den
M(fCxi 1) 1), 2,0 = M (x5, 2.

oldugundan m = 1 i¢in Esitsizlik (3.14) saglanmis olur. m-1 igin Esitsizlik (3.14) iin

saglandigini kabul edelim. Yani,
M(fm-] (Xi.l)a fm'l (Xi)’ Z, t) >M (Xi-l » Xi, Z, Xm%) (315)
olsun. Bu durumda, Esitsizlik (3.13) ve (3.15) kullanilarak m igin,
t m m
L-e <M (X, %, 255) <M (f0x0), fx), z,7) <ME" (i), £706), 2,0

elde edilir. O halde, Esitsizlik (3.14) her m pozitif tam sayisi i¢in saglanmaktadir.
Lemma 3.1.16°den her z€X, t > 0 ve p > 0 i¢in

1> M(fm(x), "%, z, t) =M(f"(xo), f"(x,), z, t)

m m m t m m m t
M (£ Gxo)s £ G, £ G sy) * M(E™ G, £ G 7 G, 5)

o M G, £ G, £, M (£7(xo), £ (x)), 2

t
’2(p-1)+1) ’2(p 1)+1)

*...*M(f (x,1), £ (x,), 2, (f (x..1), £ (x,), F™(x,),

2(p 1)+1) 2(p 1)+1)

55



elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte t, = Ki)ﬂ yazilir ve Esitsizlik (3.14) g6z oniine

alinirsa,

1>M(f"(x), ™ (%), z, t) > M(xo, X, fm(xn),;—g) % M(Xl, %, fm(Xn),;—&)

m to to to
k.. % M(xn_z,xn_l,f (xn),x—m) * M(xo,xl,z,x—m) * M(XI:XZ:Za}L_m)

t t
*Lox M(Xn-laxn7 z, x_r(;) * M(Xn-laxna z, X_Om)
olur. m — oo i¢in limit alinirsa Kosul (BM6) kullanilarak her z€X ve t > 0 igin

lim M(f"(x), ™' (x), z,t) >1*1%..x1=1 (3.16)

elde edilir. Ayrica, Lemma 3.1.16°den her zeX, t >0 ve p > 0 igin

12M(F"00, £ 60, 7, = M(£700, £ (0, £ (95557

m+1 m+2 m+p t m+p-2 m+p-1 m t
* M (£7700, £7200, £ (0, 3 M (£ GO 006" (09, 555)

M (F7 60, 7 (0, 7,555

) #M(F" 60, £ 00, 2 5557)

m+p-1 m+p t m+p-1 m+p t
.00k M (f (X)a f (X)’ z, 2(p_1)+1) * M (f (X)’ f (X)’ Z 2(p-1)+])

t
2(p-1)+1

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte ry = yazilir ve Esitsizlik (3.16) goz oniine

alinirsa,

lim M(f"(x), f"P(x),z t) > 1 * 1 *...x1=1

elde edilir. O halde {f™ (x)} bir Cauchy dizisidir. (X, M, *) tam bulanik 2-metrik uzay
oldugundan f™(x) —y olacak sekilde bir y€X vardir. f siirekli oldugundan

f™1(x) - f{y) dir. Bu durumda f(y)=y olur. O halde y, f fonksiyonunun sabit

noktasidir.
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Tekligi ispatlamak i¢in x ve y’nin f fonksiyonunun birbirinden farkli iki sabit noktasi
oldugunu kabul edelim. (X, M, *) g-zincirlenebilir bulanik 2-metrik uzay oldugundan
€> 0 olmak tizere herz€ X, t>0vei=1, 2, ..., k icin M(w;_;, w;, z, t) >1-¢ olacak
sekilde x’den y’ye bir x = wy, Wy, Wy, ..., Wi,=y &-zincir vardir. Bu durumda, bir h

pozitif tam sayisi igin Lemma 3.1.16°den, her z€X, t> 0 ve p > 0 igin

1>M(x,y, z, t) = M(E"(x), £(y), z, t) = M(f"(wy), £ (W), z, 1)

>M(f (wo), £ (wy), £ (wy), e 1)+1) (f (wy), £ (w,), " (Wk)»z( 1)+1)

. *M(fh(sz) £ (Wi, £ (i), (fh(Wo) £ (w)), z,

>2(p 1)+1) 2(p 1)+1)

e M (W), £ (W), 7, M (£ (i), £ (W), 2

t
2(p-1)+1) ’ ’2(p 1)+1)

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte sy = yazilir ve Esitsizlik (3.14) g6z Oniine

t
2(p-1)+1

alinirsa,

1>M(x,y,z,t)>M (WO, Wy, fh(wk),;—g) * M (Wb Wo, fm(wk),;—ﬁ)
* L.k M(Wk_z, Wi1s fh(wk),;—?]) * M(WO, Wi, z,;—ﬁ) * M(Wb W, Z,;_g)

S0
¥k M(Wk-lawka z, Xh) * M(Wk-lawka z, F)

olur. h — oo igin limit alinirsa Kosul (BM6) kullanilarak her zeX ve t > 0 igin

hlim M(X,y,z,t) >1x1x*. . x1=1

elde edilir. Yani her z € X i¢in M(x, y, z, t)=1 dir. O halde x = y olur. Dolayisiyla f

fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.
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4. SEZGISEL BULANIK 2-METRIiK UZAYLAR

Bu boliimde, sezgisel bulanik 2-metrik uzaylar (Mursaleen ve Lohani, 2009), (Bakry,
2015) yapis1 temel 6zellikleri ile birlikte tanitilacaktir. Daha sonra, bulanik 2-metrik
uzaylarda verilen bazi sabit nokta teoremleri sezgisel bulanik 2-metrik uzaylara

genellestirilecektir.
4.1. Sezgisel Bulamk 2-Metrik Uzay Tanim ve Temel Ozellikleri

Tanim 4.1.1: X bostan farkl bir kiime, * siirekli bir t-norm ve < siirekli bir t-conorm
olsun. M, N : XxXxXx[0,00)—[0, 1] doniistimleri i¢in asagidaki 6zellikler saglansim.

Herx,y,z,u € Xve t, ty, t3 >0 i¢cin

(SBM1) M(x,y,z t) +N(x,y,z t) < 1.

(SBM2) M(x,y,z, 0) =0.

(SBM3) X,y,z noktalarindan en az ikisi birbirine esit ise her t > 0 i¢in M(x,y,z,t) = 1.
(SBM4) M(x,y, z, t) = M(x, z, y, t) = M(y, z, X, t).

(SBM5) M(X,y, z, t;ttr+t3) > M(X, y, u, t;) * M(x,u,z,t,) * M(u, y, z t3).
(SBM6) M(x,y, z, *) : [0,00)—[0,1] soldan siireklidir.

(SBM7) N(x,y,2z,0)=1.

(SBMB8)  x,y,z noktalarindan en az ikisi birbirine esit ise her t > 0 i¢in N(x,y,z,t) = 0.
(SBM9) N(x,vy,zt)=N(x,z1vy,t) =N(y, z, x, t).

(SBM10) N(X, vy, z, t;+t,+t3) < N(X, y, u, t;) ¢ N(x, u, z, t,) & N(u, y, z, t3).

(SBM11) N(x,vV, z, *) : [0,00)—[0,1] sagdan siireklidir.
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Bu durumda (M, N) ikilisine sezgisel bulanik 2-metrik ve (X, M, N, %, $) beslisine ise
sezgisel bulanik 2-metrik uzay denir. Buradaki M(x, y, z, t) ve N(x, y, z, t) degerleri

koseleri x, y, z olan {iggenin alanmin t’ye yakin ve uzak olma derecesi olarak

diistiniilebilir (Mursaleen ve Lohani, 2009) (Bakry, 2015).

Uyar1 4.1.2: Her bulanik 2-metrik bir sezgisel bulanik 2-metrik iiretir. Gergekten,
(X,M, %) bir bulanik 2-metrik uzay ve < t-conormu, x$y=1-[(1-x) * (1-y)] olarak
alinirsa (X, M, 1-M, *, $) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzaydir.

Ornek 4.1.3: (X,d) bir 2-metrik uzay, a *x b=ab, a ¢ b = min{l, a+b} ve
My, Ny 1 XxXxXx[0,00)—[0, 1] doniisiimleri asagidaki sekilde tanimlansin.

t
_ t>01
My(x,y,z, t) = {t+d(x,y, 2)’ 15¢ ,

0, t=0ise

d(x, y, z)

Ny(x,y, 2, t) = m

Bu durumda (X, My, Ny, *, ¢) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzaydir. Bu sekildeki
sezgisel bulanik 2-metrik uzaya, d 2-metrigi tarafindan iretilen standart sezgisel
bulanik 2-metrik uzay denir. Buradan goriiliir ki, her 2-metrik bir sezgisel bulanik 2-

metrik tiretmektedir.

Lemma 4.1.4: (X, M, N, *, $) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzay olsun. Bu durumda
M(x,y, z, ) : (0,000—[0,1] fonksiyonu azalmayan ve N(x,vy, z, *) : (0,00)—[0,1]
fonksiyonu artmayandir (Bakry, 2015).

Tanim 4.1.5: (X, M, N, *, &) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzay, xe X ve 0 <r<1

olsun. Bu durumda, her t > 0 igin
Bx, r,t)~{yeX|MX,y,zt)>1-1,NX,y,zt) <r,Vz€ X}

seklinde tanimlanan kiimeye t’ye gore x merkezli ryarigapli ag¢ik yuvar denir

(Mursaleen ve Lohani, 2009).

Sonug 4.1.6: (X, M, N, *, $) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzay olsun.
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TN = {AEX | Vx € Xigin 3t>0,r € (0,1) : B(x,1,t) € A}

seklinde tanimlanan 7y, ailesi X lizerinde bir topolojidir (Mursaleen ve Lohani,

2009).

Tanim 4.1.7: (Yakimnsak Dizi) (X, M, N, *, &) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzay,

{x,}J€X bir dizi olsun. Her zeX ve t > 0 i¢in lim M(x,, x,z,t) =1 ve
n—oo

lim N(x,, X, z, t) = 0 oluyorsa {x,} dizisine X noktasina yakinsaktir denir. Bu durum

n—oo

lim x,=x veya x, — x ile gosterilir (Mursaleen ve Lohani, 2009).

n—oo

Lemma 4.1.8: Bir sezgisel bulanik 2-metrik uzayda yakinsak her dizinin bir tek limit

noktasi vardir.
Ispat: Tanim 4.1.1 ve Tanim 4.1.8’den kolaylikla elde edilir.

Tanim 4.1.9: (Cauchy Dizisi) (X, M, N, *, $) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzay,

{x,}E X bir dizi olsun. Her z€ X, t > 0 ve p > 0 i¢in AE?OM(XH, Xpeps Zo 1) = 1 Ve

lim N(X,, Xp4p 2, t) = 0 Oluyorsa {x,} dizisine bir Cauchy dizisi adi verilir

n—oo

(Mursaleen ve Lohani, 2009).

Tanim 4.1.10: (Tam Sezgisel Bulanik 2-Metrik Uzay) (X, M, N, *, $) bir sezgisel
bulanik 2-metrik uzay olsun. Eger X’deki her Cauchy dizisi bu uzaydaki bir noktaya
yakmsak ise (X, M, N, *, ¢) sezgisel bulanik 2-metrik uzayina bir tam sezgisel bulanik

2-metrik uzay adi verilir (Mursaleen ve Lohani, 2009).

Sonug 4.1.11: (X, d) bir 2-metrik uzay ve (X, My, Ny, *, <) bu d 2-metrigi tarafindan
tiretilen standart sezgisel bulanik 2-metrik uzay olsun. Bu durumda (X, My, Ny, *, <)
sezgisel bulanik 2-metrik uzaym tam olmasi igin gerek ve yeter kosul (X, d) 2-metrik

uzayinin tam olmasidir.

Tanim 4.1.12: (X, M, N, *, $) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzay olsun. Eger X’ deki
her {x,} dizisinin X de yakinsak olan bir {x,, }alt dizisi varsa (X, M, N, *, <) sezgisel

bulanik 2-metrik uzayina kompakt denir (Mursaleen ve Lohani, 2009).
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Tanim 4.1.13: (X, M, N, x, <) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzay,
F:OGM,N*,4)— (X,M,N,*,$) bir fonksiyon ve x € X olsun. (X, M, *)’daki x, — x
kosulunu saglayan her {x, } dizisi i¢in f(x,)) — f(x) kosulu saglaniyorsa f fonksiyonuna

x noktasinda sureklidir denir.

Not 4.1.14: Bu kisimdan itibaren (X, M, N, %, $) sezgisel bulanik 2-metriginin Tanim
4.1.1°deki kosullara ek olarak

(SBM12) tlim M(x,y,z t)=1 ve tlim N(x,y,z,t)=0
kosulunu da sagladigi kabul edilecektir (Bakry, 2015).

Lemma 4.1.15: (X, M, N, *, $) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzay olsun. Her x,y,zeX
(z#x, z#y) ve t > 0 icin q € (0,1) olmak tizere

M(x,y, z, qt) >M(x,y, z, t) ve N(X,y,z qt) <N(x,Y, z, t)
esitsizligi saglaniyor ise X = y dir (Bakry, 2015).
Ispat: Teorem 3.1.15’e benzer sekilde ispatlanar.

Lemma 4.1.16: (X, M, N, =, ) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzay ve {x,} < X bir

dizi olsun. Her zeX, t > 0 ve p > 0 i¢in asagidaki esitsizlikler saglanir.
M(x X Z t)>M(x X X ;) *M(x X X ;)
ns ntpo £ - ns n+1» n+p» 2(p_1)+1 n+1s “n+2» n+p» 2(p_1)+1

t t
* ok M Xpipas Xnip-1s Xntps 777 ) * M X, X1, 2, 5——
p p P2 2(p-1)+1 2(p-D+1

t t
* M (Xn+]7 Xn+25 Zs —Z(p-1)+1) *...*M (Xn+p-1’ Xn+ps Z5 2(p-1)+1)

t
* M(Xn+p-1> Xntps Zs m)

t t
N(Xn: Xn+p: z, t) < N (Xna Xp+1s X11+p> 2(p-1)+1) ON (Xn+1: Xn+25 X11+pa 2(p-1)+1)

t t
¢ <> N (Xn+p-2> Xn+p-1> Xn+p> 2(p-1)+1) <>N (Xm Xn+1s Z, 2(p-1)+1)
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t t
$ N (Xnﬂ > Xn+2s Zs 2(p-1)+1) ¢ N (X“+P'1’ Xntps Z5 2(p-1)+1)

t
¢ N (Xn+p-1: Xnips> Zs m)

Lemma 4.1.17: (X, M, N, *, &) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzay ve {x,} € X bir dizi

olsun. Her zeX,t>0ve n € N i¢in

M(Xq125 Xnt15 Z qt) > M(Xp11, Xy, Z, 1) (4.1)
NXpi2, Xni1> 2, q) S Ny, Xy, 2, 1) (4.2)
olacak sekilde bir q € (0,1) mevcut ise {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir.

Ispat: {x,}, (X, M, N, %, $) sezgisel bulanik 2-metrik uzaymnda bir dizi ve t >0 olsun.
ge (0,1) icin Esitsizlik (4.1) ve (4.2) saglansin. Bu kosullar altinda

lim M(xn,xn+p,z, t) = 1 oldugu Teorem 3.1.17°den bilinmektedir. Burada,

n— oo

lim N(xn,xn+p, z, t) = 0 oldugu gosterilecektir. Esitsizlik (4.2) de n=1 i¢in

N(x3, X3, 2, qt) <N(xs, X{, 7, 1)

dir. n =2 i¢in

N(x4, X3, 2, qt) < N(X3, X5, 2, t) <N (xz, Xy, Z, é)

olur. Bu durumda, n igin

N(Xy12, Xpi1, 2, ) <N (xz, X, Z, q—;) (4.3)
elde edilir. Lemma 4.1.16’den her zeX, t >0 ve p > 0 i¢in

t t
N(xq, Xp+ps Zs t)<N (Xna Xp+15 Xnips m) ¢N (Xnﬂa Xp+25 Xnps m)

SN (xn, Xp+1»> Z ;)

> 2(p-1)+1

t
¢ O N (g Xavpets o 35777)

t t t
<> N (Xn+l s Xpn+2s Z, 2(p—1)+1) <><>N (Xn+p—l ) Xn+pa z, 2(p—1)+1) <> N (Xn+p—l ) Xn+pa z, 2(p—1)+1)
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esitsizligi saglanir. Yukaridaki esitsizlikte t,= Ftl)ﬂ yazilir ve Esitsizlik (4.3) goz

Onuine alinirsa,
to to
N(Xn’ Xn+p> z, t) S N (XZJ X1, X11+p5 qn__l) ¢N (X25 X1, Xn+p> q_n)
to to to
¢N (XZJ X1, X1‘1+p: qn+1) ¢ ¢ N (X2> X1, X1‘1+p> qn+p_3) ON (X2> X1, Z, q“_‘l)

to to to
¢ N (xz, Xy, Z, q_“) ¢ N (xz, Xy, Z, _qn“) $...¢N (xn+p_1, Xnip»> Zs _qn+p—2)

t
¢N (Xn+p-1: Xntps 2o q‘ﬁ(l)"z)
elde edilir. n — oo i¢in limit alinirsa Kosul (SBM12) den

lim N(Xp, Xpip, 2, ) <0$ 04... ¢ 0=0

n— o

elde edilir. O halde, {x,} bir Cauchy dizisidir.
4.2. Sezgisel Bulanik 2-Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 4.2.1: (X, M, N, *, &) bir tam sezgisel bulanik 2-metrik uzay ve
F:OGM, N, *,4)— (X,M,N,*,%) bir fonksiyon olsun. Eger her X, y, z € X i¢in k € (0,1)

olmak iizere
M(f(), £(y), z, kt) = M(x, y, z, t) ve N(f(x), f(y), z, kt) < N(x, y, z, 1) (4.4)
esitsizlikleri saglaniyor ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Ispat: x€X olsun. Her neN i¢in x, = f" (x) seklinde tanimlanan {x, } dizisini ele alalim.

Her zeX, t > 0 ve neN i¢in

M(Xpi25 Xni15 Z, kt) = M(f(xp11), f(x4), 2, kt) =2 M(Xp41, X, Z, 1)
NXpi25 Xnt1, Z, kt) = N(f(xq41), fx4), 2, kt) <N(Xq11, X, 2, 1)
oldugundan ke(0,1) iken

M(Xp12, Xpi15 Z, kt) > M(Xy41, Xy, Z, 1)
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N(Xn+2’ Xn+1s Z, kt) < N(Xnﬂ » Xn» Z, t)

elde edilir. Bu durumda Lemma 4.1.17°den {x, } bir Cauchy dizisidir. (X, M, N, *, $)
tam sezgisel bulanik 2-metrik uzay oldugundan x,, — y olacak sekilde bir yeX vardur.

Buradan, her zeX ve t > 0 igin
0 <N, ¥, 2. ) N (£, v, £x).5) ON (£, f(x,). 2 ) ON( fx,). v, 2. )

SN(f(y),y, xnﬂ,g) <>N(y, Xy» Z, i)¢N(xn+1,y, Z, %) <040<4$0=0

olur. Yani her zeX ve t > 0 i¢in N(f(y), vy, z, t) = 0 elde edilir. Bu durumda, f(y) =y
dir. O halde y noktas1 f fonksiyonunun sabit noktasidir.

Tekligi ispatlamak icin x ve y’nin f fonksiyonunun birbirinden farkli iki sabit noktasi

oldugunu kabul edelim. Buradan, zeX (z#x, z#y) ve t> 0 i¢in

N(x. ¥, .0 = N(), (). 2. ) <N(x. vz 1) = N(f(), f(y). z.1)

t

<N (X, Y, Z, k%) =N (f(x), f(y), Z,kiz) <N (X, Y, Z, k—3) =N (f(x), f(y), z,k%)
<... SN(X,y, z,kin)

olur. n— oo igin limit alnirsa Kosul (SBM12) den N(x, y. z, 1) <N (x, v, z.5) -0

elde edilir. Yani her z € X i¢in N(x, y, z, t) =0 dir. O halde x = y olur. Dolayisiyla f

fonsiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Lemma 4.2.2: (X, M, N, =, ¢) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzay ve {x,}, {y, } € X

dizileri sirasiyla X’deki x ve y noktalarina yakinsak olsun. Bu durumda her zeX, t >0

ve 0 <s<tigin

(1) lim infM(x,, v, z, t) >M(x, y, z, t - 5) (4.5)
lim sup N(x,,y,,7 ) <N(x,y, 7 t-s) (4.6)
(2) lim sup M(x,, Yo 7, t) SM(x,y, z, t+5) (4.7)
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lim inf N(x,, y .z, t) 2N(x, y, z, t +5) (4.8)

n—oo

Ispat : Teorem 3.2.2’ye benzer sekilde ispatlanr.

Sonug 4.2.3: (X, M, N, x, $) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzay ve {x,}, {y } X
dizileri swrasiyla X’deki x ve y noktalarina yakinsak olsun. Bu durumda her zeX, t >0
ve 0 <s<tigin

(1) lim inf M(xn, Y., 7 t) >M(X,y,zt)

lim sup N(xn, Y., t) <N(X,y,2z,t)

n—o0

2 I}l_t}lg@ sup M(x,, A t) <M(x, Y, z t")

lim inf N(x,, y.. 7, t) > N(x, Y, z, t")

n—o0

Ispat: M(x, y, z, *) ve N(X, y, z, -) fonksiyonlarmm soldan siirekli olduklarini
kullanarak Esitsizlik (4.5), (4.6), (4.7) ve (4.8) de s — 0" igin limit almirsa,

lim inf M(xn, Y., 7, t) >M(X,y,zt)

n—o0

lim sup N(xn, .7 t) <N(X,y,2,t)
n—oo
lim sup M(xn, Yo Zs t) <M(x,Yy, z, t)
n—oo

lim inf N(xn, Y» % t) >N(x, y, z, t) elde edilir.

n—oo

Teorem 4.2.4: (X, M, N, %, ¢) bir kompakt sezgisel bulanik 2-metrik uzay ve
.M, N, *,4)— (X,M,N,*,%) bir fonksiyon olsun. Eger her X,y,Z€X, X # y i¢in

M(f(x), f(y), z, ) > M(x, y, z, t) ve N(f(x), f(y), z, ) <N(x, y, 2, t) (4.9)
esitsizlikleri saglaniyor ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Ispat: x € X olsun. Her neN icin x, = f"(x) seklinde tammlanan {x,} dizisini ele

alalm. {x,} dizisinde her neN i¢in x, #X,;; oldugunu kabul edelim. Diger tiirlii
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X, noktast f fonksiyonunun sabit noktasi olur. Ayrica, her m #n igin x, # x,,, olsun.

Aksi taktirde, m > n igin
M(Xn’ Xn+1s Z, t) = M(Xma Xm+1s Z, t) > M(Xm-l s Xms Z, t) > M(Xna Xn+1s Z, t)
N, X152, ) = Ny, Xime15 2, ) <Nt X, 2, ) <00 <Ny, Xpe1, 2, 1)

elde edilir. Bu ise ¢eliskidir. (X, M, N, *, $) kompakt sezgisel bulanik 2-metrik uzay

oldugundan {x,} dizisinin yakinsak bir {Xn,»} alt dizisi vardir. lim x, =y, y€X olsun.
1—00

Varsayalim ki, her i€EN i¢in y, f(y) # x,, olsun. Esitsizlik (4.9) dan,
1> M(f(xy,), £, 2. t) > M(xy, v 2, )

0 < N(f(xy,), ), 2, t) < M(%y» > 2 1)
elde edilir. Her zeX ve t > 0 i¢in M(x,,y, 2, t)i::l ve N(x,, Y, 7 t)H—O>OO
oldugundan lim M(f(x,.), fy), z, t)=1 ve limN(f(x, ), f(y),z t)=0 dir. Yani

lim f(xni) = f(y) olur. Benzer sekilde,

1>M(f(x,), £2(), 2, ) > M(f(x,), f(y), , t)
0<N(f7(xy ), £2), 2, t) <N(f(xy), f(y), 7, t)

elde edilir. Her z € X, t > 0 igin M(f(x,,), f(y), z, t) 1 ve N(f(x,), f(y), 7, t) =0
oldugundan lim M(f*(x, ), f>(y), z, t)=1 ve lim N(f*(x,), f*(y),zt)=0 dr.
Yani  limf*(x,)=f’(y) olur. Bu durumda,  {M(x,, f(x,), z t)},

{M(f(xni),fz(xni), z, t)} dizileri ve {N(xni, f(xni), z, t)}, {N(f(xni), £ (xni), z, t)}

dizileri ayn1 noktaya yakmsar. O halde, her z € X ve t > 0 i¢in
M(y, f(y), z, t) > lim sup M(xni, f(xni), z, t) = lim sup M(f(xni), £? (xni), z, t)
> lim inf M(f(x,), £7(xn,)» 2, t) =M(£(y), £>(y), z, t)

N(y, f(y), z, t) < lim inf N(x,, {(x,), z,t) = liminf N(f(x,,), £*(x,,), z, 1)
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<lim sup N(f(xni), £2 (xni), z, t) < N(f(y), £2 (y), z, t)
elde edilir. Yani, her z € X ve t > 0 i¢in
M(y, f(y), z, D=M(f(y), £*(y), z, t) ve N(y, f(y), z, ) < N(f(), f*(), z 1)

olur. Eger f(y) #y ise her z € X ve t > 0 igin M(y, f(y), z, )<M(f(y), £2(y), z, t) ve
N(y, f(y), z, )>N(f(y), f*(y), z, t) olur. Bu ise geliskidir. Bu durumda f(y) = y

olmalidir. O halde y, f fonksiyonunun sabit noktasidir.

Tekligi ispatlamak i¢in x ve y’nin f fonksiyonunun birbirinden farkl iki sabit noktas1

oldugunu kabul edelim. z € X (z #x, z # y) noktast i¢in

M(x,y, z, t) = M(f(x), f(y), z, t) > M(X, y, z, t)

N(x, v, z, t) = N(f(x), f(y), z, t) <N(X, y, z, t)

elde edilir. Bu ise ¢eliskidir. O halde, f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Teorem 4.25: (X, M, N, #, ¢) bir tam sezgisel bulanik 2-metrik uzay ve
.M, N, *,4)— (X,M,N,*,<) bir fonksiyon olsun. Eger her X, y, zEX igin t =t; + t,,

atb =1 ve 0 <k <1 olmak tuizere,
t t t
MP(E60). (). 2,0 2 M (x, v, 2, (1) M (%, (00, 2.2) M (v, (9, 2.2)  (410)

N?(f(x), f(y), z, t) < N? (x, Y, Z, li_la) -N (x, f(x), z, li—i) .N (y, f(y), z, li—i) (4.12)

esitsizlikleri saglaniyor ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.
Ispat: Bir dnceki boliimdeki Teorem 3.2.5’e benzer sekilde ispatlanir.

Uyar1 4.2.6: Teorem 4.2.5’deki Esitsizlik (4.10) ve (4.11) de t, = 0 ve t; = at alinirsa,
Teorem 4.2.5 ile Teorem 4.2.1 gakisir.

Teorem 4.2.7: (X, M, N, *, &) bir tam sezgisel bulanik 2-metrik uzay ve
:(OGM,N*,4)— (X,M,N,*,$) bir fonksiyon olsun. Eger her X, y, z € X, t > 0 ve her

n € N i¢in k,€(0, ©) olmak iizere,
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M(f"(x), f"(y), z, k,t) > M(x, y, z, ) (4.12)
N(E"X), £"(y), z, k,t) <N(x, y, z, t) (4.13)
esitsizlikleri saglaniyor ve k, — 0 ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Ispat: x€X olsun. Her neN icin x, = f" (x) seklinde tanimlanan {x, } dizisini ele alalim.
Bu sekilde tamimlanan {x,} dizisi icin Tim M (X, Xpip» 2, t) = 1 oldugu Teorem
3.2.7°den bilinmektedir. Burada, lim N(x,.X,:p, z, t) = 0 oldugu gdsterilecektir. Her

n— oo

zeX,t>0vep>0icgin

t t
0< N(Xn: Xn+p: Z, t) <N (Xn: Xn+1s Xn+pa 2(p-1)+1) ¢N (Xn+1 > Xnt+25 Xn+pa 2(p-1)+1)

t

t
¢...¢N (Xn+p-2’ Xn+p-15 Xnps m) ¢N (Xm Xn+1s Zs m)

t t t
¢N (Xn+1 s Xnt2s Zs m) ¢...¢N (Xn+p—] s Xnps Zs m) ¢ N (Xn+p—] s Xnips Zs m)

t
2(p-1)+1

saglanir. Yukaridaki esitsizliklerde t, = yazilir ve Esitsizlik (4.13) g6z oniine

alinirsa,

to to
0< N(Xna Xn+pa z, t) <N (Xa X1, Xn+pa k ) ¢N (Xa X1, Xn+pa )
n

kn+l

SN (x, X5 Xpips k.:_iz) $...¢N (x, X5 Xp+ps L) ON (x, X1y, Z t—o)

kn+p—2 ’ kn

<>N(X’ X152, k:_iu) <>N(x, Xy, Z, k;—(;) $ ... <>N<x, X1, Z, k;ﬁ)

elde edilir. n — oo i¢in limit alinirsa k, — 0 oldugundan Kosul (SBM12) kullanilarak,

lim N(Xp, Xpip, 2, ) <0004 ... $0=0

n— oo

elde edilir. O halde {x,} bir Cauchy dizisidir. (X, M, N, *, %) tam sezgisel bulanik 2-

metrik uzay oldugundan x, — y olacak sekilde bir y € X vardir. Buradan her zeX ve

t> 0 i¢in
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12 M@, £, 2 0 =M (Y, £, Xaets 5) * M (s o1, 2 5) # M (%001, 13, 2, 5)
=M (X1, ¥ 13D ) * M (092 5) * M (%0922 5)
0 NGy, 1), 2,0 <N (¥, £, %t 1) ON (¥ %01, 2 3) ON (%01, £, 2, 5)

<N (xnﬂ .y, f(y), g) ¢N (Xn+l Y> Zs é) ¢N (X“’ Y. 2 3qu)

elde edilir. x, —»y oldugundan 1>M(y, f(y),z,t)>1% 1 *= 1 = 1 ve
0<N(y, f(y),z,)<04$ 0<% ... & 0 = 0 olur. Yani her zeX ve t > 0 igin
M(y, f(y), z, t) = 1 ve N(y, (y), z, t) = 0 bulunur. Bu durumda f(y) = y olur. O halde

y, f fonksiyonunun sabit noktasidir.

Tekligi ispatlamak i¢in x ve y’nin f fonksiyonunun birbirinden farkli iki sabit noktasi
oldugunu kabul edelim. Bu durumda f"(x) = x ve f"(y) = y olur. Her zeX (z£x, zY)

vet>0i¢in
0Ny, 2 ) =N(E"(, £"(), 0 <N (x.y,2.)

olur. n — o i¢in limit alinirsa Kosul (SBM12) den 0 < N(x,y,z,t) <N (x,y,z, k_t“) —0

elde edilir. Yani her zeX i¢in N(x, y, z, t) = 0 dir. O halde x = y olur. Dolayisiyla f

fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Uyar1 4.2.8: Teorem 4.2.7°de n = 1 almmas1 durumunda Esitsizlik (4.13) Teorem
4.2.1°deki Esitsizlik (4.4) i gerektirmez. Ciinkii bu durumda k; <1 olmasi1 garanti

edilemez.

Ornek 4.2.9: Ornek 2.1.21°de verilen (X, d) tam 2-metrik uzayini ve bu d 2-metrigi
tarafindan tretilen (X, My, Ny, *, ¢) standart sezgisel bulanik 2-metrik uzayini ele
alalim. Bu durumda (X, My, Ny, *, ¢) bir tam sezgisel bulanik 2-metrik uzaydir.
f: X = X, f(x) = 1 doniistimii verilsin. Bu durumda her x,y,z€ X,t>0ve 0 <k<1
icin M(f"(x), f"(y), z, k" t) = 1 ve N(f"(x), f"(y), z, k" t) = 0 olur. Ayn1 zamanda
n — oo iken k"— 0 dir. Buradan f fonksiyonunun Teorem 4.2.7 nin biitiin kosullarm1

sagladig1 goriilmektedir. Ayrica 1 € X noktasi f fonksiyonunun bir tek sabit noktasidir.

69



Teorem 4.2.10: (X, M, N, x, ¢) bir tam sezgisel bulanik 2-metrik uzay,
f:(XM,N,%,¢)— (X,M,N,*,¢) siirekli bir fonksiyon ve {x,}, {y_}< X iki dizi olsun.

Herx,y,ze X, t>0ve 0 <k <1 i¢in
ME™(X), £ (y), z kt) > M(x, y, z, t)
N(E"(x), f"(y), z, kt) <N(x,y, z, t)

olacak sekilde bir m € N mevcut olsun. Eger herz€ X vet>0 i¢cinx, > xvey —Yy
iken M(xn, Y. Zs t) —M(x,y,2z,t) ve N(xn, Y.» Zs t) — N(x,y,2zt) kosulu

saglaniyorsa f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.
Ispat: Teorem 3.2.10’a benzer sekilde ispatlanar.

Tanim 4.2.11: (X, M, N, *, $) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzay, € > 0 ve x = Xg, X,
Xy, ..., X,=y X’de sonlu bir dizi olsun. Eger her z€X, t >0 ve1=1, 2, ... ,n i¢in
M(Xi_;, Xi, Z, t) >1-¢ ve N(Xi1, X;, z, t) < € oluyorsa bu diziye x’den y’ye bir e-zincir
denir. Her x, y € X igin (X, M, N, *, ¢) sezgisel bulanik 2-metrik uzaymnda x’den y’ye
bir e-zincir mevcut ise bu sezgisel bulanik 2-metrik uzaya e-zincirlenebilir uzay adi

verilir.

Tanim 4.2.12: (X, M, N, x, <) bir sezgisel bulanik 2-metrik uzay,
.M, N, *,4)— (X,M,N,*,<) bir fonksiyon olsun. Eger her x, y, Z € X ve t > 0 igin

£>0, 0 <X <1 olmak tizere

M(x, y, 2,0 > 1-e = M((x), £(3), 2, 0 =M (x, v, 2.)

NGy, z,0) <& = N(X), f(y), ) <N(x, v, 2.5)
saglaniyor ise f ’ye (g-A)-diizgiin yerel daraltan doniisiim ad1 verilir.
(e-\)-diizgiin yerel daraltan her doniisiimiin siirekli oldugu agiktir.

Ornek 4.2.13: Ornek 2.1.21°de verilen (X, d) tam 2-metrik uzaymi ve bu d 2-metrigi

tarafindan tretilen (X, My, Ny, *, ¢) standart sezgisel bulanik 2-metrik uzaymni ele
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alalim. f: X — X, f(x) = 1 fonksiyonu verilsin. ¢ >0, 0 <A <1olsun. x,y, z € X ve t>0

icin M(x, y, z, t) > 1-e ve N(x, v, z, t) < ¢ verilsin. Bu durumda,
M(f(), 1), .0 =M(1, 1,z 0 =1 > M(x, v, 2.})

N((). f(y). ) =N(1, 1, ) =0 <N(x. y. z.5)
elde edilir. O halde f, (e-1)-diizgiin yerel daraltan dontisiimdyir.

Teorem 4.2.14: (X, M, N, *, $) bir tam, e-zincirlenebilir sezgisel bulanik 2-metrik
uzay, f:(X,M,N,*,$)— (X,M,N,*,$) bir (e-A)-diizgiin yerel daraltan doniisiim olsun.

Bu durumda f fonksiyonunun bir tek sabit noktas1 vardir.

Ispat: x€EX noktasmi alalim. f(x) # x olsun. Aksi taktirde, x noktas: f fonksiyonunun
sabit noktasi olur ve ispat tamamlanir. (X, M, N, *, ¢) g-zincirlenebilir sezgisel bulanik
2-metrik uzay oldugundan € > 0 olmak tizere her zEX, t>0vei=1, 2, ... , nigin
M(X,Xj, z, t) >1-¢  ve N(xi, X;, z,t) <e olacak sekilde x’den f(x)’e bir
X=X0,X|,X2,...,.X,= f(X) &-zincir vardir. Ilk olarak her m pozitif tamsayis1 ve her z€X,

t>0vei=1,2,...,nicin

MU (i), 17050, 2,0 = M (x01, %3, 253 (4.14)

NC™ (), £ 06D 2,0 <N (01, %30 253) (4.15)

esitsizliklerinin saglandigi Teorem 3.2.14’dekine benzer sekilde tiimevarim yontemi
ile gosterilir. Yine Teorem 3.2.14’den lim M(f"(x), f"(x),z t)= 1 oldugu
bilinmektedir. Burada lim N(f "(x), f™P(x), z, t) =0 oldugu gosterilecektir.

Lemma 4.1.16’dan her z € X, t > 0 ve p > 0 igin

0 SN(fm(x), fm1(x), z, t) =N({"(xg), f"(xy), z, t)

N(F7Gx0d, £7Gx), £ o) 3sy) & N (E7 G, £ Grad 706,555

?2(p-1)+1

<> <>N(fm(xn-2)a fm(xn-l)a fm(x ) QN(f (XO) f (Xl)a z,

2(p 1)+1) 2(p 1)+1)
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& o O N ("G, £ (60), 7 &N (7 Gy £7 G, £7(00), 55 )

2(p 1)+1) 2(p-1)+1

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte t, = yazilir ve Esitsizlik (4.15) g6z 6niine

2(p 1)1

alinirsa,
0 S N(fm(x): fm+l (X)> Z, t) S N (X()a Xla fm(Xn)a xm) ¢ N (X1> X25 f (Xn)a }Lm)

S0 N( Xn2s X1y T (X)), to) & N(xo,xl,z,t—&) & N(xl,xz,z,;—&)

7 s
oot N (%t % 2, %) & N (%01, %0 2, 5

elde edilir. m — oo i¢in limit alinirsa Kosul (SBM12) kullanilarak, her ze X ve t >0

i¢in
lim N(f"(x), ™' (x),21t) <046 04...4$0=0 (4.16)

elde edilir. Ayrica Lemma 4.1.16’den her z € X, t> 0 ve p > 0 i¢in

0<N(f"(x), f"P(x), z,t) < N(f ), ™ (), fm+p(x)’2( 1)+1)

ON (£ 60, £77200, £77P (0, 5= o N (72 (60,87 (0,67 (),

2(p 1)+1 2(p- 1)+1)

<>N(fm(x) R 1)+1)<>N(fm+1(x) R O 1>+1)

o .. 6N (fm+p" x), f™ (%), z,

) ¢ N (£ G0, £, 7 5—)

2(p-1)+1

>2(p 1)+1

saglanir. Yukaridaki esitsizlikte ry = yazilir ve Esitsizlik (4.16) g6z Oniine

t
2(p-1)+1

alinirsa,
lim N(f"(x), f"?(x),zt)<04$0%...4$0=0
elde edilir. O halde, {f™ (x)} bir Cauchy dizisidir. (X, M, N, *, ¢) tam sezgisel bulanik

2-metrik uzay oldugundan f™(x) — y olacak sekilde bir yeX vardir. f fonksiyonu
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siirekli oldugundan ™' (x) — f(y) dir. Bu durumda f(y) = y olur. O halde y, f

fonksiyonunun sabit noktasidir.

Tekligi ispatlamak i¢in x ve y birbirinden farkli f fonksiyonunun iki sabit noktasi
olsun. (X, M, N, *, $) e-zincirlenebilir sezgisel bulanik 2-metrik uzay oldugundan
e > 0 olmak tizere herze X, t>0vei=1, 2, ...,k i¢gin M(wy;, w;, z, t) >1-¢ ve
N(wi_;, wj, z, t) <& olacak sekilde x’den y’ye bir x =wy, wW;, Wy, ..., W=y &-zincir
vardir. Bu durumda bir h pozitif tam sayis1 icin Lemma 4.1.16°den, her zeX, t > 0 ve

p>0icin
0N, ¥, 2, ) = N(E"(X), £(y), 2, ) = N(f"(wo), £ " (W), 2, 1)

<N (" (o), " (w)), " (w) & N (£, £ (wy), £ (wy)

>2(p 1)+1) ’2(p 1)+1)

.. <>N(f (W), £ (Wi ), £ (Wk),z( 1)+1) <>N(f (wo), £ (w1, 2D 1)+1)

$ ... QN(fh(Wk_l),fh(Wk),Z m) ¢N(f (Wk]) f (Wk) Z’2( 1)+1)

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte sy = yazilir ve Esitsizlik (4.15) g6z oniine

2(p-D+ 1)1

alinirsa,

0<NG, y, 70 <N (wo, wi, £ (W), %) ¢ N(wi, wa, £7(w), )
<>...<>N(wk_2,wk-1,fh(wk),;—ii) <>N(W07W1, ,xh) <>N(W1’W2’ xo)
&0 N (Wit Wiz, 2) & N (wier, wie 2. 3)

olur. h — o i¢in limit alinirsa Kosul (SBM12) kullanilarak, her z € X ve t > 0 igin

hlim N(X,y,zt) <04$60%...40=0

elde edilir. Yani, her ze X ve t > 0 i¢in N(x, y, z, t) = 0 dir. O halde x =y bulunur.

Dolayisiyla f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir
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5. ESNEK 2-METRIK UZAYLAR

Bu boliimde, 2-metrik uzay yapisi esnek noktalarin kullanilmasiyla genellestirilerek
esnek 2-metrik uzay yapisi tanimlanacaktir. Daha sonra esnek 2-metrik uzay
kullanilarak esnek 2-metrik topolojik uzay iiretilecek ve bu topolojik uzaydaki temel
kavramlar tanimlanacaktir. Son olarak Cantor Teoremi ve Baire Kategori Teoreminin

de verilmesiyle, esnek 2-metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri ispatlanacaktir.
5.1. Esnek 2-Metrik Uzay Tamim ve Temel Ozellikleri

Tamm 5.1.1: X evrensel esnek kiime olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan
d: SP(X) x SP(X) x SP(X) — R(E)" déniisiimiine X esnek kiimesi iizerinde bir esnek

2-metrik adi verilir.

(EM1) Her P}, P} eSP(X),Pi#P) i¢in d(P},P),P7)#0 olacak sekilde bir

P7 € SP(X) mevcuttur.

(EM2) P}, P}, P; esnek noktalaridan en az iKisi birbirine esit ise d(Pﬁ, Py, Pi) =0 drr.

(EM3) Her P, P}, P% € SP(X) icin d(P5, P}, P7) = d(P}, P%, P}) = d(P, P}, P) dir.

(EM4) Her P}, P}, P, P} € SP(X) icin d(P, P}, P?) <d(P}, P}, P}) +d(P5, P},P?)

+d(Py, P}, Py) dir.

Uzerinde bir d esnek 2-metrigi tanimlanmis olan X esnek kiimesine esnek 2-metrik
uzay adi verilir ve (7(, d) ikilisi ile gosterilir. Kosul (EM2) ve (EM4) den her

P},PY.P? € SP(X) i¢in d(P}, P}, P) S0 oldugu agiktr.

Uyar1 5.1.2: (1) Eger E parametre kiimesi tek noktali bir kiime ise Tanim 5.1.1 Géhler
tarafindan verilmis olan Tanim 2.1.1 ile ¢akisir. Boylece Géhler tarafindan verilen

tanim esnek evrene genisletilmistir.
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(2) Sonlu parametre kiimesi E ile birlikte (X, d) bir esnek 2-metrik uzay olsun. Her

P}, P}, Py € SP(X) i¢in
md(Pi, 1 Y) max d(Px, Py, PZ)(n)

seklinde tanimlanan my : SP(X) x SP(X) x SP(X) — R déniisiimii SP(X) iizerinde

Gaihler anlaminda bir 2-metriktir.

Ornek 5.1.3: (1) X evrensel esnek kiime olmak iizere her P}, P}, P; € SP(X) i¢in

wo Ly

a(P; Py, PZ) {0 P}, P}, P esnek noktalarindan en az ikisi birbirine esit ise
v , diger durumlarda

seklinde tanimlanan d: SP(X) x SP(X) x SP(X) — R(E)* déniisiimii X esnek kiimesi
tizerinde bir esnek 2-metriktir. Bu esnek 2-metrige ayrik esnek 2-metrik veya diskret

esnek 2-metrik, (f(, d) ikilisine ise ayrik esnek 2-metrik uzay adi verilir.

(2) 0#X <SR bir alt kime ve @#E S R parametre kiimesi olsun. Her
P}, P},P7eSP(X) i¢in

Hy-Z|+HX-Z[ [ A-f | H Y+ Ay, PX# P # P
a(Py, P, P7)= {IX Y-zl +R-ZI AR+ -y Ay, PY#£P £
diger durumlarda
seklinde tanimlanan d : SP(X) x SP(X) x SP(X) — R(E)* doniisiimii X esnek kiimesi
iizerinde bir esnek 2-metriktir. Bu esnek 2-metrige mutlak esnek 2-metrik, (X, d)

ikilisine ise mutlak esnek 2-metrik uzay adi verilir.

(3) X en az iki elemana sahip bir kiime ve @ # E parametre kiimesi olsun. Her
P},PY.PreSP(X) icin d(P}, Py, PZ) 0 seklinde tanimlanan
d:SP(X)xSP(X)xSP(X)—R(E)* doniisiimii X esnek kiimesi iizerinde bir esnek 2-

metriktir.

(4) X en az iki elemana sahip bir kiime ve @ # E parametre kiimesi olsun. Her

P}LPYPZ € SP(X) igin  d(P, P}, PY) = |(X-9)(¥-2)(Z-X) [H(A-B)(E-V)(¥-A)|  seklinde

75



tanimlanan d:SP(X) x SP(X) x SP(X) — R(E)* doniisiimii X esnek kiimesi iizerinde

bir esnek 2-metriktir.

Tanim 5.1.4: (X, d) bir esnek 2-metrik uzay olsun. Eger her P}, Py, P7 € SP(X) i¢in
d(P}, PY, P7) 2k olacak sekilde bir k>0 esnek reel sayist meveut ise (X, d) esnek

2-metrik uzayina sinirli esnek 2-metrik uzay denir.

Tanim 5.1.5: (X, d) bir esnek 2-metrik uzay ve ® # ¥ € X bir esnek alt kiime olsun.
Her P}, P}, P; € SP(Y) igin dy (P, Py, Pi) = d(P}, Py, Pi) seklinde tanimlanan
dy :SP(Y) x SP(Y) x SP(Y) — R(E)* doniisiimii Y esnek kiimesi iizerinde bir esnek
2-metriktir. Bu 2-metrige d ile Y esnek kiimesi iizerinde iiretilen alt 2-metrik,

(Y.dy) ikilisine ise (X, d) esnek 2-metrik uzaymnin bir esnek 2-metrik alt uzayi denir.

Tamm 5.1.6: (X, d) bir esnek 2-metrik uzay, P, P} € SP(X) ve ¥ € R(E)" olsun. Bu

durumda,

(1) B:(P}, Plyl) = {P$ e SP(X) | d(P}, Py, Pf() <t} seklinde tamimlanan kiimeye P} ve
P} merkezli T yarigapli 2-agik yuvar denir. SS (B;(PK, Pﬁ)) esnek kiimesine ise Py ve

P} merkezli T yarigapli esnek 2-agik yuvar ad verilir,

(2) By[P}, Pl = {P$ e SP(X) | d(P}, Py, Pf() £t} seklinde tanimlanan kiimeye P} ve
P merkezli ¥ yaricaph 2-kapali yuvar denir. SS(B;:[P}, Pﬁ]) esnek kiimesine ise Py ve

P merkezli T yarigapli esnek 2-kapali yuvar adi verilir.

Ornek 5.1.7: Ornek 5.1.3 (1)°de verilen (X, d) ayrik esnek 2-metrik uzaymi ele alalim.
Bu durumda, her P, P} € SP(X) i¢in 2-agik yuvar ve 2-kapali yuvar asagidaki
sekildedir.

1
T ) BT‘[PL P;},]L]:{

-
-
A WV
—_ =l

IAL VR

SP(X),
{P5, Py},

SP(X),
{P5, Py},

=
=

B.(P. ) - {

Tanim 5.1.8: (X, d) bir esnek 2-metrik uzay olsun. Eger her P}, P} € SP(X), P} # P}

igin sirastyla P,P; ve P} P7 merkezli ¥ > 0 yarigapli SS (B;(Pﬁ,Pi)) ve SS (B;(Py,Pi))
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esnek  2-actk  yuvarlary, (P§ €ss (Bf(Px,P@),Pﬁ #ss (Bf(Px,Pi))) ve

(Pi éSS (Bf(Py,Pi)) , P} ESS (Bf(Py,Pf())) olacak sekilde bulunabiliyorsa, bu

esnek 2-metrik uzaya T, 6zelligine sahiptir denir.
Teorem 5.1.9: Her esnek 2-metrik uzay T, 6zelligine sahiptir.

Ispat: (f(, d) bir esnek 2-metrik uzay ve P;, P} € SP(Y(), P} # P} olacak sekilde iki

esnek nokta olsun. Bu durumda d(P}, P, P?) #0 olacak sekilde bir P? € SP(X)

mevcuttur. d(P§, P}, P7) >0 dir. d(P}, P}, P;)=F diyelim. §=

W Iy v olarak secilirse

2
SS (Bg(PK, Pi)) ve SS (Bg(Py,Pi)) esnek kiimeleri iki esnek 2-agik yuvar olup
(P;é SS (B;(P}. PY)) . PYE SS (Bs(P}. Pf,))) ve (P§ &ss (By(PL.P)) ) P
€SS (Bg(Py,Pi))) saglanmaktadir. Bu ise (X, d)nin T, ozelligine sahip oldugunu

gostertir.

Note 5.1.10: Esnek 2-agik yuvarlarin § = { SS(B;(P}, P}) | £ ER(E)*, P}, PeSP(X)}
ailesi X esnek kiimesi iizerinde bir esnek topoloji iiretir. Alttaban1 bu & ailesi olan
tiretilmis esnek topolojiye esnek 2-metrik topoloji denir ve bu topoloji «<6>> =17, ile
gosterilir. T4'nin elemanlarina esnek 2-agik kiime ve bu kiimelerin tiimleyenlerine

esnek 2-kapali kiime ad1 verilir.

Lemma5.1.11: (X, ;) bir esnek 2-metrik topolojik uzay ve G bir esnek alt kiime olsun.

G’nin esnek 2-agik kiime olmasi i¢in gerek ve yeter kosul herhangi bir P} € G igin
P} € 5 (B (PL. P}')) 7SS (B (PY P}2)) M...7SS (B (P P")) €G  olacak
sekilde sonlu sayida Pj!, P}, P;i, .., P eSPX), 11,13,15, ..., 5, >0 meveut

olmasidir.

ispat: SS (Bg(P). P}')) 1SS (B (P, P2) ) 1...7iSS (B (PL. P}")) esnek kiimesi
esnek 2-agik kiime oldugundan yeter kosul saglanmaktadir. Gerek kosulun

saglandigim gostermek i¢in G bir esnek 2-agik kiime ve P}, € G olsun. Bu durumda,
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m

P ﬂss( (Pz.p *1))§G

i=1

A

olacak sekilde SS( (PZ‘ P’“)), i=1,2,3, ... ,m esnek 2-a¢ik yuvarlar1 vardir. Her

i=1,2,3,....m igin P} ’éss( (PZ' PX;)) oldugundan d(Py P4, PXT) 2% dir.

l

d(Py PZ‘ PX‘,) =§; diyelim. §; < f;‘ secelim. Bu durumda her i=1,2, ... ,m i¢in

s (B (P, ) 7155 (B; (PL,Py)) €53 (B; (g, P3) ) olur. O halde
P} € ss(B;(PL.P})) 7SS (Bq (py. Pg)) A...71 ss (B (P M)

M ss (Bf; A Pf,ﬁ)) e, ss( (P2, PXT)) €G

saglanir.

Tamm 5.1.12: (X, %) bir esnek 2-metrik topolojik uzay ve F bir esnek alt kiime olsun.
P} € G olan her G esnek 2-agik kiimesi i¢in G N (F\P}) # ® oluyorsa P} esnek

noktasma F’nin esnek 2-yigilma noktast denir. F’nin esnek 2-yigilma noktalarinin
kiimesi ad(F) ile gosterilir ve F' = SS(ad(F)) esnek kiimesine F’nin tiirev kiimesi ad1

verilir.

Tamm 5.1.13: (X, %) bir esnek 2-metrik topolojik uzay ve F bir esnek alt kiime olsun.

SP(F) U ad(F) kiimesine F’nin esnek 2-kapanis noktalarinin kiimesi adi verilir, ve

cl(F) ile gosterilir. F = SS(CI(F)) esnek kiimesine de F’nin kapanisi ad1 verilir.

Lemma 5.1.14: (X, %) esnek 2-metrik topolojik uzaydaki her F esnek alt kiimesi i¢in

F esnek kiimesi esnek 2-kapahdir.

Ispat: F=FUF' esnek kiimesinin (X,%;) esnek 2-metrik topolojik uzayda esnek 2-
kapah oldugunu ispatlamak igin X \F =X\(FUF') =(X\F)(X\F') esnek kiimesinin
esnek 2-agik oldugunu gosterecegiz. P € H=(X\F) N(X\F') olsun. Bu durumda
P)¢ F and P} € F' dir. P} & F' ise P}, F’nin esnek 2-yigilma noktas1 degildir. Yani
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Gﬁ(F\Pﬁ)ZCD olacak sekilde bir P} € G esnek 2-agik kiimesi vardur. Pﬁ@F

oldugundan

GNF=0=G € X\F (5.1)
dir. Her P} € G i¢in P} &F' dir. Bu durumda,

GNF=0=G € X\F (5.2)
olur. Denklem (5.1) ve (5.2) den

G € (X\F)N(X\F)=X\ (FUF)

elde edilirr. G esnek 2-acik kiime oldugundan Lemma 5.1.11°den
Py ENY, SS(By(PL.PY)) EGE R\(FUF) olacak sekilde P} € SP(X), #50

(1 <i<n) meveuttur. Dolayistyla X\(FUF'") esnek kiimesi esnek 2-agiktir. O halde
F =F U F' esnek 2-kapali kiimedir.

Lemma 5.1.15: (X, 7,) bir esnek 2-metrik topolojik uzay ve F bir esnek alt kiime olsun.

F esnek kiimesinin esnek 2-kapali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul F = F olmasidir.

Ispat: F esnek kiimesi (X, 7,) esnek 2-metrik topolojik uzayda esnek 2-kapali olsun.
FCF oldugu agiktir. F € F oldugunu gostermek i¢in P} € F alalim. O halde P} € F
veya P} € F' dir. P} €F ise ispat tamamlanir. Diger durum i¢in PY€ F'\ F olsun. F
kiimesi esnek 2-kapali ve P} € F oldugundan X\F esnek 2-acik olup P} € X\F dir.
esnek 2-yigilma nokta tanmmdan F N [(X\F)\P}]#® dir. P} € F oldugundan

FA(X\F) # @ dir. Bu ise geliskidir. Dolayisiyla P} € F olmalidir. Bu durumda FE F

olur.

Theorem 5.1.16: Esnek 2-metrik topolojik uzaylarda her esnek 2-kapali yuvar esnek

2-kapali bir kiimedir.

Ispat: (X, %) esnek 2-metrik topolojik uzayda SS(B[P5, P]), P} ve P} merkezli
yarigapli bir esnek 2-kapal yuvar olsun. SS(B;[P}, Pﬁ])’nin biitiin esnek 2-yigilma

noktalarmin SS(B;[PK, Pﬁ])’nin icinde oldugunu gosterecegiz. P2 esnek noktas,
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pPié SS(B;[P;, Plyl]) olacak sekilde SS(B;[PX, Pﬁ])’nin bir esnek 2-yigilma noktasi
olsun. Bu durumda d(PiLP}P3)SE dir. &350 verilsin.  SS(Bx(P}, PY))
NSS(B:(P},PY)) esnek 2-agik kiime olup P? esnek noktasmi igerdiginden
SS(B[P, PY]) N{[SS(B:(PX, P2)) 1 SS(B: (P}, P))] \P3} # @ dir. Bu durumda P}
€ SS(By[P}, P31) N {[SS(B:(P}, P)) N SS(B:(P}, P))] \P3} olacak sekilde bir

esnek nokta vardir. Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanmaktadir.
d(P, Py, Pt) 2 d(P, P}, PR) + d(P}, Pp, PE) + d(PP, P}, Pe)S i+ E+E=2E+F

£50 keyfi oldugundan d(Pj, Py, P?) ¥ ifadesi varsayimimiz ile geligmektedir. O
halde, P2 esnek noktasi SS(B;[P%, Pﬁ]) esnek kiimesinin esnek 2-yigilma noktasi
olmamaktadir. Dolayistyla, SS(B:[Pj, Pﬁ]) esnek kiimesi biitiin esnek 2-yigilma

noktalarini igermektedir. O halde, SS(BF[PK, Pﬁ]) esnek 2-kapali kiimedir.

Uyar1 5.1.17: Sonlu parametre kiimesi ile birlikte esnek metrik uzaylarin birinci
sayilabilir uzay (A, -uzay1) oldugu bilinmektedir, fakat bu ozellik esnek 2-metrik

uzaylarda saglanmamaktadir. Yani, esnek 2-metrik uzaylarin genel olarak birinci
sayilabilir uzay olmasi gerekmez.

Tamim 5.1.18: (Yakmsak Dizi) (X, d) bir esnek 2-metrik uzay, {P;“ } , X’daki esnek

N “n
noktalarin bir dizisi ve P}, € X olsun. Her P; € X i¢in d(PX: , P, Pi) 50 oluyorsa
{PK“ } dizisine P} esnek noktasma yakmsaktir denir. Yani, her &> 0 esnek reel sayist
N “n

igin en az bir N=N(e) dogal says1 vardir dyleki her n>N ve her P; € X i¢in
d(Px ,PY, P?) X & saglanir ve bu durum Py = P} veya lim P;" =Py ile gosterilir.
Lemma 5.1.19: Esnek 2-metrik uzaylarda esnek noktalardan olusan yakinsak her

dizinin bir tek limit noktas1 vardir.
Ispat: Tanim 5.1.18’den kolaylikla elde edilir.

Lemma 5.1.20: Esnek 2-metrik uzaydaki yakimsaklik ile esnek 2-metrigin trettigi

esnek 2-metrik topolojik uzaydaki yakinsaklik denktir. Yani,
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Xn d X,
Pl - Pi{(:)Pkn - Pj.

Ispat: (&) (X.7y) esnek 2-metrik topolojik uzayda lim P;" =P}olsun. P} € X ve
£ > 0 keyfi olarak verilsin. SS (Bg (Py, Pf,)) esnek 2-agik kiime olup P}, esnek noktasini
icerdiginden n>m iken P;: €SS (Bg(Py, Pi)) olacak sekilde bir m dogal sayisi

mevcuttur. Yanin > m igin d(P}" , P}, P;) < & olur ki bu ifade de d(P}" , P}, P}) =0

oldugu anlamma gelir. O halde (X, d) esnek 2-metrik uzayda {P}" }ndizisi P esnek
noktasina yakinsaktir.
(=) (X, d) esnek 2-metrik uzayda lim P;» =Pjolsun. P} €G olacak sekilde G bir

esnek 2-acik kiime olsun. Lemma 5.1.11°den Pi'l,Pii,Pig,...,P;:ESP(T(),

fl”fz’fg’ cee s r~n S(_) 1(;11'1
PﬁéSS(Bﬁ (PﬁaPi'.)) 2 SS(BQ (Pﬁ,P@) A..fss (Bf; (Pﬁ,P$:)> e G

saglanir. d(Pﬁ , P2, Pi}) 0 oldugundan n>my; igin d(P;: , Py, Pi:) <T1; olacak
sekilde m; dogal sayilar1 mevcuttur. Yani her i=1,2,...,n igin n>m; iken

P;E’éSS (Bﬁ. (Pﬁ, P;:)) dir. m = max{m;,m,,...,m, } alinirsa, her n > m igin

P;" €SS (Bﬁ (Pﬁ,p;ll)) N Sss (Br~2 (Pﬁ,Pfé)) N...NSs (Bf; (Pﬁ,P§:)> cG
saglanir. Boylece ispat tamamlanir.

Theorem 5.1.21: (X,%y) bir esnek 2-metrik topolojik uzay, F € X ve P} €X olsun.
{P;: }n € F\P} dizisi P} esnek noktasma yakmnsak ise P}, F’nin esnek 2-yigilma

noktasidir.
Ispat: Tanim 5.1.12 ve Tanim 5.1.18’den kolaylikla elde edilmektedir.

Tamm 5.1.22: (Esnek 2-Siurh Dizi) (X, d) bir esnek 2-metrik uzay ve {P}" } , X’daki

X Z

esnek noktalarm bir dizisi olsun. Her Pf( € X icin {d(P;E , Px:, PY)| m,n € N} esnek

81



reel sayilar kiimesi sinirli ise {P;“ } esnek noktalar dizisine (X, d) esnek 2-metrik
n “n

uzayda smurhdir denir. Yani her P;EX ve her m,n €N igin d(P}" P}, P)<M

olacak sekilde bir M >0 mevcut olmas1 anlamima gelmektedir.
Tamm 5.1.23: (Cauchy Dizisi) (X, d) bir esnek 2-metrik uzay, {P}" } , X’daki esnek

noktalarin bir dizisi olsun. Her P7E X igin d(P}" , P}, P¥) =0 oluyorsa {P}" }

dizisine Cauchy dizisi ad1 verilir. Yani, her € >0 esnek reel sayist igin en az bir

N=N(e) dogal sayis1 vardir dyleki her n, m >N ve her P;€ X i¢in d(PX: P P?)<E

saglanir.

Tamim 5.1.24: (Tam Esnek 2-metrik Uzay) (X, d) bir esnek 2-metrik uzay olsun. Eger
X’daki her Cauchy dizisi bu uzaydaki bir esnek noktaya yakinsak ise (X, d) esnek 2-

metrik uzaymna bir tam esnek 2-metrik uzay ad1 verilir.
Tamm 5.1.25: (X, d) bir esnek 2-metrik uzay ve F € X olsun.

(1) F = X ise F esnek alt kiimesine (X, d) esnek 2-metrik uzayinda heryerde yogundur

denir.

(2) (F)° = ® ise F esnek alt kiimesine (X, d) esnek 2-metrik uzaymda higbir yerde
yogun degildir denir. (Herhangi bir F esnek alt kiimesi i¢in F° ile F’nin esnek 2-i¢
noktalar1 ifade edilmektedir ve F’nin i¢inde kalan esnek 2-a¢ik kiimelerin birlesimi

olarak tanimlanir.)

Tanim 5.1.26: (X,d) ve (Y,p) esnek 2-metrik uzaylar, (pw:(f(,%d)a(?, %,) bu esnek 2-
metriklerin tirettigi esnek 2-metrik topolojik uzaylar arasinda bir esnek fonksiyon ve
P}eSP(X) olsun. Eger her (pW(PK) € V esnek 2-agik kiimesi igin (pW(U) € V olacak
sekilde bir P; € U esnek 2-acik kiimesi mevcut ise P, esnek fonksiyonuna P} esnek

noktasinda siuireklidir denir.

Eger P, esnek fonksiyonu her PfeSP(X) esnek noktasinda siirekli ise bu ?, esnek

fonksiyonuna X iizerinde siireklidir denir.
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Tanim 5.1.27: (X, d) ve (Y, p) esnek 2-metrik uzaylar, cpwz(f(,%d)a(?, %,) bu esnek
2-metriklerin tirettigi esnek 2-metrik topolojik uzaylar arasinda bir esnek fonksiyon ve

PeSP(X) olsun. Eger (X, %;)’da P;"—P} kosulunu saglayan her {P}" }nesnek nokta
dizisi i¢in (Y, T,)’da @W(P;:)ﬂ(pw(Pﬁ) kosulu saglaniyorsa, P, esnek fonksiyonuna
P} esnek noktasinda dizisel siireklidir denir.

Lemma 5.1.28: Esnek 2-metrik topolojik uzaylar arasindaki her siirekli fonksiyon

dizisel stireklidir.
Ispat: Siireklilik ve dizisel siireklilik tanimlarindan agiktir.
5.2. Esnek 2-Metrik Uzaylarda Cantor Teoremi ve Baire Kategori Teoremi

Bu kisimda, Cantor arakesit teoremi tam esnek 2-metrik uzaylar i¢in ispatlanacaktir ve
bu teorem kullanilarak boyle bir uzaymn higbir yerde yogun olmayan esnek kiimelerin

birlesimi seklinde ifade edilemeyecegi gosterilecektir.

Notasyon 5.2.1: (X, d) bir esnek 2-metrik uzay, F € X ve P;eSP(X) olsun. Her neE

icin 8p§ (F)(n) degeri asagidaki sekilde tanimlansin.
B (F) () = sup {d (PLPY.PY) () | P}, PLeSP(F)}.

(X, d) sirh bir esnek 2-metrik uzay ise her F € X esnek alt kiimesi her P$ESP(X) ve

her n€eE igin & (F)(m) degeri sonludur.

Lemma 5.2.2: (X,d) bir esnek 2-metrik uzay, FEX ve P;eSP(X) olsun.

8p§ (F) =8p§ (F) esitligi saglanir.

Ispat: F € F oldugundan Opz (F) < 8p§(1_7) dir.  3pz (F) < Opz (F) esitsizliginin
saglandigin1 gdostermek i¢in P3P} € cl(F) alalm. Eger P;,P}€SP(F) kiimesine ait ise
d(Pi,Pﬁ,Pi)iSFi(F) oldugu agiktir. Farzedelim ki, P;¢SP(F) ve P}€SP(F) olsun.
£50 keyfi verilsin. PY€ cI(F) oldugundan ve SS (B;(P}.P})) 1SS (B;(P}.P%)) esnek

2-acik kiime olup P; esnek noktasini icerdiginden,
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FI[sS (B:(PL.PY)) 7SS (B (P}, P2)) |20 dur. 0 halde

PLEFT [SS (B, (PL.PY) ) 7iss (B;(PY.P7) )| vardur. Buradan,

d (P;,Pﬁ,Pj) 2 d(Py,PY,PL)+d (PK,P;,PQ +d (P;,Pﬁ,Pi) 2 7% + 5y (F)

elde edilir. Yukaridaki esitsizlik her £ > 0 igin saglandigindan P}€cl(F) ve P}€SP(F)

icin d (P;,Pﬁ,Pi) 2 8p:(F) esitsizligi elde edilir.

son olarak P},PEcl(F) \ SP(F) icin d(PK,Pﬁ,Pi) 2 8p(F) esitsizliginin saglandigs

benzer sekilde gosterilir. Bu durumda, her n€E i¢in

B (F) (m)=sup {d (P.PL.P) (m)| PL.PYECI(E)} < 3y (F)(m)

elde edilir. Dolaystyla 3pz(F) = &pz (F) dir.

Teorem 5.2.3: (Tam Esnek 2-Metrik Uzaylar i¢in Cantor Arakesit Teoremi) Bir (X, d)

esnek 2-metrik uzaym tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X’da bos olmayan esnek
2-kapali kiimelerin F; 3 F, 3... 3F, 3... ve her P;eSP(X) i¢in Spz(Fy) =0

kosullarin1 saglayan her {F,} esnek kiime dizisi igin N,F, arakesitinin tek noktali

olmasidir.

ispat: (=) (X, d) tam esnek 2-metrik uzay ve {F,}, F, 3F,3... 3F,3... ve her

P7eSP(X) i¢in Op? (F.) =0 kosullarini saglayan esnek 2-kapali kiimelerin bir dizisi

olsun. {F,}# ® oldugundan her n€N igin P;: €F, esnek noktalarmi segelim.

{Pi» } esnek noktalar dizisinin (X, d) esnek 2-metrik uzaymda bir Cauchy dizisi
n “n

oldugunu gosterelim. {F,} azalan bir dizi oldugundan her m >n igin P;x €F, dir.
Herhangi bir P7eSP(X) i¢in m>n igin d(Pi“‘,Pi“,PZ) éép;(Fn) dir. Buradan,
m n rY

d<P§m, P, PZ) < 8pz(Fy) 27770 elde edilir. Bu ise, {P" } esnek noktalar dizisinin
m n Y n “n

(X, d) esnek 2-metrik uzaymda bir Cauchy dizisi oldugu anlamina gelir. (X, d) tam

oldugundan PﬁﬂPﬁ olacak sekilde bir P} €X esnck noktasi vardir. Simdi ise
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Pﬁgﬁle F, oldugunu iddia ediyoruz. Varsayalim ki bazi k’lar i¢in P;t # Pj olsun. Eger
her k i¢in P;‘; = P} olursa ispat tamamlannus olur. n€EN sabit tutalim. P}, € G esnek 2-
a1k bir kiime olsun. P;"—P} oldugundan her k > n; igin P;* € G olacak sekilde n; EN
mevcuttur. Bu durumda, her k > max {n,n, } i¢in P} €F, N(G\P}) dir. Bu ise P}EF,
oldugunu ifade eder. F, esnek 2-kapali oldugundan P}, € F,=F, dir. Bu durum her neN
i¢in dogru oldugundan P} € N*,F, dir. Dolaysiyla N ,F, esnek kiimesi en az bir
esnek nokta igermektedir. Varsayalm ki, N ,F, esnek kiimesi P #P} seklinde

birbirinden farkli iki esnek nokta icersin. PYESP(X), Py #PY, P7 olsun. §,(F,)
tanimimdan, her n€E ve neN igin d (Pﬁ, P7, Plv() () < 8pk(F)(m) dir. Spx(Fy) =0
oldugundan d (P}, P%.P¥) = 0 elde edilir. Bu ise geliskidir. Dolayssiyla f1;7, F, arakesiti

tek noktalidir.

(&) Tersine olarak, X’daki bos olmayan esnek 2-kapali kiimelerin F,3F,3 ...
SF,3 ... ve her P} € SP(X) igin Spz(Fy) =0 kosullarin1 saglayan her {F,} esnek
kiime dizisi igin N, F, arakesiti tek noktali olsun. {P}" }n esnek noktalar dizisi (X, d)
esnek 2-metrik uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Her n€eN igin

F,={P;, P} Pi™2 .} olsun. SS(F;)3SS(F,)3...3SS(F,)3... oldugu agiktir ve

n+1’" An+2”

buradan SS(F;) 3SS(F,)3 ... 3SS(F,)3 ... dir. Buradan {SS(F,)}’nin esnek 2-

kapali kiimelerin azalan bir dizisi oldugu goriilmektedir. PﬁESP(f() ve keyfi £> 0 i¢in
n, m>n, iken d (P;’", P}, Py) <% olacak sekilde bir n;EN mevcuttur. Bu ise
m n "L

5, (SS(F,,)) 2 oldugunu gosteririr. Lemma 5.2.2°den 8,(SS(F))Z% di.
{SS(F,)} azalan oldugundan n>n; igin 8,y (SS(F,))Z 8py (SS(F,,))Z & dur. Buradan,
SPK(SS(FH))ISOG olur. Hipotezden N*,SS(F,) arakesiti tek noktalhdur.

N7, SS(F,)=Py diyelim. Bu durumda, P}€SP(X) icin
d (P;n,P‘V‘,Py) 28,3 (SS(Fy)

n u
olur. n—oo i¢in limit alinirsa,
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X Y\ =~ SoT =
d (PM, Pk, PM) S (SS(F,))— 0

elde edilir. Ohalde, {P}" } dizisinin Py esnek noktasma yaknsak oldugu bulunur. Bu

ise (f(, d) esnek 2-metrik uzaymin tam oldugunu ispatlar.

Teorem 5.2.4: (Esnek 2-Metrik Uzaylar i¢in Baire Kategori Teoremi)

(*) Her P},P}eSP(X) esnek nokta cifti igin P},P}, merkezli ve her P7eSP(X) i¢in
8p§(SS(Bn))26 olacak sekilde {SS(B,)} esnek 2-kapali yuvarlarin bir dizisi

mevcuttur.

(*) kosulunu saglayan (X, d) tam esnek 2-metrik uzay1 sayilabilir tane higbir yerde

yogun olmayan esnek kiimenin birlesimi seklinde yazilamaz.

Ispat: (f(, d) uzayl (*) kosulunu saglayan bir tam esnek 2-metrik uzay olsun.
Varsayalim ki, her n€N icin F, hi¢cbir yerde yogun olmayan esnek kiimeler olmak
iizere X=U”_,F, =0~ , F, seklinde yazilsm. G bir esnek 2-a¢ik kiime olsun. F, higbir
yerde yogun olmadigindan F , Gyi igermez. Bu durumda P;! & F, olacak sekilde bir

P;! €G vardir. G\F esnek 2-acik kiime ve P,! €G\F; oldugundan Lemma 5.1.11°den
P}'ESS (BfT (P! ,Pﬁ'l)) A...7ss (Bﬁ (P3P )) =H,EG\F

olacak sekilde sonlu sayida Py'l, Pizz, e Pinn € SP(X), 1}, 15, T3, ... , T, >0 mevcuttur.

(*) kosulu saglandigindan, genelligi bozmaksizin, her P;eSP(f() icin
8y (ss (BfT (P;;,Pﬁ'l)» 2T olacak sekilde SS (BfT (P;:,Pﬁ'l)) esnek  kiimesini

segelim. Buradan her P;€SP(X) i¢in dpz(H,) <1 olur.

U,=SS (Bﬁ\i (PyLpy! )) fiss (Bm (P! ,Pffz)) A...7ss (Bm (P! ,Pf;*n))
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kiimesini alalim. O halde
U, €58 (Bg|Py1p) |) A...7Ass (Byz [P0 |) €1, EGF

ve her P;eSP(X) i¢in Spi(U_l) < Spz(H;) < 1 elde edilir. Benzer sekilde U, esnek 2-
acik kiime ve F, hicbir yerde yogun olmadigindan U,\F, # ® dir. Bu durumda

P}>€U,\F, vardir. Benzer sekilde
P)€U,E U, CU\\F,

olacak sekilde U, esnek 2-acik kiimesi bulabiliriz ve her PiESP(X) icin

8p§(U_2)2% elde edilir. Bu sekilde devam edilirse her neN i¢in U, € U, ve her

olacak sekilde {U, } esnek 2-kapali kiimelerin bir dizisini

=2 |

P/ESP(R) icin 8p(T,) 2
elde ederiz. Yani n—o iken her P7eSP(X) i¢in 8p(Uy) — 0 dir. Teorem 5.2.3’den
ﬁleU_n bostan farklidir ve bir tek esnek nokta igerir. ﬁleU_HZP; olsun. Her neN igin
U, NF,=® oldugundan P; & U7 F, olur. Bu ise geliskidir. O halde ispat

tamamlanmis olur.
5.3. Esnek 2-Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda, Lahiri ve dig. (2011) ve Singh ve dig. (2016) tarafindan 2-metrik
uzaylarda verilen sabit nokta teoremleri esnek 2-metrik uzaylara genisletilmistir.
Bundan sonra, (iv(, d) birinci sayilabilir esnek 2-metrik uzay olarak g6z Oniine

alinacaktir.

Notasyon 5.3.1: (X, d) bir esnek 2-metrik uzay ve ¢, (X, d) —(X, d) bir esnek

fonksiyon olsun. T > 0 igin
Si={Pild (Pi,ch(Pﬁ),Pﬁ) <1, vPlesP(X)}

seklinde esnek nokta kiimesi tanimlanir. Eger Py, P, esnek fonksiyonunun bir sabit

noktasi ise P} €S; oldugundan S; #® dir.
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Tanm 5.3.2: (X, d) bir esnek 2-metrik uzay ve o : (X, d)—(X,d) bir esnek

fonksiyon olsun. Eger her P}, P}, P;€SP(X) i¢in 0 <@ < T olmak iizere

d(p, (P, (PL).P}) 2 & d(PLP.PY)

esitsizligi saglaniyor ise P, esnek fonksiyonuna daralma doniisiimii ad1 verilir. Burada

a esnek reel sayisina daralma sabiti ad1 verilir.

Tanm 5.3.3: (X, d) bir esnek 2-metrik uzay ve ¢, : (X.d)—(X.d) bir esnek fonksiyon

olsun. Eger her P, P}, P7eSP(X) (P} # P} #P7 ) i¢in

d(p, (P, (PL).P7) 2 d(PLPL.PY)

ve P, Py, Py esnek noktalarmdan en az ikisi birbirine esit iken

d ((pw (PK),(pW (Pﬁ),P;) =0 saglaniyorsa ?, esnek fonksiyonuna daraltma doniistiimii

ad1 verilir.

Tanimlar karsilastirildiginda, her daralma doniisiimiiniin daraltma doniisiimii oldugu

agiktir.

Tanim 5.3.4: (X, d) bir esnek 2-metrik uzay ve ¢, : (X,d)—(X.d) bir esnek fonksiyon
olsun. Eger P, (P}) = P} olacak sekilde bir P;ESP(X) esnek noktast mevcut ise bu P}

esnek noktasma ?, esnek fonksiyonunun sabit noktasi denir.

Teorem 5.3.5: (X, d) bir esnek 2-metrik uzay ve ¢, : (X,d)—(X.d) bir daraltma

doniisiimii olsun. Bu durumda, her > 0 icin SS(S;) esnek kiimesi esnek 2-kapalidir.

ispat: (X, d) esnek 2-metrik uzay1 birinci sayilabilir T;-uzay1 oldugundan SS(S;)
esnek kiimesinin esnek 2-kapali oldugunu ispatlamak i¢in bu kiimeden yakinsak bir
dizi alip bu dizinin yakmsadigi noktanin bu kiimeye ait oldugunu gosterecegiz.

(X. d)°de {P" } yakmsak bir dizi olsun. P}'—P}, P;E X olsun. €50 ve P{eSP(X)

verilsin. SS (Bg (Pi,(p\#Pﬁ))) N Ss (BE(PK,Pﬁ)) esnek 2-agik bir kiime olup Py esnek
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noktasimi igermektedir. P;"—P} oldugundan n>n, iken
P}"ESS (BE (Pi,(pw(P;))) Ass (Bg(Px,Pﬁ)) olacak sekilde bir nyeN mevcuttur.

¢, nin daraltma esnek doniisiimii oldugu ve her neN igin P;: €SS(S;) oldugu goz

Oniine alinirsa, her n > n, i¢in

d(Py, 9, (0. PY) 2 d(PL o, (P, P)+ d(PY, Py, PY) +d (P}, o, (P, PY)

2% +d (P;:, 9,(PD. @W(P;:)) +d (P o, (P). PY)+d( o, (PI1). 0, (P, PY)
228+ d(P)r, Py P") +d (P, o, (P). PY )+ d(P}.PX.PY) 238 +

olur. Bu ifade her >0 i¢in dogru oldugundan d (P;, (pw(Pﬁ), Pﬁ) <1t dir. Her
PYeSP(X) i¢in dogru oldugundan P} €SS(S) elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 5.3.6: (f(, d) bir tam ve sinirli esnek 2-metrik uzay ve ?,; (f(, d)—>(§w(, d) bir
daralma déniisiimii olsun. Bu durumda, ¢ esnek fonksiyonunun X iizerinde bir tek

sabit noktas1 vardir.

ispat: PYeSP(X) olsun. P}’in P, esnek fonksiyonu altinda n. iterasyonu ile olusturulan

{@GJ(PK)} dizisini ele alahm. (X, d) smirli oldugundan her PiESP(f() i¢in
d (o1 (P01 (P).P7) Zaid (o (P01 (PD).P)

252 (oI (.ol (PD).PZ) ... Z5°d(PLo, (P).PY) 25"M

= v Aoy, Aoty )= = LYy | =

olacak sekilde M >0 vardir. {f;} esnek noktalarm azalan ve 0 esnek reel sayisina

yakinsayan bir dizisi iken

S, =S¢ ={ P}

d (P o, (Py). P%) 2T, vPiesp(X)}
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kiimesi bostan farklidir. 0<a <1 oldugundan ¢, daraltma déniisiimiidiir. Bu

durumda, her bir SS(S,) esnek 2-kapali esnek kiime olur. Ayrica her nEN igin

SS(8,+1 )€ SS(S,) dir. O halde P}, P} €SS(S,) ve PZeSP(X) i¢in
(5, P P5) 2 d (P3P 0, () + d (P 0, (P, ) + d (0, (P, P, )

224+ (cp ), P, o, (P ))+d(<p ). o, (PY). P2)+d (o, (P). PY. P7)
<3, +ad(P, PY, PY) +ad(P5, Py, P7) 2 3¢, + ad(P3, Py, P)

" N = 36 - ST .
elde edilir. Buradan d(Pj, P}, Py) < == bulunur. Bu ise 3:(SS(S,)) <= oldugu

anlamma gelir. Bu durumda sz(SS(Sn))Iﬂﬁ olur. Teorem 5.2.3’den

N7 SS(S,,) arakesiti tek noktahdur. N7, SS(S,)=P}’ olsun. Bu durumda, her neN ve
PresP(X) igin  d (P o (PY).P5)Z6 olur. Yani her PieSP(X) igin
d( xo’(P (P; ),Pf() =0 dir. Bu ise (pW(P;g) = P;g demektir. Yani P;g esnek noktast ¢

esnek fonksiyonunun sabit noktasidir.

Tekligi ispatlamak i¢in Pj ve Py’ nin ?, esnek fonksiyonunun birbirinden farkli iki
sabit noktasi oldugunu kabul edelim. PZESP(X) (Py # P}, Py # PY) esnek noktasi igin
d(P. P, P) = d (o, (PD). o, (PY). P;) Zad(P}, PY, P7) = d(P, PY. PY)

elde edilir. Bu ise kabul ile ¢elisir. O halde P, esnek fonksiyonunun bir tek sabit

noktasi vardir.

Teorem 5.3.7: (X, d) bir smirh esnek 2-metrik uzay. ¢, : (X, d)—(X, d) bir daralma
doniisiimii ve PyeSP(X) olsun. {@GJ(P;)} iterasyon dizisinin bir P;’€SP(X) esnek

noktasina yakinsayan bir {(p;‘;(P{)} alt dizisi mevcut ise P;g esnek noktast ¢ esnek

doniisiimiiniin bir tek sabit noktasidir.

Ispat: {f,} esnek noktalarin azalan ve 0 esnek reel sayisia yakinsayan bir dizisi iken
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snzs;={1>;

n

d( 0, (). Pz) gfn,vPieSP(f()}

esnek noktalarm bir kiimesi olsun. Bu durumda, ?, daralma esnek doniisiimii ve (X, d)

smirlt oldugundan her PieSP(f() icin

d (orr (P, o1 (D), P;) Zad (9! (PY), olr(P), ;)

2@d (o2 (P (P, P7) 2 ... Zad (P, g, (P, P;) 2 @M

olacak sekilde M = 0 vardir. 0 <@ < T oldugundan her n€N igin SS(S,) kiimesi bostan
farklidir. Ayrica yeterince biiyiik r degerleri i¢in SS(S,) esnek kiimesi o (P}) esnek

noktasini igerir. SS( ( 200 Py (P )) NSS (B (PXO PZ)) esnek 2-acik bir kiime

olup P, esnck noktasmi igermektedir. (pL‘;(PK)—»P;g oldugundan r>r, igin

(p;;r(P;)éss< ( .0, (P"O))) Nss (By(P}. PY)) olacak sekilde bir €N

mevcuttur. n€N sabit tutalim ve a"*™M < {, olacak sekilde r > r, secelim. Bu durumda,

a(P2, 0, (P12). P7) Zd (P, 0, (PR, o(PD )+ d (P, 9P, P7)
+d(on (P, o, (PR, P2) 222+ d (). o, (P). P2)

2 22+ (2D, 0, (). 02 (P + d (o (P, o7 (P, PY)

+d (o (P, o, (P2). P7) 228 +ad (Px, 9,(PD. 0, (P;g)) + "M
+ad (om(PY). P2, P7) 228 +aad(P}, PY, PYY) +§; + 6 = T + (2+@)E
elde edilir. > 0 keyfi oldugundan

d (P2 g, (P2). P7) £T,. VPIESP(R)

olur. Her neN igin dogru oldugundan n—co igin limit alinirsa,
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d (P g, (P). P¥) 20, vPLeSP(X)

bulunur. Bu ise ¢, (P} )=P; anlammna gelir. Yani P}?, ¢, esnek fonksiyonunun sabit

noktasidir. Sabit noktanmn tekligi yukaridaki teoremdeki ispata benzer sekilde

gosterilir.

Teorem 5.3.8: (X, d) bir esnek 2-metrik uzay. ¢, :(X, d)—(X,d) bir daraltma
doniisiimii ve PXESP(X) olsun. {(pGJ(Pﬁ)} iterasyon dizisinin P,’€SP(X) esnek
noktasina yakinsayan bir {(pﬂ;(Pﬁ)} alt dizisi mevcut ise Pig esnek noktast ¢ esnek
fonksiyonunun bir tek sabit noktasidir.

Ispat: (X, d) esnek 2-metrik uzay. (pw:(f(, d)—(X, d) bir daraltma esnek déniisiim ve
P;eSP(X) olsun. {(p“ (P;)} esnek noktalar dizisinde bazi i’ler i¢in (pi;] (PY) = (piu (PY)
ise bu durumda P;0 = (piu(Pi) esnek noktasi @ "nin sabit noktas olur. O halde
(piu(Pi) + ‘Pi;l (P} olsun. Ayrica ¢, (P;g) # Py, olsun. Aksi taktirde P, esnek noktas
¢, "nin sabit noktast olur. P;g, P, (P;g) ve (piu (P}), i=1,2, ... esnek noktalarindan farkl1

bir P7€SP(X) noktasi segelim. Buradan,

d (o, (PL). 2 (P). P%) Zd (P2 o, (P2). P) (5.3)

elde  edilir.  Negatif olmayan esnek reel sayilarin  olusturdugu

{ ((p (P; )(p“”(P )PZ)} dizisini ele alalim. Ilk olarak d( xo’(P (P} ) PZ)

esnek reel sayismin bu dizinin limiti olduunu gosterecegiz. £>0 olsun.
SS (Bg/g (P;g, 9, (P} )) 1SS (By3(P)2. P¥)) esnek 2-agik bir kime olup P}” esnek
noktasimi icermektedir. oy (PD—P; oldugundan r>k iken
ol (PYESS (Bg/ ( 0, (P )) 1SS (Bys(P}.P7)) olacak sekilde bir keN
mevcuttur. r > k secelim. Bu durumda,

d (P o, (P). P7) éd(ng,m (PY), (pnr(Px)) +d (P2, o (P, P)
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+d (o@D, 0, (). P7) =32+ d(on (D, o, (P). 7))

w|t\>|

£+ d (o@D, 0, (P, o (D)) +d (o3P, 917 (P, %)
ny z\Z 2. n n X

+d(gu @D, 9, (P, P) = 25+ d (o (D, P2, 02(PD)
+d (@Y. g (PR, P7) + d (@1 (PY), P2, PY)
&+ d (oD, o (P, ) (5.4)
olur. Benzer sekilde, yeterince biiyiik r i¢in
d (oD, on (P, P2) 25+ d (P, ¢, (PYY). P%) (5.5)
oldugu gosterilebilir. Esitsizlik (5.4) ve (5.5) den
| (@@, o' (@), P2) () - d (B2, @, (P12). PZ) ()| < &), vneE
= lim d (g (P}, o1 (PY), P7)=d (P2, 0, (P2), P})
elde edilir. Dikkat edilirse, sabit bir n, i¢in n > n,+1 iken

((P (PX) (PnH(Px) ) ( nyt1 (PX) (pnr+2 (Px) PZ)
saglanmaktadir. Bu durumda d (P;g, (pW(P;g), Pi) limit degeri n>n,+1 iken
d (P2 g, (P2). P2) Zd (g (P, @2 (PY), PY) (5.6)
esitsizligini saglamaktadir. Bu durum her r€N i¢in dogru oldugundan r>k iken
(o D, 9 2P, ) Zd (01 (B, ol 2D, 0, (P)) )

+d (o (P, 0, (P). P7) +d (0, (P12). 02D, )
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2d (o (@D, g (P, P2) + d (ol (P, P2, P7) +d (o, (P)2), 9 2(PY), P)
= (o@D, P, P7) + d (g, (2). 02 28D, 02 (P3))
+ (0, (3. 0 (P30, P7) + d (0 (7). o 2CPD. )
= d (o@D, Py, P7) + d g, (P2). 02 D, 0, (P5))
)

+d (o, (PL), 02(PL2), P7)+d (P2, olx(PD), P))

<

W] ™
Wl e

+d (g, (P, 02(PY). P2) Z&+d(o,(PY). 02(PY). P%) (5.7)

olur. Esitsizlik (5.6) ve (5.7) den

d (P, 0, (P2). P7) 25 +d (o, (PL), 02 (P0), )

elde edilir. Buradan,

d (P2, o, (P). P) 2 d (o, (P12). 92(P12). PY)

esitsizligi elde edilir. Bu ise Esitsizlik (5.3) ile ¢elismektedir. Bu durumda,
(pW(P;g) ZP;g veya bazi i’ler i¢in (piu+1 (PY) = (piv(Pﬁ) olmalidir. O halde, ¢, esnek

fonksiyonunun bir sabit noktasi vardir. Sabit noktanin tekligi yukaridaki teoremdeki

ispata benzer sekilde gosterilir.

Teorem 5.3.9: (X, d) bir tam esnek 2-metrik uzay ve ¢, : (X, d) — (X, d) siirekli bir

esnek fonksiyon olsun. Eger her P}, PY, P2€SP(X) i¢in 0 < @ <

w Py olmak iizere

N | —

d(0, D), 0,(P2). 75) Za(d (P, 0, @D, P5) + d (P 0, (72). 7))
esitsizligi saglaniyor ise ?, esnek fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Ispat: {f,} esnek noktalarm azalan ve 0 esnek reel sayisina yakisayan bir dizisi iken
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snzsf~={1>;

n

d (P50, (Py). P}) 2. vPiesp(X)}

esnek noktalarin bir kiimesi olsun. Her n€EN i¢in SS(S,.;) € SS(S,) oldugu agiktir.

Ayrica ?, esnek fonksiyonu siirekli oldugundan her n€N ig¢in SS(S,) esnek kiimesi

esnek 2-kapalidir. PZ€SP(X) esnek noktast igin Spi(SS(Sn))E)O(_) oldugunu

gosterelim. Herhangi P}, P € SS(S,) esnek noktalari i¢in
(3, P P7) 2 d (P3P 0, () )+ d (P 0, (P, )+ d (0, (P, P, )
<20 + ((p (P, P, Pi) <26 + d<(P (P, P, o, (P} ))

+d(0,D. 0, (PY). P2) +d(o, (P). P2 P)

l

23T +a (d (P;, 9,(PD. Pi) +d (Py 9,(PL). PZ)) 24t + 2ot = (3205

esitsizligi elde edilir. Buradan ise d(Px, Py, PZ) < (420t 50 saglanir.
Dolayisiyla 8p§(SS(Sn)) 50 dir. Bu durumda {SS(S,)}, her neN igin
SS(Sy1) € SS(S,) Ve her PZeSP(X) igin 8p2(SS(S,)) — 0 olacak sekildeki esnek

2-kapal kiimelerin bir dizisi oldugu goriiliir. Dolayisiyla N, SS(S,) arakesiti tek
noktahdir. N%,SS(S,) = P)Y olsun. Bu durumda, her neN ve P’eSP(X) i¢in

d( M,(p (P; ) PZ) <{, dir. Buradan her P7eSP(X) igin d( XO,(p (P} ) ) 0
elde edilir. Dolayisiyla ‘PW(PxO):P;g drr. Yani ng esnek noktast ¢, esnek

fonksiyonunun sabit noktasidir.

Tekligi ispatlamak i¢in P; ve Py’ nin ?, esnek fonksiyonunun birbirinden farkli iki

sabit noktasi oldugunu kabul edelim. PZESP(X) (Py # P}, Py # PY) esnek noktasi igin
d(Py. Py P2) = d (o, (PD. o, (PL). P?)

Za (d(Px,(p (®5). P)+d (Pl o, (PY). PZ)>= (d(Py. P, P2) + d(Py. P2, P7)) =D
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olur. Bu ise d(P}, P}, P7) = 0 oldugu anlamina gelir. O halde ¢, esnek fonksiyonunun

bir tek sabit noktasi vardir.

Teorem 5.3.10: (X, d) bir tam esnek 2-metrik uzay ve ¢, : (X, d) — (X, d) siirekli bir

esnek fonksiyon olsun. Eger her P}, PY, P2€SP(X) i¢in 0 < 0 <

w Py olmak tizere,

0| =]

d(0, D), 0,(72). 75) Za(a (P, 0, (PL), P7)+ d (P 0,7, 7)) (5.8)
esitsizligi saglaniyor ise P, esnek fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Ispat: {f.} esnek noktalarin azalan ve 0 esnek reel sayisina yakinsayan bir dizisi iken

S, =Sz = { P}

d (P 0, (P). P7) 2T, vPresp(X))

esnek noktalarin bir kiimesi olsun. Her n€EN i¢in SS(S,.;) € SS(S,) oldugu agiktir.

Ayrica ?, esnek fonksiyonu siirekli oldugundan her n€EN ig¢in SS(S,) esnek kiimesi

esnek 2-kapahdir. P7€SP(X) esnek noktast igin Spi(SS(Sn)) 220 oldugunu

gosterelim. Herhangi P}, PYESS(S,) esnek noktalar icin

(e, Py, 9) 2d (P P 0, D)+ 4 (PL 0,2, ) + d (o, (D), P2, PY)
226 +d (g, (PY). P, P7) 236 +d ((pw(Pi), Py, (pw(Pﬁ)>

+d(o,®D. o, (PY). P7) +d (o, (P). PL. P7)

23t +a <d (P, 0, (B1). P2)+ d (P} o, (P, Pi)) (5.9)
Birinci adim :

Esitsizlik (5.8) ve (5.9) dan

d(P}, Py, P?) 24F + 4 (d (Pﬁ, 9,(PY). (pw(pi)) +d (P o, @D, P2)+d(0,(D). 0, (PY). P;)>

96



+a (d (P 0, D, 0,(72)) + d (% 0, (72). P7) +d (0, (P2, 0, P, p;))
2 3¢, + 3at, + 2ad (o, (D). o, (PY). ;)

236, + 3at, + 26 (d (5, 0, (1), 1) + d (P 0, (D), PY)) (5.10)
elde edilir.

Ikinci adim :

Esitsizlik (5.8) ve (5.10) dan

d(P3, PY, P7) 24, + 4af,

+2a° <d (p;, 9,(PY). (pw(p;)) +d(PL o, (D). P2)+d (o, (PD. o, (P). p;))

+ 207 (d (P 0, ®D. 0, (P1)) + d (P 0, (P P2) + d (0, (P, 0, P, P?))
— 4T + 4at; + 82T, + 4atd (% ®)). 9, (P)). p;)
236, + 3af, + 5t + 30 (d (P 0, (12), 7)< d (P, 0, (D, P7)) (5.11)

elde edilir.

Uclincii adim :

Esitsizlik (5.8) ve (5.11) den

d(P;, PY, P?) 2 4, + 4af, + 8o’
135 (a (P 0, (72). 0, ) + d (P, 0,5, P) + d (o0, P, 0, (P). p;))

+ 363 (d (Pﬁ, 9, (P @W(Pﬁ)) +d (Pﬁ, 9,(PY). Pi) +d ((pw (P). o, (P, P§)>
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= 3, + 4af, + 85°F, + T6a°%, + 8a'd (o, (P, o, (P). PY)

23F + 3a (T+26+ (3a)?) + S (d (P, ¢, (B}). P2)+ d (P o, (D). P )) (5.12)
elde edilir.

Dordiuncu adim :

Esitsizlik (5.8) ve (5.12) den

d(P3, PY, P2) 23f;, + dat, (T+20+(2%)2)
+8a (a (P50, (P2). 0, D) + 4 (P, 0, D). P7) + d (0, D, 0, (P). p;))

+ 8o <d (Pﬁ, 9, (P @W(Pﬁ)) +d (Pl o, (PY). P2)+d (o, (P). o, (PD. P§)>

= 4 + ot (1+20+(20)2) + 326°T. + 160 d((p ®. o, (PY). PZ)

24t + 4ot [1+2a+20)%+(20)3]

+ T6a" (d (Px, 9,(PY). PZ)+ d(PH, 9,(P). P )) (5.13)
elde edilir. Bu sekilde devam edilirse n. adimda

d(P}, P¥, P?) 24, + daf, (T+20+(20)*+...+ Q)™ )

+2"5"! (d ( (P o, (P2). P2)+ d (P2 o, (P Pi))

< 4t + 4af, (1+20+Qa)>+.. . +Qa)™!+...)

+25"! (d ( (P o, (P2). P2)+ d (P2 o, (P P$)>

=4f + ‘_‘T"‘F“ +2 g (d(Px, ?, (P}, PZ)+d( (PW(PK)’Pi»
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1-a

= (Z+_z—ai) £+ 2! (d (an P, (PY). pZ) + d( 0, (PD, p;)) (5.14)

elde edilir. @< - ve {f,} azalan oldugundan d(P;L,Py PZ) =50 dir. Dolayistyla

N | =

8:(SS(S,)) — 0 dur. Bu durumda {SS(S,)}, her neN icin SS(S,.;) € SS(S,) ve her
P7eSP(X) igin 8p2(SS(S,)) =2 0 olacak sekildeki esnek 2-kapali kiimelerin bir dizisi
olur. Dolayisiyla N77;SS(S,) arakesiti tek noktahdir. N;;SS(S,)=P;® olsun. Bu
durumda, her neN ve P7eSP(X) d( 9, (P3), PZ) <, dir. Buradan her PZeSP(X)
i¢in d (Pzg, P, (Pig), Pi) = 0 elde edilir. Dolay1siyla P, (Pig) = P;g dir. Yani P;g esnek

noktasi P, esnek fonksiyonunun sabit noktasidir.

Tekligi ispatlamak i¢in Py ve P} nin ?, esnek fonksiyonunun birbirinden farkli iki

sabit noktast oldugunu kabul edelim. P;€SP(X) (P # P, P # P) esnek noktast igin
d(Py. Py, P2) =d (o, (PD. o, (PL). P?)

3 (d(Px,(p (P). %) +d (P} (pW(PK),P;)):a(d(Px, P, P?) +d(PY, P}, PY))
=2ad(P}, P}, P?)

= d(P}, P}, P7) 2 2ad(Pj, Py, P) =(1-2a)d(P}, P}, P7) <0 = d(P}, P, P;) =0

olur. Bu ise P} = P} oldugu anlammna gelir. O halde ¢ _ esnek fonksiyonunun bir tek
v

sabit noktas1 vardir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, oncelikle metrik uzaylarin lineer olmayan bir genellestirmesi olan 2-
metrik uzaylar, bu uzaylarin 6nemli birtakim 6zellikleri ve bu uzaylara iliskin bazi
temel sabit nokta teoremleri tanitilmistir. Buna ek olarak, bulanik 2-metrik uzaylar ve
sezgisel bulanik 2-metrik uzaylar sabit nokta teoremleri ile birlikte verilmistir. Daha
sonra, ikinci bolimde yer verilmis olan 2-metrik uzay kavrami ve sabit nokta
teoremleri esnek noktalar baz alinarak genellestirilmistir. Bu elde edilen yeni 2-metrik
yapist esnek 2-metrik olarak adlandirilmistir ve bu yap1 vasitasiyla topoloji iretilerek
kapanig, limit noktasi, yakinsaklik, tamlik gibi temel kavramlar ile topolojik
Ozelliklere yer verilmistir. Son olarak esnek 2-metrik uzaylar i¢in sabit nokta

teoremleri ispatlanmustir.

Bunun yanisira, 2-metrik uzaylarda calisilmis olan ortak sabit nokta teoremleri de

esnek 2-metrik uzaylara genellestirilebilir.
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