KOCAELI UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK
ANABILIM DALI

YUKSEK LiSANS TEZi

BULANIK DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL
COZUMLERI

GIZEM TABAK

KOCAELI 2018



KOCAELI UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK
ANABILIM DALI

YUKSEK LISANS TEZI

BULANIK DIiFERANSIYEL DENKLEMLERIN

SAYISAL COZUMLERI
GIZEM TABAK

Dr.Ogr.Uyesi Hiilya KODAL SEVINDIR

Danmisman, Kocaeli Universitesi %‘/K/Z)
Prof.Dr. Halis AYGUN % .
Jiiri Uyesi, Kocaeli Universitesi == = AL XL S
Prof.Dr. Halim OZDEMIR W
Jiiri Uyesi, Sakarya Universitesi cond AR v

Tezin Savunuldugu Tarih: 06.07.2018



ONSOZ VE TESEKKUR

Gilinliik yagantimizda, kesin oldugunu diisiindiiglimiiz ancak ger¢ekte kesin olmayan
bircok durumla karsilasiriz. Bu durumlarin sistematik olarak ongoriilmesi, yapilan
bazi kabullerden sonra miimkiin olabilmektedir. Bulanik mantik bize bu tiir belirsiz
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mantik ve bulanik tiirev kavramlarini temel almaktadir.

Bulanik diferansiyel denklemlerin analitik ve niimerik ¢oziimleri konusunda bana
calisma firsat1 veren ve destegini esirgemeyen danisman hocam Dr. Ogr. Uyesi
Hiilya Kodal Sevindir’e tesekkiir eder sonsuz saygilarimi sunarim. Tim yliksek
ogrenim hayatim boyunca benden desteklerini esirgemeyen Kocaeli Universitesi
Fen-Edebiyat Fakiiltesi Dekant ve Matematik Bolim Baskani Prof. Dr. Halis
Aygiin’e tesekkiirlerimi sunarim. Tez siirecinde bana biiyiik destegi olan hocam Dr.
Ogr. Uyesi Mine Aylin Bayrak’a tesekkiir ederim. Ayrica Ars. Gor. Siileyman
Cetinkaya’ya tesekkiirlerimi sunarim. Tim oOgrenim hayatim boyunca destegini
esirgemeyen aileme ve yiiksek lisans siirecimde benim icin biiylik fedakarlik
gosteren esime ve kizima sonsuz sevgimi ve tesekkiirlerimi sunarim.

Mayis — 2018 Gizem TABAK



ICINDEKILER

ONSOZ VE TESEKKUR .......coiuiieiiiirceeieeeeeseeeie e essae et es s ss st sen s s i
ICINDEKILER ....c.cooviiiiieiiiiccte ettt ettt i
SEKILLER DIZINI.....cooioiiiitieecceceseeeeee ettt iii
TABLOLAR DIZINT ..ottt 1\
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINT ......ccoooviiiiiiinseeeennes v
OZET .ttt vi
ABSTRACT L. vii
GIRIS oottt 1
1. GENEL BILGILER .....coottttiiiiiiieieicineieisesiei s 2
1.1. Bulanik Mantik Kavrami........ccoooeiiieiiieiiieiee e 2
1.2. Bulanik Mantigin Kullanim Alanlart ..........cccooeiiiiiiiiiiiiec e 4
2. LITERATUR CALISMASI ....coovititeteteieteteteetete ettt sttt sennas 9
3. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR ..o 14
3.1, Bulanik KEme......cccoiiiiiiiiiiic s 14
3.2. Uyelik Fonksiyonu ve Uyelik Derecesi.........co.cvvirerirrrerieerereeeiseereseneenenn, 17
3.3. Bulanik Sayl ... 19
3.4. Bulanik FONKSIYOMN ......cccooiiiiiiiiiiiiiciie e 20
3.5. Bulanik Degerli Fonksiyonlarin Diferansiyellenebilirligi.............cccocvennnnee. 22
3.5.1. Hukuhara diferansiyellenebilirlik ............ccoooeiiiie, 22
3.5.2. Seikkala diferansiyellenebilirlik ..o, 23
3.5.3. Kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirlik ............ccocoeevirnnne 23
4. BULANIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER ........cccouuiiiiniiniiineiesinnieirennnn, 25
4.1. Baslangig Deger Problemi..........cooiiiiiiiiiiiee e 25
4.2. Bulanik Baslangi¢c Deger Problemi ..........ccccovviiiiiiiiiiii 26
4.3. Bulanik Diferansiyel Denklem COzZUMIU ..........cooviviriiiiiiiiencec e 29
5. BULANIK DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SAYILSAL
(@10)7481.Y, 151 2] 28 ES R 37
5.1, EUIEr MEIOUU ...ttt 37
5.2. Bulanik Diferansiyel Denklemlerin Euler Metodu ile Coziimii..................... 38
5.3. Homotopi Analiz MetodUu(HAM) ..o 42
5.4. Bulanik Diferansiyel Denklemlerin Homotopy Analiz Metodu ile
(1074111 4 L1 PP PP PP PP PPPPP 44
5.5. Adomian Bozunma MEtOAU ..........ccccuriieiiniirciiinereene e 48
5.6. Bulanik Diferansiyel Denklemlerin Adomian Bozunma Metodu ile
COZUMIL. ...ttt e st e e e snb e e e snn e 49
6. SONUCLAR VE ONERILER .......ceiuititiieieieetee ettt 59
KAYNAKLAR .ottt sttt e b e e e teesneeebeesnee s 60
KISISEL YAYIN VE ESERLER .....cociuiiuiuitiieecececececeesecesseessesesesesesseses s 64
(076 ) 216).Y 13 OO UUUUURTRTRT 65



SEKILLER DIiZiNi

Sekil 3.1.
Sekil 3.2.
Sekil 3.3.
Sekil 4.1.
Sekil 4.2.
Sekil 5.1.

‘Geng’ kavramui i¢in belirlenen tiyelik fonksiyonunun grafigi .................. 18
UgEN BUIANIK SAYT cv.vvvvveveieieeereteteterese ettt ettt sttt sesesesnas 19
Yamuk bulanik SAY1......ccccviviiiiiiiiiiicc e 20
Klasik baglangi¢ deger problemi. ........ccccvvvviiiiiiiiiiiiiiie e 28
Bulanik baslangic deger problemi. .........cccoceiiiiiiiiiiiiiic e 28
Omnek (5.4)’deki BDD’nin  Euler, Homotopi ve Adomian

metotlari ile yaklasik ve kesin ¢OZUMICTT ......cocveriieieiiiieiieiie e 58


file:///C:/Users/cagla/Desktop/nilhan%20tez%20SAVUNMA%20SONRASI%202017.docx%23_Toc520798754
file:///C:/Users/cagla/Desktop/nilhan%20tez%20SAVUNMA%20SONRASI%202017.docx%23_Toc520798754

TABLOLAR DiZiNi

Tablo 5.1. Ornek (5.4)’deki BDD’nin yaklasik ¢oziimleri
Tablo 5.2. Ornek (5.4)’deki BDD nin tahmini hatalar......



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

U,V

u

supp(A)
core(A)

cl(A)
A=(a,b,c)
A=(a,b,c,d)
R

x()

f

[A]
E([a,b];R™)
F(X)

Kisaltmalar

ABM
BBDP
BDD
BDP
HAM
R

Xm

IR lzerinde her mertebeden tirevlenebilen

fonksiyonlar uzay1

: Uyelik fonksiyonu

. A bulanik kiimesinin destegi

. A bulanik kiimesinin ¢ekirdegi

. A bulanik kiimesinin kapanisi

: A liggensel bulanik sayisi

: A yamuk bulanik sayis1

: Bulanik reel sayilar kiimesi

. Gergek degerli siirekli fonksiyon

. Genisletilmis f fonksiyonu

. A bulanik kiimesinin r-kesiti

: [a,b]’den R™’ye fonksiyonlar uzay1
: X evreninin tiim bulanik alt kiimeleri
: Hukuhara farki

. Genellestirilmis hukuhara farki

: f fonksiyonunun x noktasindaki hukuhara tiirevi
. f fonksiyonunun x noktasindaki genellestirilmis tiirevi
: f fonksiyonunun x noktasindaki genellestirilmis hukuhara

turevi

[Al=[a.a]

: Lineer olmayan diferansiyel operator
: Lineer operator

: GOmme parametresi

. Yardimci parametre

. Yardimci fonksiyon

: Adomian Bozunma Metodu

: Bulanik Baslangi¢c Deger Problemi

: Bulanik Diferansiyel Denklemler

: Baslangi¢c Deger Problemi

: Homotopi Analiz Metodu

: M-yinci Mertebeden Deformasyon Denklemi

surekli

: A bulanik sayisinin r-kesitlerinin alt ve iist u¢ noktalar



BULANIK DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMLERI
OZET

Diferansiyel denklemler, fizik, miihendislik, ekonomi, biyoloji gibi alanlardaki
uygulamalardan, teorik matematiksel gelismelere kadar pek ¢ok alanda
kullanilmaktadir. Bulanik diferansiyel denklemler ise kisaca bulanik sayir degerli
fonksiyonlarin dahil oldugu diferansiyel denklemler olarak tanimlanabilir.

Bulanik kiime kavrami ilk kez Zadeh (Zadeh, 1965) tarafindan ve bulanik
diferansiyel denklemler Chang and Zadeh tarafindan tanitilmistir. O zamanlardan
beri birgok arastirmaci tarafindan kapsamli bir sekilde arastirilmaktadir. Bu
caligmada, bulanik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢dziimleri i¢cin Euler yontemi,
Homotopy analiz yontemi ve Adomian yontemi kullanilarak bulanik diferansiyel
denklemler i¢in bazi nlimerik ¢oziimler ilk iki adim i¢in ayrintili olarak verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik Cauchy Problemi, Bulanik Diferansiyel Denklemler,
Hukuhara Diferansiyellenebilirlik, Kuvvetli Genellestirilmis Diferansiyellenebilirlik,
Niimerik Coztimler.
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NUMERICAL SOLUTIONS OF FUZZY DIFFERENTIAL EQUATIONS
ABSTRACT

Differential equations have been encountered in many areas such as physics,
engineering, economy and biology. Fuzzy differential equations can be recognized as
differential equations having fuzzy valued functions. Fuzzy set concept was first
introduced by Zadeh and fuzzy differential equations were first introduced by Chang
and Zadeh. Since then, the topic of Fuzzy Differential Equations has been attracting a
rapidly growing number of researchers. In this thesis some numerical algorithms for
fuzzy ordinary differential equations are considered. Schemes for the classical Euler
method, Homotopy Analysis Method, and Adomian Decomposition Method are
discussed; this is followed by an error analysis. The algorithms are used to solve
numerically for a linear fuzzy Cauchy problem, and the first two iterative steps of the
algorithms are shown explicitly in detail.

Keywords: Fuzzy Cauchy Problem, Fuzzy Differential Equations, Hukuhara
Differentiability, Strongly Generalized Differentiability, Numerical Solutions.
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GIRIS

Bulanik diferansiyel denklemler teorisi, belirsizlik altinda dinamik sistemleri
modellemenin dogal bir yolunu temsil eder. Dolayisiyla bu teori, bilim ve
mithendislik problemlerinin modellenmesinde 6nemli bir rol oynamaktadir. Bulanik
diferansiyel denklemler bulanik kiime ve bulanik tiirev kavramlariyla yakindan
ilgilidir. Teknolojinin ilerlemesiyle bulanik diferansiyel denklemlerin giiniimiizde
kullanim sahalar1 oldukca genislemistir. Bulanik diferansiyel denklemleri anlamak

icin oncelikle bulanik mantik kavraminin 6ztimsenmesi gerekmektedir.

[k defa 1960 yilinda, University of California (Berkeley)’den Prof. Dr. Lotfi Zadeh
tarafindan ortaya atilmis olan bulanik mantik, dogal dildeki belirsizligi modellemek
icin kullanilmistir. Bulanik tiirev kavrami ise Chang ve Zadeh tarafindan kullanilmis
olup (Chang ve Zadeh, 1972), Dubois ve Prade tarafindan genisletme ilkesi yardimi
ile gelistirilmistir (Dubois ve Prade, 1982). Bulanik diferansiyel denklem kavrami ilk
defa 1987 yilinda Kandel ve Byatt (Kandel ve Byatt, 1978; Kandel ve Byatt, 1980)
tarafindan kullanilmistir. Daha sonra bulanik tiirev i¢in aragtirmacilar ¢esitli tanimlar
ortaya atmislardir. Hukuhara tiirevi bu tanimlardan ilk ve en yaygmn olandir
(Hukuhara 1967). Puri ve Ralescu bu kavrami genellestirmislerdir (Puri, 1983). Bu
genellestirilmis  yaklasim Kaleva (Kaleva, 1987; Kaleva, 1990) tarafindan
incelenmistir. Hukuhara tiirevinin uygulamasinda zamanla bulanikligin artmasi ve
kesin ¢ozliimden c¢ok uzak g¢oziimlerin elde edilmesi bu uygulamanin en Onemli
dezavantajidir (Kaleva, 2006). Seikkala (Seikkala, 1987), bu dezavantaji ortadan
kaldirmak i¢in daha genel bir kavram olan Seikkala tlirevi kavramini onermistir.
Seikkala (Seikkala, 1987), Kaleva (Kaleva, 1987) ve (Kaleva, 1990) tarafindan
bulanik baslangic deger problemi igin verilen yaklasim, Buckley ve Feuring
(Buckley ve Feuring, 2000) tarafindan genellestirilmistir. Ancak bu kavramin Dubois
ve Prade (Dubois ve Prade, 1982 )tarafindan gelistirilmis kavram ile ayni1 oldugu

anlasilmistir.



1. GENEL BiLGILER
1.1. Bulamik Mantik Kavram

Matematiksel bir tasarim yapilirken ilk 6nce o siirecin bir dinamik modeline ihtiyag
vardir. Ancak bu durum pratikte bazen karisikliga yol agabilmektedir. Siirecteki
durumlar ile ilgili verilen bilgiler matematiksel modelleme i¢in yetersiz olabilir ya da
kurulan modellemede kullanilan parametreler zamanla degisiklik gosterebilir. Dogru
modelin kurulmasi halinde bile bunun denetleyici tasariminda kullanilmasi daha
karmasik problemlere yol agabilir. Bu gibi karmasik durumlarla karsilasildigi zaman
genellikle uzman bir kisinin tecriibe ve bilgilerinden yararlanma yoluna basvurulur.
Uzman kisi giinliik yasantimizda sik¢a kullandigimiz ‘uygun, ¢cok uygun, ¢ok uygun
degil, ¢ok fazla, ¢ok az, az’ gibi kelimeler dogrultusunda esnek bir denetim
mekanizmasi gelistirir. Iste bulanik denetim de bu tiir mantiksal iliskiler iizerine

kurulmustur (Zadeh, 1966).

Belirsizliklerle bas edebilmek icin pek cok arastirmaci gesitli ¢calismalar yapmistir.
Bu calismalar sayesinde belirsizlik i¢eren problemlerin ¢oziimii i¢in olasilik teorisi,
bulanik kiimeler teorisi, yaklasimli kiimeler teorisi, aralik matematigi gibi bircok
teori gelistirilmistir. Bu teoriler arasinda en kullanisl olan1 Zadeh’in bulanik kiimeler
teorisidir. Bu teoride, klasik bir kiimedeki her eleman: [0,1] aralifinda bir sayiya
gotiiren bir doniisiim ile bulanik kiime tanimlanmistir. Boylece klasik kiimedeki 0 ve
1 ikili aitlik derecesinden, kismi aitlik derecesine gegerek daha esnek sonuglar elde

edilmistir.

Giinlik yasantida birgok durumu belirsizlikle tanimlariz. Genellikle kesinlik
yaklasimiyla modellenemeyen belirsiz durumlar bulanik kiimeler yardimiyla
gercekei bir sekilde modellenebilir. Bulanik kiimede kiime elemanlarinin kesin
sinirlarla belirlenmemis olmasi1 sebebiyle hangi elemanlarin bu kiimeye dahil
oldugunu ayirt etmek kolay degildir. Kesin (klasik) kiimelerde yer alan evet/hayr,
iyi/kotli, dogru/yanlis ifadeleri bulanik kiimelerde yerini kismen dogru ve kismen

yanls gibi ifadelere birakir (Kleyle, 1997). Yani bulanik mantikta modelleme



asamasinda kullanilan degiskenler esnek bir sekilde belirlenirken, klasik mantikta
bdyle bir durum s6z konusu degildir. Bu da bulanik mantig1 klasik mantiktan ayiran
en dnemli 6zelliktir. Bu esneklik asla tesadiifi degildir. Ornegin bir lastik nasil i¢inde
bulundugu duruma gore seklini degistirirken, biitinligini ve yapisimi
koruyabiliyorsa, bulanik modellerde de degisen sartlara ragmen oOziindeki yapiy1

korurlar (Kiyak, 2003).

Bulanik mantigi, isminin insanlarda ¢agristirdig1 gibi belirsiz parametrelerle yapilan
belirsiz islemler olarak tanimlamak dogru degildir. Bulanik mantik gelismis bir
olasilik hesaplama metodu da degildir. Bazi bilim adamlari bulanik mantigi,
olasiligin bir devami olarak goérmiislerdir, ancak bulaniklik ile olasilik birbirlerinden
oldukga farkli kavramlardir. Bulanik mantik durumlarin gerceklesme olasiligindan
ziyade olusum derecesiyle ilgilenir. Ote yandan olasilik, bir durumun gergeklesip
gerceklesmeyecegini dlger. Ornegin bir ¢dlde bir haftadir su igmemis durumda iseniz
ve iki cam sise su ile karsilasmaniz durumunda, siselerden birinin {lizerindeki etikette
‘0,91 olasilikla icilebilir sudur’, digerinin iizerinde ise ‘igilebilir su sinifina 0,91
derecede aittir’ yazilmasi halinde her iki ifade de belirsizlik igermesine ragmen
birbirinden olduk¢a farklidir. Birincisinde 0,91 olasilikla sisede su olmasi demek;
0,09 olasilikla da renksiz baska bir s1v1 olabilir demektir. Bu renksiz sivi bir ¢esit asit
olabilir. Ancak icilebilir su sinifina 0,91 iiyelik derecesinde ait olmasi demek, bu

suyun 0,91 kalitede iyi bir su olmasi demektir (Sinecen, 2002).

Giinliik hayatta farkinda olmadan kullanilan bir¢ok terim bulanik bir yapiya sahiptir.
Terimler ya da Olclilerin tam (kesin) olarak tanimlanamadigi durumlarda insanlar
cogu zaman durumlar belirsiz (kesin olmayan) ifadeler kullanarak ifade ederler.
Sicak, soguk, 1lik, yasli, geng, kisa, uzun, az, ¢ok, biraz, ¢cok az, ¢ok fazla, alcak,
yiiksek, biraz yiiksek, ¢cok algak, cok yiiksek gibi terimler 6rnek olarak verilebilir.
Ornegin, bir kisinin ka¢ yasinda oldugu bilgisine gdre geng, yash, ¢ok geng, ¢ok
yasli, orta yasli gibi sozel ifadelerle o kisiyi tanimlariz. Yolun rampa ve kayganlik
durumuna gore arabanin gaz pedalina ya da fren pedalina biraz daha yavas ya da
biraz daha hizli basariz. Bulundugumuz ortamin 15181 yetersiz ise onu biraz daha

arttirir, gereginden fazla ise biraz azaltiriz.



Tiim bunlar insan beyninin tam kesinlik igermeyen ve belirsiz durumlarda olaylar
nasil degerlendirdigine, nasil tanimladigina, nasil tepki verdigine ve davrandigina
iliskin birer drnektir. Iste bulanik mantik, sorulara basitce evet-hayir gibi net ve kesin
cevaplar vermeyen durumlar igerir. Bulanikligin, bulanik mantigin temeli de aslinda
budur. Klasik mantik sistemlerinden farkli olarak bulanik mantik, uzman deneyim ve

birikimlerine biiyiik dl¢iide 6nem verir.

Zadeh, insanin tam kesinlik icermeyen bilgiyi anlama ve analiz etme yeteneginden
yola c¢ikarak bulanik mantik {izerine c¢alismistir. Belirsizlik igeren problemleri
¢Ozmek icin insan diislincesinin en dnemli unsurlariin sayilardan ¢ok dilsel ifadeler
oldugunu savunarak bulanik mantik teorisini gelistirmistir. Bulanik mantik sayesinde
geleneksel matematigin belirli ¢izgilerle sinirli diinyasi, derecelendirme yontemiyle
belirsizlige dogru genisletilmistir. Dolayisiyla gercek hayattaki basarili uygulamalari
sayesinde bu kavram tiim diinyada bir¢ok alanda siklikla kullanilmaya baslanmustir.

Bulanik mantigin sagladigi baslica avantajlar (Sen, 2001);

e Insan diisiince sistemine olduk¢a yakindir.

e Kullanilan degiskenlerin esnek bir sekilde belirlenebilmesi pratikte kolaylik
saglamaktadir.

¢ Yaziliminin basit olmasi nedeniyle sistem daha ekonomik olarak kurulabilir.

e Kesinligi olmayan bilgilerin kullanilmasi s6z konusudur.

e Uygulamasinda mutlaka matematik modele gereksinim duyulmaz.

e Uzman kisilerin tecriibelerinden yararlanilarak kolaylikla bir model tasarlanabilir.

o Geleneksel kontrol teknikleriyle uyum halindedir.

e Karmagik durumlar i¢in az sayida kurallar vardir.

e Dogrudan  kullanici girislerine ve kullanicinin deneyimlerinden

yararlanabilmesine olanak saglar.
1.2. Bulamk Mantigin Kullanim Alanlari

Bulanik mantik sistemleri ilk olarak ¢imento sanayiinde ve su aritma sistemlerinin
isletiminde kullanilmistir. Daha sonra asansor ve ving¢ denetimi, niikleer reaktor,

buhar tlirbini gibi alanlarda da bulanik mantiktan yararlanilmistir.



Bulanik mantik ilk kez 1975 yilinda, Londra’daki Queen Mary College’de Profesor
olan H. Mamdani ve Assilian (Mamdani ve Assilian, 1975) tarafindan bir buhar
makinesinin kontroliinlin saglanmasi i¢in kullanildi. Daha sonra bu alanda ciddi

adimlar atilmaya baslanmistir.

Giiniimiizde de bir¢ok alanda kullanilan bulanik mantik sistemleri, endiistri alaninda
da Onemli adimlar atmistir. Bu alandaki ilk 6nemli uygulama 1980°1i yillarda
Danimarka’daki bir ¢imento fabrikasinda gergeklestirilmistir (Munakata, 1994).
Degirmenin i¢inde ¢ok hassas bir sekilde oranlanmasi gereken sicaklik ve oksijenin
ayarlanmasi bulanik bir sistem yardimiyla en uygun bir sekilde yapilmistir. Diger bir
Oonemli uygulama iste Japonya’da Hitachi firmasi tarafindan diinyanin en gelismis
metrosu olan Sendai Metrosu’nda gergeklestirilmistir. Bu uygulama sayesinde trenin
istenilen konumda durmasi 3 kat daha iyilestirilmis ve kullanilan enerji de yaklasik
%10 azaltilmistir. Yaklasik 14 km boyunca 16 istasyonda duran trenin durus ve
kalkis hareketi o kadar yumusaktir ki ayaktaki yolcular bile bu durumdan hic
etkilenmemislerdir (Sugeno 1985). Hitachi firmasinin bu biiyiikk ve Onemli
calismasinin iizerine Tokyo Metro’suna da ayni sistemin kurulmasi i¢in talep
gelmistir. Yamaichi Securities’in gelistirdigi bulanik mantik temelli uzman sistem
sayesinde, 1988 yilinda ‘Kara Pazar’ adli Tokyo Borsa’sinda yasanan krizi yaklagik
20 giin oncesinde haber vermistir. Bu kadar basarili uygulamalardan sonra bulanik
mantik daha fazla ilgi ve talep gérmeye baslamis ve bunun iizerine uluslararasi bir
calisma ortami olusturabilmek icin 1989 yilinda LIFE (Laboratory for Interchange
Fuzzy Engineering) laboratuvarlart kurulmustur. Bu labaratuvarlarin kurucular
arasinda SGS, Thomson, Hitachi, Omron, NCR, IBM, Toshiba ve Matsuhita gibi
diinya devleri de bulunmaktadir. 1990’lardan sonra bulamik mantik, fotograf
makinalarinda, bulagik makinalarinda, c¢amasir makinalarinda ve birgok ev
aletlerinde ve hatta borsaya kadar birgok degisik alanlarda kullaniimistir.
Gilinlimiizde, bulanik mantik uygulamalarina dayanan yazilimlar, donanimlar ve hatta
bulanik mikroislemciler piyasada kullanicilara sunulmaktadir. Panasonic firmasinin
tasarladig1 video kayit cihazinda ¢ekim sirasinda olusan sarsintiy1 ortadan kaldirmasi,
Subaru ve Nissan firmalarinin birlikte gelistirdikleri otomobil vites sisteminde
aracin, soforiin  kullanis stiline ve motor giiciine gére uygun disliyi ayarlamasi,

Nissan tarafindan gerceklestirilen ABS fren sistemleri, Fujitsu, Toshiba, Hitachi ve



Mitsubishi'nin biiyiik asansor denetim sistemleri, Matsushita firmasinin tasarladigi
camasir makinasinda ¢amasirlarin kirlilik oranina, agirligina ve kumasin cinsine gore
yikama programi se¢me bulanik mantigin kullanildig: 6rneklerden bazilaridir. Ayrica
Tokyo Institute of Tecnology'den M. Sugeno tarafindan gelistirilen modelde bir
helikopteri ses komutuyla hareket ettirmeyi ve pilotlar i¢in dahi ¢ok gii¢ olan ugagi

havada sabit tutmay1 bagarmislardir (Baykal 2004).
Asagida bulanik mantik uygulamalarinin kullanildig alanlar verilmistir:

Biyoloji ve Tip Biliminde: Bulanik mantik tabanli teshis cihazlarimin yapiminda,
seker hastalart i¢in viicuttaki insiilin seviyesini ayarlayarak sekeri dengede tutan
(pankreas gorevi goren) cihazlarin yapiminda, kanser arastirmalarinda, prematiire
dogan bebekler icin anne karnindaki ortamina yakin bir ortamin hazirlanmasinda,

kalp pillerinin tiretiminde kullanilir.

Yonetim ve Karar Desteklerinde: Bulanitk mantik tabanli satis stratejilerinin

olusturulmasinda, amaca yonelik fabrika yeri se¢iminde kullanilir.

Ekonomi ve Finansta: Satis sistemlerinin bulanik modellenmesinde, bulanik mantik
tabanli ticaret sistemlerinde, bulanik mantik tabanli maliyet—fayda analizlerinde,

bulanik mantik tabanli yatirnm degerlendirmesinde kullanilir.

Cevre Biliminde: Hava tahminlerinin bulanik mantik tabanli sistemlerinde ve su

kalite kontroliiniin saglanmasinda kullanilir.

Miihendislik ve Bilgisayar Bilimlerinde: Bulanik veri tabani sistemlerinde, bulanik
mantik tabanli deprem tahminlerinde, niikleer isletmelerin otomasyonunun
kontroliinde, bilgisayar aglar dizayninda, olusturulan tasarimlarin

degerlendirilmesinde, bulanik mantik kontrol sistemlerinde kullanilir.

Arastirma Caligsmalarinda: Bulanik mantik tabanli kaynak seciminde, planlama ve

modellemede kullanilir.

Kalip Tanima ve Siniflandirilmasinda: Bulanik mantik tabanli konusmalarin, el
yazilarinin, yiiz karakterlerinin taninmasinda, bulanik mantik tabanli askeri komut

analizlerinde, bulanik resim analizinde kullanilir.



Psikolojide: Bulantk mantik tabanli insan davranis ve psikolojisinin analiz
edilmesinde, bulanitk mantik tabanli su¢ isleme ve Onleme sebeplerinin

arastirilmasinda kullanilir.

Guvenilirlik ve Kalite Kontroliinde: Bulanik mantik tabanli hata tahmininde, iiretim

hattinin denetiminde kullanilir.
Gorildiugi tizere bulanik mantik hayatimizin her alaninda yer almaktadir.

Zadeh bulanik mantigin genel 6zelliklerini su sekilde ifade etmistir (Zadeh, 1965),
(Elmas, 2003);

Bulanik mantik, kesin degerlere dayanan diisiinme yerine, yaklasik degerlere dayali

distinme kullanir.

Bulanik mantikta dilsel ifadeler; az, cok, ¢ok az vb. seklindedir.

Bulanik mantik, matematiksel modeli ¢ok zor durumlar i¢in olduk¢a uygundur.
Mantiksal olan tiim sistemler bulanik olarak ifade edilebilir.

Bulanik kiime teorisi, insanin bir problem ¢oziimiinde kullandig1 dilsel belirsizlikleri
modeller. Bu sayede bu dilsel belirsizligin bulanik sayilarla matematiksel olarak

ifade edilmesini saglar (Knight, 2001; Liang, 2001; Cheng, 2002; Byrne, 1995).

Bulanik mantigin 6zelliklerinden bir digeri de, klasik kiime (crisp ya da kesin
kiimeler de denilmektedir) anlayisinin temel olarak kabul ettigi kurallar disindaki
bazi ilkeleri kullanmasidir. Klasik kiime yaklasimina gore bir varlik bir kiimenin
“eleman1” ya da “elemani1 degil” seklinde ifade edilirken bulanik kiime yaklagiminda
bir varlik bir kiimeye liyelik derecesi olarak belirtilen deger Ol¢lisiinde aittir ya da
degildir. Bulanik mantik; ikili (klasik) mantik sisteminin aksine giinliik hayatta
kullanilan degiskenlere tiiyelik dereceleri atayarak, olaylarin hangi Ol¢iide
gerceklestigini belirleyen ¢coklu mantik sistemidir. Bulaniklik, aslinda ¢ok degerlilik
(multi-valued) demektir. Yani bulanik mantik aslinda siyah ile beyaz arasinda sonsuz

sayida gri tonlarini igerir.



Klasik mantikta bir ifade tamamen yanlig ise 0 degerinde ve tamamen dogru ise 1
degerindedir. Yani olay ve durumlarin kesin sinirlar1 vardir. Ancak bulanik mantikta
bir ifadenin 0 veya 1 degerini almasi sadece ¢ok 6zel durumlarda olusur. Bu 6zel
durumlarin disinda tiim ifadeler 0’dan biiyiik 1’den kiiclik reel degerler alirlar. Bu
yiizden bir varlik bir kiimeye ait olabilecegi gibi birden fazla kiimeye de ait

olabilmektedir. Bu ait olma derecesi de iiyelik derecesi olarak adlandirilmaktadir.

Ornegin yiikseklikle ilgili bir problem ele alindiginda sadece yiiksek ya da yiiksek
degil demekle kalmayip ne kadar yiiksek ya da ne kadar algak oldugunu da belirtir.
Kisaca, klasik mantigin karmasik problemler karsisinda yetersiz oldugu durumlardan

dolay1 bulanik mantik dogmustur.



2. LITERATUR CALISMASI

Literatiir tarandiginda, gelistirildigi tarihten bu yana pek ¢ok bilim insan1 bulaniklik
kavrami, bulamik  mantik, bulamik  degerli  fonksiyonlarin = Hukuhara
diferansiyellenebilirligi, bulanik diferansiyel denklemler teorisi, bulanik diferansiyel
denklemlerin niimerik ¢6ziim metotlar1 konusunda bircok yayin yapildig
gozlemlenmistir. Bu yaynlar icerisinden seg¢ilen bazi makaleler kronolojik sirasiyla

asagida verilmistir.

L. A. Zadeh 1965°deki ¢aligmasinda bulanik mantik kavramini tanitmistir (Zadeh,
1965).

1967 yilinda Hukuhara’nin bulanik tiirev tanimi, bulanik tiirev icin ortaya atilan

tanimlamalarin ilk ve en yaygin olanidir. (Hukuhara, 1967).

Yine L. A. Zadeh 1971 yilinda bulanik algoritma ve bulanik modelleme {iizerine

caligmalar yapmustir. (Zadeh 1971).

Chang ve Zadeh bulanik tiirev kavramini ilk kez tanmitmuislardir (Chang ve Zadeh,
1972). Daha sonra Dubois ve Prade 1980°li yillarda bu kavram iizerine uzun bir
calisma yaparak bulanik tiirev kavramini gelistirmislerdir (Dubois ve Prade, 1982).
Daha sonra 1978 yilinda Kandel ve Byatt, BDD kavramin1 bulamik dinamik
problemlerin analizine uygulamiglardir. 1978 yilinda Nguyen bulanik kiimeler igin

genisletme prensibine ¢alismistir (Nguyen, 1978).

Bulanik mantik ilk kez 1975 yilinda, Londra’daki Queen Mary College’de Profesor
olan H. Mamdani ve S. Assilian tarafindan bir buhar makinesinin kontroliiniin
saglanmasi i¢in kullanildi (Mamdani ve Assilian, 1975). Bu uygulamanin sonuglari
bilim diinyasinda ¢i8ir agti ve teknolojide biiylik degisikliklerin olmasia olanak
sagladi. Daha sonra 1980’li yillarda bulanik mantik, endiistri alaninda da gelisme
saglamistir. Bu alandaki ilk ¢alisma Danimarka’da yer alan bir ¢imento fabrikasinda

gerceklestirilmis ve olumlu sonuglar elde edilmistir (Munakata, 1994).



Kandel ve Byatt, 1978 ve 1980 yillarindaki calismasinda bulanik diferansiyel
denklem kavramini kullanmislardir (Kandel ve Byatt, 1978; Kandel ve Byatt, 1980).

Sugeno 1980’11 yillarda kendisi park edebilen bir robot araba gelistirmistir. Daha
sonra Hitachi firmas1 tarafindan Japonya’da bulunan diinyanin en gelismis
metrosunda (Sendai Metrosu) bulanik mantik denetleyici sistem kullanilmis ve bu
uygulama sayesinde trenin yol boyunca kullandigi enerji %10 azaltilmistir (Sugeno,
1985).

Dubois ve Prade 1982 yilinda bulanik tiirev kavramini genisletme ilkesi yardimiyla

gelistirmistir (Dubois ve Prade, 1982).

1983 yilinda Puri, Hukuhara tiirevi kavramina yeni tanimlamalar getirerek bu

kavrami gelistirmistir (Puri, 1983).

S. Seikkala 1987 yilinda, Hukuhara tiirevinin dezavantaji olan kesin ¢ziimden uzak
¢oziimlerin elde edilmesine ¢ozliim olarak daha genel bir tanim olan bir tiirev

kavrami Oonermistir (Seikkala, 1987).

Kaleva, 1987 ve 1990 yillarindaki makalelerinde bulanik baslangi¢ degerler problemi
icin yeni bir yaklasim onermislerdir (Kaleva, 1987; Kaleva, 1990).

1989 yilinda LIFE (Laboratory for Interchange Fuzzy Engineering) kurulmustur. Bu
labaratuvarlarin kurucular1 arasinda SGS, Thomson, Hitachi, Omron, NCR, IBM,

Toshiba ve Matsuhita gibi diinya devleri de bulunmaktadir (Baykal, 2004).

Kaleva, Seikkala ve Wu Congxin tarafindan BDD’ler i¢in bulanik baglangi¢ deger
problemi titizlikle ¢alisilmis olup gesitli diizenlemeler getirmislerdir (Seikkala, 1987;
Kaleva, 1990; Kaleva, 1987; Congxin, 1992).

G. Adomian 1990 yilinda Adomian ayrigtirma yontemini tamitmis ve dogrusal
olmayan denklemleri ¢ézmek i¢in bu yontemi uygulamistir (Adomian, 1990).
Babolian ise bu yontemi kullanarak birinci derece bulanik baslangic deger

problemini incelemistir (Babolian, 2004).

Kauffmann ve Gupta’nin c¢alismasinda bulanik saymin temel tanimi verilmistir

(Kaufmann ve Gupta, 1991).
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1992 yilinda San Diego’da bulanik tabanli sistemler alaninda ilk uluslararast IEEE
(Institute of Electrical and Electronics Engineering) konferansi diizenlendi. Bu
konferans bulanik mantik teorisinin IEEE tarafindan basarili bulundugunun bir kaniti

olmustur (Akpolat, 2000).

1992°de Liao tarafindan Onerilen ve topolojide temel bir kavram olup homotopiyi
dayanak kabul eden HAM, lineerlestirme, pertiirbasyon veya ayristirma olmaksizin
bazi lineer ve lineer olmayan problemleri ¢6zmek icin etkili ve kolay bir sekilde

kullanilmustir (Argub, 2013).

Ming Ma tarafindan bulanik adi diferansiyel denklemler i¢in klasik Euler yontemi
ayrintili sekilde ele alinmistir (Ma, 1997; Ma, 1999). Ayrica bulanik diferansiyel
denklemi parametrik formda yazip daha sonra baslangi¢ kosullarina sahip iki adi
diferansiyel denklemden olusan yeni bir sistemi sayisal olarak ¢ozlimiine yer
verilmistir. Euler yontemi ile hem dogrusal hem de dogrusal olmayan bulanik

diferansiyel denklem ¢6ziimii ele alinmustir.

Bulanik diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde destek bolgesinin giderek artmasi
Hukuhara yaklagiminin 6nemli bir dezavantaji oldugu belirtilmis ve bu dezavantajin
ortadan kalkmast i¢in Buckley ve Feuring yeni bir ¢6ziim onermistir (Diamond,

2000; Buckley ve Feuring, 2000).

Kaleva tarafindan verilen bulanik baslangi¢ deger i¢in yaklasima Buckley ve Feuring
2000 yilinda yaptiklar1 ¢alismada bulanik baslangic deger problemi ic¢in yeni bir
¢oziim sunmaktadir (Buckley ve Feuring, 2000). Birinci dereceden diferansiyel
denklemler i¢in baslangic deger problemini ¢6zmiis ve sonra bu ¢oziimii bulanik
duruma genisletmislerdir. Bu yeni ¢0zliimiin temel 6zelliklerini vererek bulanik
fonksiyonlarin tiirevlerini karsilagtirmis ve bu tiirevleri kullanarak bulanik baglangic

deger problemine karsilik gelen farkli ¢éziimleri karsilagtirmiglardir.

Tasarim maliyetlerini tahmin etmede ve ticari amagh insa projelerinde yetersizlikleri

tahmin etmek i¢in Knight tarafindan bulanik bir model gelistirilmistir (Knight,2001).

Bulanik adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in sayisal algoritmalar ele alinmig ve

yiiksek mertebeden Taylor yontemi iizerine ¢alisilmistir (Allahviranloo, 2002).
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Buckley ve Feuring’in 2000 yilinda yaptigi calismadan sonra yaklasik ¢oziimii
bulmak ve bulanik duruma getirmek icin ilk kez Adomian yontemini kullanmistir
(Babolian, 2004; Buckley ve Feuring, 2000). Bu yontem klasik metodlarin

uygulanamayacagi problemleri ¢6zmek icin oldukca kullaniglt bir yontemdir.

Bulanik diferansiyel denklemler i¢in kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirlik

ilk kez tanitild1 (Bede, 2004).

2005 yilinda Bede, bulanik diferansiyel denklemin genel yapisi ve bulanik sayi

degerli fonksiyonlarin diferansiyellenebilirligini incelemistir (Bede, 2005).

Bulanik  diferansiyel ~ denklemler = (BDD), genellestirilmis ~ hukuhara
diferabnsiyellenebilirlik kavramini kullanarak incelenmistir. Daha sonra 2008 yilinda
yaptiklar1 ¢alismada bulanik doniisiimler sinifinin genisletilmis durumlari i¢in yanal
bulanik H-tlirev kavramini ortaya koymustur (Chalco-Cano ve Roman Flores, 2008;
Chalco-Cano, 2006).

Gergel olmayan bir ¢éziimii olan denklemlerde kullanilan zorlayici terimin, bu

bulanik diferansiyel denkleme etkisini detayl bir sekilde incelemistir (Kaleva, 2006).

Birinci mertebeden bulanik diferansiyel denklemlerin modifiye edilmis (ya da
tyilestirilmis) Euler yontemi ile daha az bir hatayla ¢6ziim yontemi verilmistir
(Shokri, 2007).

Birinci  mertebeden lineer BDD icin  kuvvetli  genellestirilmis  H-
diferansiyellenebilirligi uygulamistir (Bede, 2007). Daha sonra Allahviranloo, BDD
icin kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirlik altinda analitik ¢éziimler elde

etmek i¢in yeni bir yontem 6nermislerdir (Viranloo, 2009),.

Bulanik baslangic deger probleminin sonsuz sayida adi diferansiyel denklem
sistemine doOniistiiriilebilmesi icin LU (lower-upper) parametrik gosterimini
tanimlamistir (Bede, 2011). LU parametresi Negoita-Ralescu teoremine dayanir ve
bir elamanin bir kiimeye tiyelik durumunun o elemanin o kiimedeki r-kesiti ile

esdeger oldugunu ifade etmistir.
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Aralik degerli fonksiyonlar icin diferansiyellenebilirlik kavraminin genellestirilmesi
olan Hukuhara diferansiyellenebilirligi kullanilarak, aralik degerli fonksiyonlar i¢in

diferansiyel hesaplama c¢alismalar1 yapilmistir (Chalco-Cano, 2012).

Argub 2013 yilinda yaptigi c¢alismada, homotopy analiz yontemi ile kuvvetli
genellestirilmis  diferansiyellenebilirlik  altinda  bulanik  baslangic  deger

problemlerinin seri ¢oziimiinii ele almistir (Argub, 2013).

Radhy, birinci mertebeden bulanik diferansiyel denklemi tanimlamis ve Runge-Kutta

yontemiyle denklem ¢6ziimiinii incelemistir (Radhy, 2017).

13



3. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez kapsaminda kullanilan bulanik diferansiyel denklemlerin dayanagi
olarak kabul edilen bulanik kiime, bulanik say1 ve {iyelik fonksiyonu ile ilgili temel

tanim ve teoremler verilecektir.

Bolimiin  devaminda, bulanik degerli fonksiyon ve bu fonksiyonlarin
diferansiyellenebilirligi hakkinda bilgi verilecek olup diferansiyellenebilme

yaklasimlar1 hakkinda bilgi verilecektir.
3.1. Bulanik Kiime

Bulanik sistemlerde en temel elemanlar bulamik kiimelerdir. Bulanmik bir kiime,
degisik/farkli iiyelik (ait olma) derecelerine sahip elemanlar1 olan bir kiimedir.
Bulanik kiime bir iiyelik fonksiyonu ile karakterize edilir ve elemanlar1 O ile 1
arasinda tiyelik derecelerine sahiptir (Zadeh, 1965). Buna gore kiimeye tam dahil
olanlarin iyelik degerleri 1 olarak, kiimeye dahil olmayan elemanlarin iyelik
degerleri 0 olarak, kiimeye dahil olup olmadiklar1 belirsiz olan elemanlara ise
belirsizlik durumuna gore 0 ile 1 arasinda degerler atanir. Bulanik mantikta herseyin
bir liyelik (aitlik) derecesi vardir (Kubat, 2015). Oysa kesin (klasik) kiime teorisinde
boyle bir durum s6z konusu degildir. Bir eleman ya kiimeye aittir ya da tamama ile
kiimenin disindadir. Dolayisiyla kesin kiimelerde bir elemanin alabilecegi iiyelik

degeri ya 0 ya da 1 dir.
Klasik kiime teorisine gore;

Bir x elemaninin A kiimesi ile iliskisi i¢in klasik mantiktaki karakteristik fonksiyon;

1, xeA
1nGO={y 2en (3.1)

seklinde tanimlidir. Yani bir nesne bir gruba aittir ya da degildir (Kasabov, 1998).
Bulanik kiimelerde ise bir nesne bir grubun kismi olarak iiyesi olabilir. Uyelik

derecesi, lyelik fonksiyonu olarak adlandirilan genellestirilmis bir karakteristik
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fonksiyon ile tanimlanir (Gomes, 2015).

E evrensel kiimesinin bir bulanik altkiimesi A,

u, : E—[0,1] (3.2)
tiyelik fonksiyonu ile karakterize edilir (Kasabov, 1998).

Eger,

u, : E—{0,13 (3.3)
ise A kiimesi kesin (crisp)’dir (Kasabov, 1998).

A bulanik kiimesi X ayrik uzaymnin sonlu sayida x=(x;,X,,X3,...,X,) elemanindan

olusuyor ise Denklem (3.4) deki gibi gosterilir;

A= {HA(XI) + HA(XZ) L+ HA(Xn)} :2 HA(Xi) : (34)

X1 X2 Xn Xi

A bulanik kiimesi, siirekli ve sonsuz X uzaymin bulanik bir altkiimesi ise Denklem

(3.5) deki gibi gosterilir;

A={f ”A—“} (3.5)

X

Buradaki her iki gosterimde de kullanilan yatay cizgiler boliim isareti (kesir ¢izgisi)
olmayip, x; elemanlar i¢in iiyelik fonksiyonlarini ifade eder. Denklem (3.4)’deki
‘+’ 1sareti cebirsel toplama islemini degil, kiime islemlerindeki birlesim isleminin
fonksiyonel gosterimidir. Denklem (3.5)’deki integral isareti ise siirekli degiskenlerin

birlesimi anlamina gelmektedir (Ross, 1995).

Tanim 3.1. Bulanik kiimenin destegi (support),
SuppA:{XER NG9 >O} (3.6)

ile tanimlanir (Kasabov, 1998).
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Tanim 3.2. Bulanik kiimenin ¢ekirdegi (core),
coreA={x€R : n, (x)= 1} (3.7)
ile tanimlanir (Kasabov, 1998).

A ve B, R’nin iki bulanik altkiimesi olmak tizere, R’deki her eleman i¢in A ve B nin
tiyelik dereceleri esit oluyorsa (u A= (x) , VXER ), A ve B bulanik altkiimeleri

esittir.
Tanim 3.3. (r-Kesit)

r-Kesitler bulanik kiimelerden klasik kiimeler iireten dilimler olup bir A bulanik

kiimesinin r-kesiti asagidaki gibi tanimlanir (Chen, 2005);
[A]r:{XEX ) A(x)zr}. (3.8)
Tanim 3.4. (Normallik)

X’in en az bir elemani igin “1” {yelik degerini alan bir A bulanik kiimesine

normaldir denir (Kaufmann ve Gupta, 1991), (Karanfil, 1997).
Yani 3x€A 0dyle ki p, (x)=1"dir.
Tanim 3.5. (Konvekslik)

V x1,x,eX , V A€[0,1] olmak iizere;

t, (1 H(10)x2)zmin (p (), () (39)

esitsizligini saglayan A bulanik kiimesi konvekstir. Diger bir ifadeyle A’nin artan
degerleri i¢in liyelik degerleri monoton artan veya azalan ya da dnce monoton artip
sonra monoton azalan oluyorsa A kiimesi konvekstir (Zadeh, 1965), (Kaufmann ve
Gupta, 1991), (Karanfil, 1997).

Tanim 3.6. R reel sayilar kiimesi olmak iizere R kiimesinin bulanik alt kiimelerinin
bir ailesi F(R) olsun. Bu F(R) kiime ailesinin elemanlarina bulanik miktarlar (fuzzy
quantities) denir (Bede, 2005).
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3.2. Uyelik Fonksiyonu ve Uyelik Derecesi

Bir fonksiyon, bir kiime ya da diger herhangi bir nesne bulanik olmadiginda, sadece
‘fonksiyon’, ‘kiime’ ve bunun gibi terimlerle ifade ederiz. Eger durumu vurgulamak

istiyorsak kesin (crisp), bulanik degil (nonfuzzy), klasik gibi terimler kullaniriz.

Yani, A bulanik kiime olmak tizere p, (x) degerine x’in A kiimesine aitlik derecesi

denir.

Tanim 3.6. E evreninin bir A bulanik alt kiimesi;

u, : E—[0,1] (3.10)
tiyelik fonksiyonu olarak adlandirilan bir fonksiyon tarafindan karakterize edilir.
Eger ;

u, : E—{0,1} (3.12)
ise A altkiimesi kesin (crisp) olarak adlandirilir.

Bulanik olmayan durumda, p, karakteristik fonksiyon olarak adlandirilir ve
genellikle X, ile gosterilir. Eger X,=0 ise x, A kiimesine ait degildir, eger X,=1
ise x, A kiimesine aittir. E’nin bir elemaninin A kiimesine olan kismi iyeligi [0,1]

arah@indaki bir derece ile karakterize edilir. Dolayisiyla p, (x)=0 ise X&A, p, (x) 1’e

yaklastik¢a A kiimesine aitligi artar.

Ornek 3.1. “Geng” kavramin ele alacak olursak, herkes i¢in geng olma yas aralig
farkli sekilde yorumlanabileceginden farkli iiyelik fonksiyonlar1 ortaya cikacaktir.

“Geng” kavramina uygun bir liyelik fonksiyonu yazilmasi istendiginde,

1, x<25
_ )40
Hgeng =17 25<x<45 (3.12)
0, x>45

seklinde bir tiyelik fonksiyonu yazilir. Bu iiyelik fonksiyonunun grafigi Sekil 3.1.’de

verilmistir.
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nyvelik dereceleri
FE S

e - Vas
25 45 65 85

Sekil 3.1. ‘Geng’ kavrami i¢in iiyelik fonksiyonunun grafigi

Teorem (3.1) (Karakterizasyon Teoremi) A bir bulanik say1 ve {[A] : r€[0,1]} R’nin

altkiimeler ailesi olmak tizere;
vre[0,1] igin [A] ’ler bos olmayan kapali araliklar;
0<r;<r,<lise [A]rZE[A]rl (3.13)

[0,1] kapal1 araliginda 0’a yakinsayan herhangi bir ( r,) azalmayan dizisi i¢in;

(a1, =14, (3.14)

n=1

[0,1] kapal1 araliginda 0’a yakinsayan herhangi bir ( r,)) artmayan dizisi i¢in;
|, |-, (3.15)

n=1

Boylece bir tek bulanik A sayis1 vardir ve {[A]r : rE[O,l]} kiime ailesi A’nin r-

kesitleridir.

A bulanik sayisinin r-Kesitleri:

r ve r', [A], kapal araliginin alt ve iist u¢ noktalar1 olmak iizere [A],=[r,1"] ile

gosterilir (Negoita, 1975).
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3.3. Bulanik Say1

Tanmim 3.7. A, R’nin bulanik altkiimesi ve p, :R—[0,1] tyelik fonsiyonu olmak

tizere bulanik say1 asagidaki 6zellikleri saglayan bir bulanik miktardir;

1. En az bir x degeri igin, iiyelik derecesi 1 degerini almalidir. Yani 3x i¢in p, (x)=1
saglanmalidir. Bu 6zellik normallik 6zelligi olarak adlandirilir.
2. A bulanik kiimesinin destegi suppA={x€E : p A(x)>0} sinirhidir.

3. A bulanik kiimesinin r-kesitleri kapali araliklardir.

Diger bir deyisle normal ve konveks olma 6zelliklerini saglayan bulanik kiimeye
bulanik say1 denir. Uggensel ve yamuk bulanik sayilar en ¢ok kullanilan bulanik

sayilardir.

Tamim 3.8. (Uggensel bulanik say1) Destegi [a,c] ve ¢ekirdegi (tepesi) {b} olan
A :E—[0,1] bulanik sayisina Uggensel Bulanik Say1 (iiggen bulanik say1) denir ve

tiyelik fonksiyonu,

j =, xefab]
HA(X): %, x€[b,c] (3.16)
0, x&[ab]

seklindedir (Gomes, 2015).

a<b<c i¢in 0rnek olarak Sekil 3.2. verilebilir.

pa(x)

T

Sekil 3.2. Uggen bulanik say1
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Tanim 3.9. (Yamuk bulanik say1) Bir A bulanik kiimesinin merkez degeri [b,c] sag
ve sol agiklig1 sirasiyla a>0 ve d>0 olmak iizere iiyelik fonksiyonu asagidaki gibi

veriliyorsa A kiimesine ‘Yamuk Bulanik Say1” denir ve iiyelik fonksiyonu;

( , X<a
z—:z ,  a<x<b
<x<
1, (0= j bex=e (3.17)
—, c<xd
c-d
0, x>d

seklindedir (Chen, 2005).
a<b<c<d i¢in 6rnek olarak Sekil 3.3. verilebilir.

A=(a,b,c,d) seklinde ifade edilen bulanik sayinin grafigi Sekil 3.3.’de verilmistir.

s (x)

A

v

a b c d

Sekil 3.3. Yamuk bulanik say1
3.4. Bulanik Fonksiyon

Bulanik kiime degerli fonksiyonlar bulanik fonksiyonlar olarak adlandirilir (Dubois
ve Prade, 1980). Genel olarak tiirev ve integrasyon gibi islemler yalnizca klasik bir
uzaydan, bulanik kiime degerli fonksiyon olarak adlandirilan bulanik uzaya
eslemeler i¢in tanimlanir. Bulanik bir uzaydan baska bir bulanik uzaya yapilan
esleme daha geneldir ve bulanik baslangi¢ deger problemlerinde bulanik diferansiyel
denklemin sag taraf fonksiyonu olarak goriiliir. Bulanik kiime degerli fonksiyonlar,

kiime degerli fonksiyonlarin genellestirilmesidir.
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G:I-P(X) : Vtel i¢in G(t)#0 icin G, I’da kiime degerli bir fonksiyondur ve I

genellikle bir aralik belirtir. Yani X’in kuvvet kiimesine I’nin degerlerini atar.

Bulanik fonksiyon demetleri (kisaca bulanik demetler) fonksiyonlar uzayimnin bir
bulanik altkiimesidir. Aslinda bu bir fonksiyon degildir ancak bulanik baslangic

deger problemine ¢oziimler tanimlamak i¢in kullanilir.

Bulanik kiime kuraminin en 6nemli uygulamalarindan biri olarak bilinen genisletme
prensibi (extension principle) Zadeh tarafindan tamitilmistir (Diamond, 2000).
Bulanik olmayan sayisal ifadeleri bulanik miktarlar ile tanimlamak i¢in kullanilan bir
yontemdir. Bu yontem bulanik kiime kuraminin en temel Ogelerinden biridir

(Nguyen, 1978), (Zadeh, 1975).

Tanim 3.10. U ve V iki evrensel kiime ve f: U—V Kklasik bir fonksiyon olsun.

VAEF(U) icin fin genisletmesi f(A)EF(V) bulanik fonksiyonu olarak tanimlanr

oyle ki,
sup_i () . f(y)#0

My ()=1 T OTA (3.18)
0 , fl(y)=0

Vy€EV i¢in;

! (y)={xeU: f(x)=y}. (3.19)

Ornek 3.2. f(x)=ax+b, a,beR ve a0 olsun.

f! (y)=a’! (y—b) i¢in f fonksiyonunun genisletmesi f(A) bulanik fonksiyonudur ve
verilen XeF(R) ve VyeR igin;

i (D=5UD, 1 ix CO=1y (a7 (3-b)
ya da,

Mo (@xtb)=py

yani,

f(X)=aX+b.

21



3.5. Bulanik Degerli Fonksiyonlarin Diferansiyellenebilirligi

Bulanik diferansiyel denklemlerin ¢alismalarinda diferansiyellenebilme tiiriine gore

birkag¢ yaklasim vardir. Bunlardan bazilari;

1. Hukuhara Diferansiyellenebilirligi,
2. Seikkala Diferansiyellenebilirligi,

3. Kuvvetli Genellestirilmis Diferansiyelenebilirliktir.
Bu yaklasimlardan en yaygin olan1 Hukuhara tiirevine dayanan yaklagimdir.
3.5.1. Hukuhara diferansiyellenebilirlik

Tanim 3.11. (Bede, 2005) x,y€RF iki bulanik say1 olsun. Eger x=y+z olacak sekilde
Z€ Ry bulanik sayisi bulunabiliyorsa z, x ve y’nin Hukuhara farki (kisaca H-fark)

olarak adlandirilir ve z=x®yy ile gosterilir.
Tamm 3.12. (Bede, 2005) F: [a,b] -F,(R") olsun.

Yeteri derecede kiiclik h>0 i¢in f(x+h)@yf(x) ve f(x)®yf(x+h) H-farklar1 vardir dyle
ki:

f(x+h)Of(x) _
h

limh_,o limh_,o % :f' (X) (320)

O halde f(x) bulanik sayisina f fonksiyonunun x noktasindaki Hukuhara Tiirevi denir
(Puri ve Ralescu, 1983).

Tanim 3.13. (Bede-2005) x, yERp iki bulanik say1 olsun. x ve y’nin Genellestirilmis
Hukuhara Farki (kisaca gH-fark) xO,yy=z (zERg )’dir.

i) x=y+z yada
i) y=x-z

i) y=x-z
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3.5.2. Seikkala diferansiyellenebilirlik

Tanim 3.14. F:[a,b]—»Fq,(Rn) olsun. Eger Yag[0,1] i¢in F'S(XO) bulanik sayisinin r-
kesitleri olarak adlandirilan [(E)'(xo),(E)'(xo)] mevcut ise F, x,’da Seikkala

diferansiyellenebilirdir denir ve Fg(x,), F’in x,’da Seikkala tiirevidir.

Eger F: [a,b] —F,(R") H-diferansiyellenebilir ise f vef, diferansiyellenebilirdir ve

[F (x0)],=(£r) (x0)-(£)'(xp)]. (3.21)

Yani, F H-diferansiyellenebilir ise Seikkala diferansiyellenebilirdir ve tiirevleri esittir

(Gomes, 2015).
3.5.3. Kuvvetli genellestirilmis diferansiyellenebilirlik

f:(a,b)>Rp ve xy€(a,b) olmak iizere asagidaki sartlardan en az birini saglamak

kosuluyla f (xg)ERgF  elemam1  varsa f, xy’da  kuvvetli  genellestirilmis

diferansiyellenebilirdir.
Yeterince kiigiik h>0 igin, 3f(xo+h)Of(xy), If(x()Of(xo-h),

f(xo+h)®f(xg) _

limy,_q limy,_o LTI —f (). (3.22)

Yeterince kiigiik h>0 igin, 3f(x()@f(xo+h), 3If(x(-h)Of(x,),

f(x0)Of(xgth) _

limy, limy,_o D —f (x), (3.23)

Yeterince kiigiik h>0 igin, 3f(xo+h)@f(x), 3If(x(-h)Of(xy),

f(xo+h)®f(x() —1i

limy, o OO ¢ . (3.24)

. f(xo-h
lln/1h~>0 o h

Yeterince kiigiik h>0 igin, 3f(x()@f(xo+h), If(x()Of(xo-h),

limy,_,o 2 — iy SRS (3.25)

23



Bu tanimdaki durum (i), ayn1 zamanda Hukuhara tiirevini de temsil eder (Bede,
2005).

Yardimci Teorem (3.1) x(t)Z(xl (1).,x5(1), x5 (t)) tiggensel bulanik bir say1 olsun. Bu

durumda x(t) (i)-diferansiyellenebilir ise x =(x, , x5, X3 );
x(t) (ii)-diferansiyellenebilir ise x=(x3 , X, , x; ) seklindedir (Bede, 2005).

Tanim 3.15. (Chalco-Cano ve Roman-Flores, 2006) f:(a,b)—E ve x,€(a,b) olsun.

Asagidaki kosullar saglanmasi durumunda, f, x,’da diferansiyellenebilirdir.
Yeterince kiiglik h>0 i¢in, 3f(x(+h)Of(x,), Elf(xo)®f(xo-h)

fxot)Of(xp) _

lim, - lim, _y S —f () (3.26)

Yeterince kiiglik h>0 i¢in, 3f(x(+h)Of(xy), 3 f(x0)®f(xo -h),

lim fxo WOx0) _ 12 f(xO)G)hf(xo-h) _f (xo) (3.27)

h—0" h h—0"

Teorem (3.2) (Chalco-Cano, Roman-Flores, 2006) Eger f: (a,b)—E fonksiyonu (2)

formunda diferansiyellenebilir ise siireklidir.

Teorem (3.3) (Chalco-Cano, Roman-Flores, 2006) f: T—F(R) bir fonksiyon ve her
Vvre[0,1] i¢in

[f(t;r)]rZ[f(t;r),f(t;r)] olarak tanimlanir. Yani;

Eger f, (1) formunda diferansiyellenebilir ise f(t;r) ve f(t;r) diferansiyellenebilir

fonksiyonlardir;
[ (tn)}= [ ). F () (328)

Eger f, (2) formunda diferansiyellenebilir ise f(t;r) ve f(t;r) diferansiyellenebilir

fonksiyonlardir;

[f (60 ]=[F (), £ (60| (3.29)
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4. BULANIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Diferansiyel denklemler, fizik, miihendislik, ekonomi ve biyoloji alanlarindaki
uygulamalardan, teorik matematiksel gelismelere kadar genis bir yelpazede
arastirilmistir. Daha sonra sinirlar1 hassas olmayan, 6znel kavramlari modellemeye
yarayan ¢ok daha yeni bir teori olan bulanik kiimeler teorisi, uygulanabilirligi ve
islevselligi nedeniyle ¢esitli alanlarda kullanilmaya baslanmistir. Bulanik degerler
iceren fonksiyon fikrinin olugmasi bulanik diferansiyel denklem fikrinin olusumuna
da 151k tutmustur. O zamandan beri yapilan arastirmalar sonucunda farkli bulanik
tirevler ve bulanik fonksiyonlar tanimlanmis ve bulanik diferansiyel denklemlerin

teorilerinde yer almistir.

Bulanik diferansiyel denklem ilk defa 1980li yillarda kullanilmistir (Kandel ve Byatt,
1980) ve giliniimiizde kullanilan yontemlerin bir karakteristigini iistlenmektedir
(Seikkala, 1987), (Kaleva, 1987). Literatiirde yer alan bir¢ok bulanik yapida tanimli
diferansiyel denklem birbirlerine benzer goriiniirler. Cogu 6rnekte ele alinan bulanik
diferansiyel  denklemlerin  klasik tanimli adi diferansiyel denklemlerin

bulaniklastirilmasiyla olusturuldugu goriilmektedir (Sevim, 2012).
4.1. Baslangi¢c Deger Problemi

Baglangic Deger Problemi (BDP), baslangi¢ kosullariyla birlikte verilen bir adi

diferansiyel denklem sistemidir.

X (O=f(t,x(1)
{X(O):Xo #.1)

Klasik durum olarak adlandirdigimiz ¢oziim genellikle x(.) gercek degerli siirekli
fonksiyon olarak adlandirilir ki bu verilen her t degerinde baslangi¢ kosulunu ve
diferansiyel denklemi saglar. Burada x’(t) sembolii X’in t deki tiirevini gosterir. x(.)
fonksiyonu bir egri olarak tanimlanir ve her bir gergek degerli t’de, takip edilen hiz
ve yon f fonksiyonu tarafindan belirlenir. Bu durumda ¢oziim, gergek degerli bir

arglimana sahip gercek degerli bir fonksiyondur.
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4.2. Bulanik Baslangi¢c Deger Problemi

Baslangi¢ deger probleminde herhangi bir parametre bulaniklik sergiliyorsa yeni bir
problem haline gelir ve buna bulanik baslangi¢ deger problemi denir (Kaleva ve
Seikkala, 1987). Bulanik baslangi¢c deger problemi fonksiyonlar uzayinin bulanik bir
kiimesidir (Gomes, 2015).

y' O=f(ty(®)
{yao):yo » t€lT] (4.2)
ol =[y(0:0.50:0)],  re0,1] (4.3)

Zadeh’in genisletme prensibinden yola cikarak,

y=y(t) iken F(y(t)) nin tanimindan;

f(y(®)(s)=suply(®):s=(D)} , s€R} (4.4)
Buradan;

[fy(D)] =[fi (y;0).H (i), 1€(0,1] (4.5)
£ (y:r)=min {f(u): u€ [y(tr) F(ur) |} (46)
£ (y:r)=max {f(w): u€ [y(tr) F(tr) |} (4.7)

f(y) bir bulanik fonksiyon olmak tizere tiirevi f'(y) asagidaki sekilde tanimlanir
(Seikkala, 1987);

[f (y(0)1,=If, (v:n), £(yin], t€l, re(0,1] (4.8)
fl (y;r)=min {f(u): u€e [X(t;r) ,?(t;r)]} (4.9
f'z (y;r)=max {f (w):ue [X(t;r) ,?(t;r)]} (4.10)

Denklem (4.2) Bulanik baslangi¢ deger probleminin tek bir ¢oziimiiniin olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul fin Lipschitz kosununu saglamasidir.
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If(y)-f(2)I<Llly-zll, L>0 (4.11)

(Kaleva, 1987)” deki Teorem 5.2°den, Denklem (4.2)’ye esdeger bir sistem r €(0,1]

igin;
y (0= )= 0=F (yE 3w, y(0.0=y,®, (412)
7 (E0=F(3(0)=60:-G (yED 3E), TO0T0. (413

Burada y, t’nin bir bulanik fonksiyonu, f(t,y) ise kesin degisken t’nin ve bulanik
degisken y’nin bulanik bir fonksiyonudur. f fonksiyonu, degerleri bulanik kiimeler
olan kiime degerli bir fonksiyondur. Bu yiizden, y bilinmeyen fonksiyonunun
tiireviy de bulaniktir. y’, y’nin bulanik tirevi ve y(to)=y, lcgensel ya da liggen
seklinde bir bulanik sayidir (Shokri, 2007). Klasik durumda oldugu gibi Denklem
(4.2) ile iliskili bir integral denklemi de vardir (Kaleva, 1987). Bu denklem bulanik
bir integral ve Minkowski toplamini igerir ve bu tiir denklemin ¢6ziimii her zaman
azalmayan bir ¢apa sahiptir. Yani bulaniklik zamanla azalmaz. Denklem (4.2)

problemi;

t
y®)=y,+ [ fty®)dt, teft,T] (4.14)
integral denklemine esittir.

Ozet olarak:

E([a,b];R™) [a,b]’den R™ye fonksiyonlar uzayr ve f:[a,b]>R" olmak iizere,
Denklem (4.1) baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii x(.)eE([a,b];R") fonksiyonudur.
Burada ¢6zlim, ger¢ek degerli bir fonksiyondur ve diferansiyel denklem, tiirevinin
bagimsiz degiskene (reel) ve durum degiskenine bagli olan ger¢ek degerli bir

fonksiyon oldugu anlamina gelir (Gomes, 2015).

F(X), X evreninin tiim bulanik kiimelerini tanimlamak tizere, Denklem (4.1) bulanik
baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii X(.)eF(E([a,b];R")) fonksiyonlar uzaymin bir
bulanik kiimesidir. Yani her bir fonksiyon X(.) bulanik kiime ¢dziimiine iiye olma

derecesine (iiyelik derecesine) sahiptir (Gomes, 2015).
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Sekil 4.1. Klasik baglangic deger problemi: x(.)eE([a,b]; R™) fonksiyonu bir
¢oziimdiir ve f : [a,b] X R — R bir fonksiyondur (Gomes, 2015).

Sekil 4.2. Bulanik baslangi¢ deger problemi: Co6zim, X(.)eF(E([a,b]; R™))
fonksiyonlarmin bir demetidir ve F, F:[a, b] X F(R) = F(R) olacak sekilde
bulanik kiime degerli bir fonksiyondur (Gomes, 2015).
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Zadeh'in Hukuhara Tiirev
Tarev . BULANIK TUREV
Ope_ratorunl.f Kuvvetli Genellegtirilmis
Genigletmesi -— .
Tlrev
v

Bulanik Baslangig
Deger Problemi

A

Zadeh’in Klasik
Cozimd
Genisletmesi

Sekil 4.3. Bulanik baslangic deger probleminin isleyis sistemi
(Gomes, 2015).

4.3. Bulanik Diferansiyel Denklem Coziimii

Birinci mertebeden bulanik baslangi¢ deger problemini ele alalim (Kandel ve Byatt,
1980).

y (O=t(ty(®)

¥(to) ¥, t€[to,T] (4.15)

Burada y, t’nin bulanik bir fonksiyonu; f(t,y(t)) ise t kesin degiskeni ile y bulanik
degiskeninin bir bulanik fonksiyonu; y” ise y’nin Hukuhara tiirevidir. Baslangi¢ sarti

y(to)=y, seklindeki bulanik sayisi iiggen bulanik say1 veya yamuk bi¢imli bulanik
say1 olarak ifade edilir. y(t) bulanik fonksiyonu ise y(t)=[y(t);y(t)] ile

gosterilir. t€[ty,T] igin y(t)'nin r-seviye kiimeleri; [y(t)] =[y(t;r);y(t;r)] dir.
Ayrica;

[y' (01 =ly'(t0).y' ()] (4.16)

[f(ty(®)] =[fty®:):Fty®:n)]
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f(t,y)=[fty).fty)] (4.17)

yazariz. Buradan;

y' (=1t y(1);0)=F[ty(t;),y(t;r)]

] (4.18)
y' (ED=1(Ly();)=G[t,y(t:r).y(t:0)]

olur.

Ayrica;

[y(to)],= [y Cto.ir) F(to.1) (4.19)
¥y = [y, 3,0

y(toD)=y, (), F(t,0)=F,(0) (4.20)
Zadeh’in genisletme ilkesini kullanarak;

f(ty())=supfy(®(@): s=f(tD)}, seR (4.21)

iiyelik fonksiyonlari elde edilir. Boylece f(t,y(t)) bulanik fonksiyonunun r-seviye

kiimesi:

f(t,y(D);r)=min{f(t,u):ue [y(®]},

) (4.22)
f(t,y(1);0)=max{f(t,u):u€ [y(D]},

1¢in;

[f(t,y(D)] =[fty(©:D).fty®:D], re[0,1] (4.23)
olur.

Ornek 4.1. f()=(1,3,5)e" olsun.
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1 ) © fitrhy _ . (73, 3e73, 5¢73t) @ (e3t3h 37330 5¢73t-3hy
My_,0 = = = 1Mp0 h

(e'3t_e-31-3h, 36-3t_3e'3t'3h’ Se-3t_se-3t-3h)

=1il’l’lh_,0

-h
. 5e3(1-eM) 31y et
Sm\Ts T (4.24)

Bu esitlikteki limit sonucu 0/0 belirsizligi oldugundan dolayr L’Hospital kuralinin

uygulanmas1 durumunda;

15¢3t3h  ge3te3h  -3te3h

-3
g (S5, 25, S8 (15, 96, o)

=e31(-15,-9, -1) (4.25)

elde edilir. Benzer sekilde (ii)-diferansiyellenebilirlikteki esitligin sag tarafini

yazalim;

fith) © f(t) . (3630 3¢3613h 5673t13h) @ (o3t 3673t 5¢73t)

lirnh—»() hmh—>0 -h

(e'3t+3h-e'3t, 36-3t+3h_3e'3t’ 56-3t+3h_5€-3t)
-h

=1imh_,0

-3t 3h_ -3t 3h_ 3t ,3h_
5e34e3h-1) 3e(eh-1) e3t(e 1)) (4.26)

:limh—’°< ch > -h  °  h

Benzer sekilde limit sonucu 0/0 belirsizligi oldugundan dolayr L’Hospital kuralinin

uygulanmasi durumunda;

lse-3te3h 96-3te3h e3te3h

-3
limh_,o( = R x S ):(-156-3t’ e t’ _e-3t)

=e3(-15,-9, -1) (4.27)
limy,_p - = iy, 2 (4.28)

oldugundan denklem (ii) diferansiyellenebilirdir.
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Yardimei Teorem (4.1)’den;

f'(t)=e3'(-15, -9, -1) olur.

Burada x(t)=e", y(t)=3e>', z(t)=5¢>" alirsak;
f()=(z,y, x) olur.

Ormnek 4.2. (Sadaghadfar, 2013)

y O=y(®+u, y(0)=(r,2-r), u=[r-1, 1], 0<r<l
bulanik diferansiyel denklemini ¢ézelim.

[y(D] = [X(t;r), ?(t;r)] , u=r-1, u=l-r

1) 0 igin:

dy
—= =vy+r-
&yl

dy
= =dt
X+r- 1

In (y+r-1)=t+c
ytr-1=¢'e’=c, '

X(O)Zr baslangi¢ kosulunu bu denklemde yazarsak;
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(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)



ci=r+r-1=2r-1
Buradan;

y=(2r-1)e"+1-r

dy
ytl-r

In (y+r-1)=t+c

y+1-r=e'e’=c,e'

y(0)=2-r baslangi¢ kosulunu bu denklemde yazarsak;
Cy=2-r+1-1=3-2r

Buradan;

y=(3-2r)e'+r-1

[yl =[(2r-1)e+1-1, (3-2r)et+r-1]

i) t<0 igin:

y=y+tu
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(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)



y =y =y
y =y+lr

y -y=l-r

Once homojen kism1 ¢dzelim:

D="1
y=cse'tege’

y=cse'-cye

Buradan Denklem (4.29) baslangi¢ kosullarini kullanarak:

I=C3tCy

1:C3 -Cy4

Genel ¢oziim:

r+1 r-1

y.=—e+—e

-t
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(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)



y'=0 (4.70)

A=l-r (4.71)
Ozel ¢oziim:

Yo~ I-r (4.72)
z=%et+%e't+l-r (4.73)
i)

y=y+u (4.74)
y=y+u (4.75)
y(0)=r (4.76)
y(0)=2-r 4.77)
Y =y=y+u (4.78)
v =y+r-1 (4.79)

Once homojen kismi ¢dzelim:

y 5=0 (4.80)
D%-1=0 (4.81)
D="1

y=cse'+cqe™ (4.82)
y=csel-cge™ (4.83)

Buradan Z(O)Zr, y(0)=2-r baslangi¢ kosullarin1 kullanarak:
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Ce— 7

Genel ¢oziim:

- _ 31 ¢, 1 4
yG_ 2 e+7e

y y=r-1

y=A

A=r-1
Ozel ¢dziim:
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(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)



5. BULANIK DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMLERI

Bulanik diferansiyel denklemlerin uygulamalarinda c¢esitli yontemler vardir. Bir
BDD’nin niimerik ¢oziimii, bu klasik yontemleri bulanik duruma genisleterek elde
edilmektedir. Niimerik ¢6ziim i¢in Taylor yontemi, Euler yontemi, Adams-Bashforth
yontemi, Adams-Moulton yontemi, Predictor- Corrector yontemi, HAM yontemi,
Adomian bozunma (ayristirma) yontemi, Runge-Kutta yontemi gibi bazi metotlar

kullanilmaktadir.

Bu calismada BDD’nin niimerik ¢6ziimiinde uygulanan Ham Yontemi, Adomian
Yontemi ve Euler Yontemi ele alinacaktir. Problemin niimerik olarak ¢oziilebilmesi
icin Oncelikle yeterli sayida kosulun bilinmesi ve bu kosullarin ¢6ziimde kullanilmasi

gerekmektedir.
5.1. Euler Metodu

Diferansiyel denklemlerin bilgisayar ortaminda ¢6ziimii i¢in genelde niimerik
metotlar kullanilmaktadir. Bunlarin en bilineni Euler metodudur. Bir diferansiyel
denklemin analitik ¢6ziimiinde amag y fonksiyonunu bulmaktir. Niimerik ¢6ziimiinde
ise amag verilen bir [a,b] aralig1 i¢iny fonksiyonunun aldigi degerleri bulmaktir.
Euler metodu da bir baslangic degerinden baslayip istenen araliktaki degerleri

asagida verilen kural ile hesaplamaktadir.

h adim aralig1 olmak {iizere;

y(O)=y(to)+y (t;) (t-t0)+hata (5.1)

hata="-y" (©)=0(h?) (5.2)
Y '

Bu ifadeyi diizenlersek;

KO (53)
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elde ederiz. Bu fonksiyonun t noktasindaki degeri, (to,y(t,)noktasindan ¢izilen bir
tegettir ve dolayisiyla hata igermektedir. Burada h=ty+t adimi kiiclildiik¢e hata da
kiigiilecektir. t=ty+h noktasinda y degeri elde edildikten sonra aymi islem

tekrarlanarak noktalardaki degerler elde edilir;

y,., =y, thy +O(h%) (5.4)

5.2. Bulanik Diferansiyel Denklemlerin Euler Metodu ile ¢oziimii

Euler metodu Taylor serisinin birinci dereceden terimini kullanir. Bulanik baslangig

deger problemi (Ma, 1999);
Y= F (L y.5): ¥ )=y, (5.5)

F 0=t =G (ty.7): ()5, (5.6)
seklinde olsun.

r€[0,1] olmak tizere Denklem (5.5) ve Denklem (5.6) nin parametrik formu;

y (6 D=1(y(®)=H 530=F (& y(60, 50 y(to, D=3,
) (5.7)
7 (6 D=Ty©)=H0=6 (6 y&n, 7)), (. 05,0,

ile gosterilir.

Denklem (5.7)’yi integre etmek igin [ty,T] araligt M esit pargaya boliinsiin

(t0<t1 <t2< v <tM:T).

Bulanik baslangic deger probleminin kesin ¢dziimii [Y(t)]rZ[X(t;r),?(t;r)] ve yaklagik
¢ozimii [y()] =[y(t;r),y(t;r)] olsun. Bu durumda 0<M<1 olmak {iizere t;,’deki kesin

¢Ozim,;

Ym(r)Z[&(r), Y ()] ve yaklasik ¢ziim Y, (D=[y, (1), y_(r)]dir.
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Cozliimiin hesaplanacagi noktalar ise;

T-t,
tM:t0+mh, h= V ISmSM

noktalardir.

Euler Metodu Y'(t;r) ve Y'(t;r)’nin birinci mertebeden yaklagimina dayanir;

Z(t+h;r)-Z(t;r)

Z (t;0)= - (5.8)
ile verilir. Burada Z(t;r) alternatif olarak Y (t;r) ve Y(t;r) alinur.

Denklem (5.8)’den yararlanarak;

Fn(2F [ty ¥, (0, Y @), (5.9)
G, ()2 [GtM, Y - ?m(r)] : (5.10)
olmak uzere;

Yine1 D=V (D +Fe (1), (5.11)
Y i1 (=Y () +hG,, (1), (5.12)
ve buradan da;

Yyus1 (D=, (D HhE, (tM, Y (r),y—m(o) : (5.13)
V. (=Y (1)+hG,, (tM, Y0, ﬂ(r)) . (5.14)
denklemi elde edilir (Friedman, 1994), (Ma, 1999).

Yardimer Teorem (5.1) (Ma, 1999) Verilen A ve B pozitif sabit sayilar1 i¢in;

W, {|<A|W,|+B, 0<n<N-1 (5.15)
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kosulunu saglayan {W,},, bir say1 dizisi olsun. Buradan;

A

|Wal<AN W, [+B ==,

0<n<N-1 (5.16)

Yardimer Teorem (5.2) (Ma, 1999) Verilen A ve B pozitif sabit sayilari igin;

[Wiit [SIWy |+ Amax{|W,], [V,[}+B, (5.17)
Va1 [SI Vo [+ Amax{| Wy, [V, [}+B, (5.18)
ve

Up=[Val+IWal,  0<n<N.
Buradan A=1+2A ve B=2B oldugunda;

—n
A -1

—n —
U,sA UgtB=,

1<n<N (5.19)

Ispat: Denklem (5.17) ve Denklem (5.18)’den Yardime1 Teorem (5.1)’i uygulayarak
U,, 0<n<N i¢in;

Vit [H Wit [SIVa [H W [F2A( Vo [H WL D+2B=(142A) (| V, [+IW, D+2B - (5.20)
Denklem (5.19)’u elde ederiz (Ma, 1999)

Ornek 5.1. (Shokri, 2007)

y (O=ky*(D+k,, tel, (5.21)
y(0)=0 (5.22)
[k, ]=[k,.k1,]=[0,5+0,5r , 1,5-0,51] (5.23)
[ky]=[ky1,k2,]=[0,75+0,25¢ , 1,25-0,25¢] (5.24)
y(0;0)=y(0;r)=0 (5.25)

Bulanik diferansiyel denkleminin kesin ¢6ziimii;
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ko1 (r koo (r
L= k”gr) L(©) ”() (5.26)

ki (r ko (r
wi ()= k“ﬁ), wa(r) k”ir), (5.27)

olmak iizere,
Y (tr)=1, (r) tan(w; (1)1) (5.28)
Y (t;1)=1, (r) tan(w, (D)t) . (5.29)

Buradan Euler metodunu kullanarak iterasyon adimlarini yazalim:

Va1 (=Y, (D +hE <tm§ (r) ,§n(r)> (5.30)

Yot (0=Y,(0D+hG (tn,ﬁ(r),?n (r)> (5.31)
denklemlerinden;

Y=Yy th (K, tkar ) =0+h[(0,5+0,51)0+(0,75+0,251)]=(0,75+0,251)h (5.32)
y_2=y_1+h (kl 1&2+k21) =(0,75+0,25r)h

+h [(O,5+O,5r)((0,75+0,25r)h)2+(0,75+O,25r)]

=(0,75+0,251)h+h[(0,5+0,5r) (0,5625+0,3750r+0,0625r2)h*+(0,75+0,251)]
=(1,5+0,5r)h+(0,5+0,5r)(0,5625+0,3750r+0,0625r%)h’ (5.33)
¥, =Yg +h(k 153, +kyy )=0+h[(1,5-0,5r)0+1,25-0,251]

=(1,25-0,25r)h (5.34)

o=y, +h(kpy, ks, )=(1,25-0,251)h
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+h [(1,5-0,50)((1.25-0,251)h) +(1,25-0.251)]

=(1,25-0,251)h+h[(1,5-0,5r)(1,5625-0,6250r+0,0625r2)h*+(1,25-0,251)]

=(2,5-0,5r)h+(1,5-0,5r) (1,5625-0,6250r+0,06251> )’ (5.35)
y 0=y ©)=h 0=F (tyE w0 =k y* O +ka (5.36)
7 (E)=F(3(0)=60:=G (Ly(E0.3E0) =17 O+ (537)

y(to,0)=y, (1) ve y(to,r)=y,(r) olmak iizere, BDD i¢in iterasyon denklemleri;

Yy (VYo (D (tM,y_m . m(r)) , (5.38)
Yr1 D=, (0)+hGp, (tM,y_m(r), ﬂ(ﬂ) (5.39)
seklinde ifade edilir.

5.3. Homotopi Analiz Metodu (HAM)

[k olarak 1992 yilinda Liao tarafindan tanitilan Homotopi Analiz Metodu (HAM)
sonsuz kuvvet serileri bakimindan bir analitik yaklasik ¢6ziim sunar (Argub, 2013).
Ancak bu ¢oziimii degerlendirmek ve sonsuz kuvvet serilerinden sayisal degerler
elde etmek i¢in pratik bir yola ihtiya¢ vardir. Bu boliimde, HAM’1n verimliligini bir

ornekle ele alacagiz.

Oncelikle HAM’m temel fikrini anlayabilmek icin asagidaki lineer olmayan

diferansiyel denklemi ele alalim (Argub, 2013).
N[x(t)]=0, t>t, , (5.40)

Burada N lineer olmayan diferansiyel operator ve x(t) de t bagimsiz degiskeninin
bilinmeyen bir fonksiyonudur. Liao, sifirinci derece deformasyon denklemini su

sekilde olusturmustur;
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(1-9)L[p(tq)-x(® ]= g#HON[p(t:9)], (5.41)

q€[0,1] gdmme parametresi, 470 yardimci parametre, H(t)#0 yardimc1 fonksiyon, N
lineer olmayan operator, ¢(t;q) bilinmeyen fonksiyon, x,(t) baslangic kosulunu

saglayan x(t)’nin tahmini baslangici ve L de tahmini lineer operatordiir. Burada;
f(t)=0 i¢in L[f(t)]=0 (5.42)
Denklem (5.42) ve uygun baslangi¢ durumuna gére qg=0 oldugunda;

¢(0)=x(0), (5.43)

ve g=1 oldugunda 7##0 ve H(t)#0 oldugu i¢in, (5.41) sifirinc1 derece deformasyon
denklemi, Denklem (5.40)’e esdegerdir. Bu yiizden,

o(t;)=x(t). (5.44)

Boylece Denklem (5.43) ve Denklem (5.44)’e gore, q 0’dan 1’e arttikga, x,(t)

yaklasik baslangicindan x(t) kesin ¢6ziimiine gesitli stirekli ¢6ziimler vardir.

m-yinci derece deformasyon tiirevini asagidaki sekilde tanimlayabiliriz;

1™ ;
Xm0~ - (5.45)
e |

Denklem (5.43) ve Denklem (5.45)’i kullanarak gomme parametresi ile bir Taylor

serisinde ¢(t;q)’nin gdbmme parametresi q’ya gore genisletmesi;

P(t:)=xo(O+ Ximt Xm (D™ (5.46)

Yardimct parametre h’nin, ilk yaklasim x,(t)’nin, yardimci fonksiyon H(t)’nin ve
yardimci lineer operator L’nin, g=1 de Denklem (5.46) serisine uygun bir sekilde
se¢ildigini varsayalim. Boylece bu varsayimlar altinda x(t)= xq(t)+ Y_; X, (t) dizi

¢Oziimiine sahip oluruz.
Burada tanimli vektor ise X, (t):{XO 1), x; (0, ..., x, (t)} seklindedir.

Denklem (5.41), q parametresinin gdmiilmesine gére m kez tiirevlenerek ve sonra

q=0 alip en son m! ile bolerek, Denklem (5.45)den;
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m=1,2,3,...,ni¢in

00 m<1

Xm = {1, m > 1 (5.47)
- 1 ™N[e(tq]

Ry (Xml(t))—m e - (5.48)

i¢in;

L [xu(®1,x (O] =hHOR,, (X, ©) (5.49)

m-yinci dereceden deformasyon denklemi elde edilir.
5.4. Bulanik Diferansiyel Denklemlerin Homotopy Analiz Metodu ile ¢oziimii

Bu bélimde BDD i¢in HAM’1 (1)-diferansiyellenebilirlik durumunda olusturacagiz.
Bununla birlikte benzer yap1 (2)-diferansiyellenebilirlik i¢in de uygulanabilir.

q€[0,1] gébmme parametresi olsun. Homotopi analiz metodu x,()—¢ (t:q) ve

X ()—¢_(t;q) gibi bir gesit siirekli eslemelere dayanmaktadir. Gomme parametresi q

arttikga ¢ (t;q) ve ¢_(t;q) ilk yaklasimdan kesin ¢dziime kadar degisir.

Lineer olmayan operatorler;

N; [&(t;q)]% [e (Ga)-fi(O (t,g(t;q), @(t;q)) ; (5.50)

N, [(E(t;q)]% [, (tq)-F5, (D) (t,g(t;q), @(t;q)) : (5.51)

q gémme parametresini kullanarak, x;o(t) ve X (1), x.(t) ve X;(t)’nin ilk tahmini

yaklagimlari olmak tizere @, (t0:0)=Xr,0 (1) Ve ¢ _(ty:q)=Xo(t) baslangig kosullar1 igin;
(1-a)Ls [0, () x,0(®] = iy Hy (ON, o, (60, (552)

(1-q)L, [@ ()X 0(D]= g Hy (DN, [@ ], (5.53)
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sifirinci derece deformasyon denklemlerin bir ailesini tanimlariz.

Taylor teoremiyle, @.(t;q) ve ¢_(t;q), ¢ gdmme parametresinin;

¢, (6D =X o (D Xt Xem (D) 47 (5.54)

P, (D= X0+ e Xem (D (5.55)

kuvvet serisiyle genisletilir. Verilen x, , (t) ve X, ,(t)’ler sirastyla;

| ™o, (a)
m! og™

q=0

1 6m¢Tr(t;q)|
mtaqm g

dir. Boylece g=1"de seriler;,

% (0) =0 O+ T X (), (5.56)

X_r(t): m(t)‘FZﬁ:] Xr,m(t)- (557)

Denklem (5.48) ve Denklem (5.49) m-yinci dereceden deformasyon

denklemlerinden;

R (5102 01 0) =5 O [;Lq(q it O (5.58)
-
Rex (3, (030 0) =550 am-]fz’r[t’;%:f)mq)] 0 (5.59)
-
iken;
Li [fom 2 oma 0] = L OR, (3, 0,1 0)), (560
L[ @, T O]= 7 H, OR (£, 07,1 ©). (561)

Benzer olarak i=1,2 i¢in;
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H;(t)=1, h;=h ve Li=% secebiliriz. Boylece L;’nin sagdan tersi;

L= ft(.)dr

olacaktir. Buradan, m>1 i¢in m-yinci derece deformasyon denklemi;

Xem (0= Xp.me1 (D1 J, ; Ry (@ (t),im_1 (t)) dr, (5.62)

Ko (0 Ko (O J| R (gm_l O, (t)) dr. (5.63)

Eger x,(t) ve X.(t)’nin ilk tahmini yaklagimlarini sirasiyla xr,O(t)zxr(tO)zx0 ve

X
%(t)zx_r(toki? alirsak, iterasyon formiilii kullanarak i=1,2,...,n igin x;(t) ve X ;(t)

degerlerini i¢in hesaplayabiliriz. Son olarak k. mertebeden

k-1 k-1
v, (DTl xem(® Ve, (D=3 Tm(®
seri agilimi yapilarak;
ﬁ(t0)=§? ve X_r(to)Zi(r) baslangi¢ kosullar1 i¢in

X_r'(t) :fl ,r(t:ﬁ(t) :ir (t) ’

(5.64)
X,/ (0=, (6, (D)% (0,
denklem sisteminin yaklasik ¢6zlimiinii bulabiliriz.
Ornek 5.2. (Shokri 2007)
y O=kiy*(O+ky, t€l, y(0)=0 (5.65)
[k, ]=[k,.k,]=[0.5+0.5r,1.5-0.51] (5.66)
[ky]=[ky1,k2,]=[0.75+0.25r,1.25-0.251] (5.67)

y(0;n)=y(0;1)=0
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0 durumunda;

&'(t)=k11&(0+k12

(5.68)
Y, (D=ka 1y (D+ka,
¥,(0)=0, ¥,(0)=0
¥, =h Jy [¥, ar (v an (13| di=h [5[0-0-kn (19, )] itk (5.69)
Vi=h Jy [T +eia @) Ko (11, ) Jdt=h [[0-0-kas (19, )] di=it ko (5.70)
‘ 2 ; 2
thf [yl"kll(yl) ]dt:}’ﬁhf ['hkzrkn('hkzlt) ]dt
- 0o — — S 0
=-htk21-h2tk21-§h3t3k“k212 (5.71)
— . tr— _ — 2
y,=h J 0[3’1 +k12(y1)2]dt=yl+h fot ~hKyy-Ko(-hikp,t) dt
(5.72)
1
:-htkzz -hztkzz- 5 h3 t3k12k222
t<0 durumunda;
2 ! 2
[y, +kio(y,) [de=y, +h j -hkyy-k o (-Tiky,t)” dt
0
v,=h J, [y_l'-klz(y—o)z-kzz(l-x1 )] di=h f; -k, dt=fikyyt (5.73)
—_ ! t
v,=h f [yo+k12(&)2-k21 (1-X1)] di=h f) -kyy dt=-1ikst (5.74)
t ) t 5
Y2:Y1+flf [Yl"klz(ﬁ) ]dt=y1+hf ['thZ‘kIZ('thIt) ]dt
- 0o — —_— 0
=‘hk22t'h2tk22‘ % h3t3k] 21(2 1 2 (575)
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t t
Togreh |57k 500] 5 40 | [k st
0 - 0

='hk21t'h2tk21'§h3t3k11k222 (576)

5.5. Adomian Bozunma Metodu

Adomian bozunma metodu (ABM), adi diferansiyel denklemler, kismi diferansiyel
denklemler de dahil olmak flizere dogrusal ve dogrusal olmayan denklemlerin
¢oziimii icin bilinen sistematik bir yOntemdir. ABM, uygulamali bilimler ve
miihendislik alanindaki uygulamalar i¢in analitik yaklasik c¢oziimler ve sayisal

yaklagimlar i¢in kullanilan gii¢lii bir yontemdir (Duan, 2012).
L lineer operator ve tersi I ) OX(.)dx olsun. Asagidaki sistemi ele alalim.

Linfi(x,yl,. . .,yn) i=1,2,...,n (5.77)

Burada L operatoriiniin tersi alinarak, Adomian bozunma metodunu uygulamak i¢in

asagidaki forma bir denklem elde ederiz.

y.=y,(0)+ fOX fi(x,y1 ... .,yn)dx i=1,2,...,n. (5.78)
Her zamanki gibi ABM’de (5.78) denklemi, bir serinin toplami olarak kabul edilir.
Y= 50k (5.79)

Burada (5.78) denklemindeki integral, Adomian polinomlart olarak adlandirilan

(Ajj(fi 0.fi,1,. ... fin) ler ile asagidaki sekilde seriye agilabilir;

fi(X,yl,.. "yn): Z;io Al_l (fl,o, ,flj) (580)

Denklem (5.79) ve Denklem (5.80)’i, Denklem (5.78) haline getirmek yerine:
20 6 =y, (O 5 T2 Ay (Fo0- )=, (O+ X0 J Ay (Fios--fy) (5.81)

yazabiliriz.
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Tanimdan;

fi 0=y, (0), (5.82)
fiae1=Jy Ain(fior-fin)dx n=0,12,... (5.83)
elde edilir.

5.6. Bulanik Diferansiyel Denklemlerin Adomian Bozunma Metodu fle Céziimii

Dogrusal ve dogrusal olmayan fonksiyonel denklemleri (cebirsel, diferansiyel, kismi
diferansiyel, integral, ...) ¢O6zmek ig¢in ayrisma yontemi, 1980'lerde Adomian
(Adomian 1989), (Adomian, 1994) tarafindan ortaya konmustur. Adomian, nonlineer
fonksiyonel denklemleri ¢6zmek i¢in asagidaki formdaki gibi bir teknik

gelistirmistir.
f verilen fonksiyon ve N lineer olmayan operator olmak {izere;
u-N(u)=f. (5.84)

Adomian tekniginde u= Y2, u; bir seri, N(u)=_, A, dogrusal olmayan operator ve

Ug, Ug,..., u,’deki A, polinomlart Adomian polinomlar1 olarak adlandirilir.

A bir parametre olmak lizere;

=200, N(TZoAw)=X2 A A, (5.85)
Ag=£(ug), (5.86)
Al—ul( )f(uo) (5.87)
A=y (s )f(u0)+(u2/2')(d /dud)f(uy), (5.88)
Asus (<) g (& +) )+ (4) (%) (ug), (5.89)
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1 d" -
e N<Zkui>] . n=0.12.... (5.90)
=0 2=0
u= 20U, (5.91)

serisinin terimlerini hesaplamak i¢in kullanilan iterasyon formiilii;

uy=f, (5.92)
un+1=An(u0a Ug,..., un) n=091329'-~ (593)
dir.

Bilinen u, degerini ve u,; formiilasyonunu kullanarak diger u,u,,...,u, degerler,
elde edilir. Daha sonra bu degerler Denklem (5.91)’de yerine yazilarak u ¢6ziimii
bulunabilir (Adomian,1990).

Ornek 5.3. i=1,2 i¢in k;>0 ve bulanik baslangi¢ deger problemi:
y O=ky*(D+k,, tel (5.94)

y(0)=0 (5.95)

Adomian bozunma metodu ile yaklasik ¢6ziim:

ug(tk,0)= [ kodt=kot, (5.96)

u (6k.0)=Ag (ug)= [ ki (ko) di= ky 5 E, (5.97)
t 1 2 5

u (Lk,0)=A, (ug uy )= f; 2k, (k2t§k1k§t3) d== kit (5.98)

g(takao)z¢3 (t,k,O) =Up (t,k,0)+U1 (t,k,O)'le (t,k,O) . (599)

09, .
—_> =
ok, >0, Vi=1,2

i¢in K;[r]=[k;; (r).k,, (1)] ve 0<r<1 igin r-kesitler:

y () =k (Dt 3k () (ko (1) B4 = (ke () (ke () F (5.100)
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F () =Ky (t+1 k10 (ko (1) 04 2 (ki () (ko) 6. (5.101)

y () =k () (1) (ke () 242 (1, () (ko () e, (5.102)
() =Ko (1)1 () (ko (0) 242 (k1o () (ko () 1 (5.103)
Ornek 5.4.

y (O=-y()+sin(t) (5.104)

24 1
&(O)ZE-F =T
(5.105)

101 1

Yr(0)=m-mr

Denklem (5.104) ve Denklem (5.105) bulanik baslangi¢ deger problemi i¢in niimerik
¢oziimleri Euler metodu, Homotopi analiz metodu ve Adomian bozunma metodunu

kullanarak bulunuz.
(a) Euler metodu ile ¢oziim:

Bulanik baslangi¢ deger problemini kullanarak Euler metodunun iterasyon adimlarini

yazalim;

Yyt (7Y, (OHF (b, (0.5,0)

(5.106)
Vo =T, 00HG (b, (1.5,0))
denklemlerini kullanarak;
y_1=y_0+h (_&+ sin(t)) = % + % r+h (- % - %rJr sin(t)) (5.107)
y_zzy_1+h (-&‘i‘ sin(t)) = % - % r+h (- % - %rﬁt sin(t))
-h (ng %Hh (- % - %H sin(t)) - sin(t)) (5.108)
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— (= 101 01 1 .
Yy =Y0+h('}’0+51ﬂ(t))= 700 TooTh (E "ol sm(t))

— (= 101 1 01 1 .
y2=y1+h(-y1+sm(t))= 700 Too T h (E "ol sm(t))

101 1 o1 1. .
-h (1_00 - ﬁr-h (ﬁ T sm(t)) - sm(t))

Y1 (0=, (OHHF ()

Y1 =Y (0+hGip (1)

olmak tlizere;

Yins1 =Y, (0 +hEFy (tM,y_m (r) ,ﬂ(r)>

Y1 =Y, (D) +hGy, (tM,y_m (Qﬂ(ﬂ)

(5.109)

(5.110)

(5.111)

(5.112)

¢Oziim denklemleri elde edilir (Friedman, 1994), (Ma, 1999).

(b) Homotopi analiz metodu ile ¢6ziim:

Denklem (5.104) ve Denklem (5.105) bulanik baslangi¢ deger problemi i¢in;

(i) 0 durumunda;

y,' (©O=-y, (D)+sint
y.()=-y-(t)+sint

8.1
E(O)_ TR

101 1

VT(O):TOO'ET-

24 1

t t
&:h-fo [y_o'+y_0-smt(l-xl)] dchL [(EJrEr) -sint

52

(5.113)

|a



=it (35+5:1) +h(cost-1) (5.114)

101 .
hf Yo to- smt(l Xl hf [ m-mr smt] dt

=it (10 - 1) +h(cost-1) (5.115)

y_2=y_l+fl fot [y_l'-l-y_l-sint(l-xz)] dt=ht (%-l—%r) +h (cost-])
+h [ [h ( +—r) hs1nt+ht( +—r) +h(cost- 1)] dt—ht( +—r) +h(cost-1)
+h t( +—r) +h (cost 1)+h tz( < r) +fz2sint-fz2t=fz(cost—1)+

it (S 5o1) 07t (- o+ ozr) 7 (costsint- 1) +°C (5 + 1) (5.116)

Yy y1+hf[ Y- smt(l Xz)] fzf [ (%-1(1)0 ) -hsint+At (100 ™ )+h(cost 1)] dt

101

_ ( )h( tl)ht(wl ! )h( t1)+ht2(101+1 )
100 1001’ COS - T COS

100 100 200 200

+h?sint-h*t=h(cost-1)+ht (ﬂ—ir) +h?t (L—Lr) +h? (cost+sint-1)
100 100 100 100

20 (011
2 (555 2-7) (5.117)

h yaklasik parametresini -1 alalim.

X4k()_ s (DT Z41<(1)t 24k(11)t <4+ir) ;‘Eom (5.118)

=0 "(2i11)1 2410 (g))1 25 25 it

Ve 4k( )_ Z4k (-Qitz” i 24k (1)t 24k (1)t' (101 1 )Z4k (1)t2‘ (5.119)

=0 (2i+1)1 =0 (21)v it 100 100

Z4k (1)t2' Z4k (1)“

i=0 (2)|

( )__ COS(t) 4- Z4k+l ( 1)t

X Ak+1 (2i +1)'

24 1 4k (-1)it2i
+(E+Er) s (5.120)
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Vi ——(O=-cos(D) +3 Z4k+1 (1)@ Z4k+1 (1) Z4kﬂ (- l)t

(21+1)' (21)|

+(ﬂ A )Z4k+1(1)t
100 100 i

(5.121)
Y az ,(O=sin(t) - cos () -—Z4k+2((2+1)' Z4k+2((12))t' Z4k+2( 1)t
+H(Grmn) zﬂ (5.122)
Vs (D=sin(t) - cos() - '24_1(0 (é)j; Z4k+2 ((12);, Z4k+2( ll)t
+(fos-mo1) g2 0= 11) = (5.123)
Y (t)=% (sin(t) - cos(t))+%e't+ (%Jr%r) et
(5.124)
Y, (== (sm(t) cos(t))+ et (ig(l) 1(1)0 r) et
y= [y, ©, 5,0 (5.125)

y(t)= (% (sin(t) - COS(t))Jr% e+ ( ) (sm(t) cos(t))+ et (101 1 r) e't)

100 100

(i) t<0 durumunda;

y,' (O=-y (D) +sint

(5.126)
T (0=-y, (O +sint

o 15 o () s
=it (156 - 55) Hhcost-h=(cost-1)+ (55~ 7oor) it (5.127)

t
y,=h fo [y_1'+&-sint(l-xl )] dt
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=h fy |0+ (- 5zr) -sint] dt=n(cost- 1)+t (5 + 1) (5.128)

101 1
yz_y1+hf y1'+y1 -sint(1-y,) ]dt—(cost DA+ (100 100 )ht

+h f [ sint++ (% - l—Oor) h+(c0st 1)h+ ( r) ht] dt= (cost-l)h+ (%(1) - ﬁr) ht

i cost-h+ (oo ) Rt sint- i (ﬁ-—r) =h(cost-1)+ht (1o -—)

100 100 25 25 100 100
47 (costhsint- 1)+t (- 1) +#°¢ S+ =-1) (5.129)

V25, +h fy |7ty sint(1,)| de

§yth [y |hsint+ (5 +52r) i (3 - ) it (cost- )| di=h(cost-1) +t (32 +5-1)

+h*cost-h>+h*t (g Y )+h sint-#* t+ > (%-Er) h(cost 1)+fzt( +Er)

+4” (costtsint-1)+h%t ( T r) +h22 (% = r) (5.130)

h parametesini -1 alalim.

t2i

4 (De! _ Lk (-l)it 4K (1)t ( 1 ) 4 £
Vs, 4k( =3 2 220 Qi) > 20 @)! Z TRRCERE T R T

101 1 s (1)
(100 1oor) =0 (2i+1)1 (5.131)

() Z4k ( l)tz Z4k ( l)tzl Z4k ( l)tl

=0 i) =0 (7¢)1 it

in:
101 1 -1) ¢4
( -—r) 4 (1)

Ve 100 100 =0 9

% 1 m (2i+1
'(z+gf)2': : (5.132)

=0 (i+1)1

(t)—- COS(t) +- Z4k+l ( 1)t

X Ak+ (21+1)'

Z4k (l)tz' Z4k (1)t (—4+ir) 4 2

=0 2i)1 25 25 i=0 5j

01 1 sy 2!
(R 100 )21 0 @it (5.133)
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a1 (D! D' 4k (D 1)t a1 (DT 1)t
Ve (t)_' cos(t) +3 Z Qi+1)! Z Qi)! Z
101 a1 2 4 !
+(100 100 )Zl 0 2i ( )Z—O(zm)v
a2 (D) ! D't a2 (D 1)t a2 (DY D
(t) sin(t) - cos(t) - 2 GaD: Z o Z .

e a2 (101 g2 !
) mi o (M L) i
5 @n " \100 Too" QitD)!

(t)=sin(t) - cos(t) - Z“k (et i Z4k+2(1)t

=0 (2i +1)' (i)!

Z4k+2 (- 1_) ¢

X4k2

101 1 1) 3 4 1 2i+
+(—-—r) w2 (D' (2—+—r) a2

100 100 =0 5 25 =0 (i)

(5.134)

(5.135)

(5.136)

Boylece h=-1 alinmasi1 durumunda analitik yaklasik ¢oziimleri ile kesin ¢ozlimleri

ayni sonucu vermektedir. h=-1 i¢in;

&(t)zé (Sin(t) 2 COS(t))+ % e’y ( +— r) cosh(t) - (— . r) sinh(t)

100 100

101

}Tr(t)=§ (sin(t) - cos(‘[))ﬁL%e't (— L ) cosh(t) - ( +—r) sinh(t)

100 100
yO= |y, 0, 7,0]
(¢) Adomian bozunma metodu ile ¢6ziim:

y ()=-y(t)+sin(t)

1
Y( )_E E
()

_100'100'

t . 24 1 49 1
Y_OZY_O(T)+ fo sin(t) dt= YR cos(t) +1= 55l cos(t)
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t t(49 1 . 49 1
Y= fo -y, (t;r)dt =- fo (E ot cos(t)) dt=sin(t) - S 5srt (5.140)
. 49 1 1 49
y,= Jo -y, @0t = f] (sm(t) St rt) dt=cos(t) + P+ = -1 (5.141)
_ t . 1011
Yo=Y, @+ fo sin(t) dt= TTRETTAS cos(t) +1 (5.142)
(101 1 . 01, 1
. _— - + = -—tt —r1t-
Y, fo (100 T cos(t) 1) dt=sin(t) oo g Tt (5.143)
ot 01, 1 B 1 5. 201 5
—. 1t = 22
Y= Jy (sm(t) TR t) dt=cos(t) - 5= rt*+ =151 (5.144)
t=0,01 i¢in;
i . 149 . 1 1 A 4 1
= 2y, AE + - —rt+ —rt?- — 1+ —rt* —
910 =0 Yn~ 551755t cos(t) +sin(t) - o rt+ Sort- ot Lt ot
6t — gt — O+ 2. A3 Db B
18000~ 126000 1008000 9072000 25 25 600 3000
1 1 7 7 49
+— 0 ——t7+ 8- O+ = (5.145)
750 5250 144000 1296000 25
- . 201 1 1 U 9, 1 3 1 4 1 s
= L b — 1t — 2+ — 1t — 1t ——
¢,p=sin(t) - T t-cos(t)- gt pprt- Stk St et e
72000 ' 504000 4032000~ 36288000 ~ 200 600 800 4000
101 ¢ 101 7, 67 g 6 .g,20l
- + - +22
72000 " 5040000 1344000 12096000 ¢ 100 (5.146)

Omek (5.4)’deki bulanik diferansiyel denklem igin sayisal ¢oziimlerin ve bu

¢ozlimler i¢in belirlenen yaklagik hatalarin tablo ve grafigi asagida verilmistir.

Tablo 5.1. Ornek (5.4)’deki BDD’nin r€[0,1] i¢in Euler metodu, Homotopi analiz metodu
ve Adomian metodu ile yaklasik ¢oziimleri

Euler ADM HAM Exact
r y y y y y y y y
0 | 09588147 | 1,00831470 | 0,96049767 | 1,01000016 | 0,96049767 | 1,01000016 | 0,96005033 | 1,010050
09848079 | 984808 3732536 541999 7764858 966351 4166661 33416666
0.1 | 0,9627747 | 1,00732470 | 0,96445787 | 1,00901011 | 0,96445787 | 1,00901011 | 0,96405033 | 1,009050
09848079 | 984808 3067533 558625 7116751 982554 4166661 33416666
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Tablo 5.1. (Devam) Ornek (5.4)’deki BDD nin r€[0,1] i¢in Euler metodu, Homotopi
analiz metodu ve Adomian metodu ile yaklasik ¢éztimleri

0.2 | 0,9667347 | 1,00633470 | 0,96841807 | 1,00802006 | 0,96841807 | 1,00802006 | 0,96805033 | 1,008050
09848079 984808 2402529 575250 6468642 998756 4166661 33416666
0.3 | 0,9706947 | 1,00534470 | 0,97237827 | 1,00703001 | 0,97237827 | 1,00703002 | 0,97205033 | 1,007050
09848079 984808 1737526 591875 5820535 014959 4166661 33416666
0.4 | 0,9746547 | 1,00435470 | 0,97633847 | 1,00603996 | 0,97633847 | 1,00603997 | 0,97605033 | 1,006050
09848079 984808 1072523 608500 5172427 031162 4166661 33416666
0.5 | 0,9786147 | 1,00336470 | 0,98029867 | 1,00504991 | 0,98029867 | 1,00504992 | 0,98005033 | 1,005050
09848079 984808 0407519 625125 4524319 047364 4166661 33416666
0.6 | 0,9825747 | 1,00237470 | 0,98425886 | 1,00405986 | 0,98425887 | 1,00405987 | 0,98405033 | 1,004050
09848079 984808 9742516 641750 3876211 063567 4166661 33416666
0.7 | 0,9865347 | 1,00138470 | 0,98821906 | 1,00306981 | 0,98821907 | 1,00306982 | 0,98805033 | 1,003050
09848079 984808 9077513 658375 3228103 079770 4166661 33416666
0.8 | 0,9904947 | 1,00039470 | 0,99217926 | 1,00207976 | 0,99217927 | 1,00207977 | 0,99205033 | 1,002050
09848079 984808 8412509 675000 2579994 095972 4166661 33416666
0.9 | 0,9944547 | 0,99940470 | 0,99613946 | 1,00108971 | 0,99613947 | 1,00108972 | 0,99605033 | 1,001050
09848079 9848079 7747506 691625 1931888 112175 4166661 33416666
1 | 0,9984147 | 0,99841470 | 1,00009966 | 1,00009966 | 1,00009967 | 1,00009967 | 1,00005033 | 1,000050
09848079 9848079 708250 708250 128378 128378 416666 33416666

Tablo 5.2. Ornek (5.4)’deki BDD’nin r€[0,1] ve h’nin farkli degerleri i¢in tahmini hatasi

Euler ADM HAM
X_GI’I’OF y_error X_EI’I’OI’ y_error X_error y_error
0,0000228471890 | 0,0000312656227 | 0,0000008526299 | 0,0000000108925 | 0,0000008526523 | 0,00000001089
251404 772756 96577922 601114895 40537162 25122404276
r P Vel
————— —- Adomian AN
0.9} & o ¥
#* HAM ,”/'% \
0.8 & Euler rd Q *
07l Exact /@”)(' o %
0.6 oK O 3
~ 05 o8 4 & *
0.4 o F & *
03} d/x o *
0.2 /a’//%/ o %
0.1 o s o] a\e
0 C’l,{‘/ I 1 I I U \* ]
0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1 1.01 1.02
y

Sekil 5.1. Ornek (5.4)’deki BDD’nin Euler, Homotopi ve Adomian metotlari ile
yaklasik ve kesin ¢oziimleri
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde Hukuhara diferansiyellenebilirlik kullanilarak bulanik diferansiyel
denklemlerin ¢Oziimleri ve bazi niimerik metotlarla bulanik diferansiyel

denklemlerin niimerik ¢ziimlerine yer verilmistir.

Orneklerde goriilecegi iizere bulanik diferansiyel denklem ile klasik adi diferansiyel
denklemlerin yapilar1 aynidir ancak bulanik diferansiyel denklemde baslangi¢ kosulu
Klasik adi diferansiyel denklemden farkli olarak bulanik sayilardan olusmaktadir.
Hukuhara diferansiyellenebilirlik ile ¢oziim yapildiginda ¢oziimlerin destek bolgesi
araligiin arttigi goriilmektedir. Destek bolgesi genisligi arttikga ¢oziim gercek
¢oziimden uzaklagmaktadir. Hukuhara diferansiyellenebilirliginin en belirgin

dezavantaj1 da budur.

Bu calismada bulanik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6zliimii i¢in Euler metotu,
Homotopi analiz metodu ve Adomian bozunma metodu kullanilmistir. Oncelikle bu
lic niimerik yontemin klasik adi diferansiyel denklemler i¢in uygulama sekli, daha
sonra da bulanik diferansiyel denklemler {izerindeki uygulama sekli verilmistir. Bu
tic metodun uygulamalardaki hata analizleri ve bu hata analizlerinin karsilastirilmasi

tablo ve grafikte agik sekilde gdsterilmistir.
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