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ONSOZ VE TESEKKUR

Matematigin en eski alanlarindan biri olan sayilar teorisi, sayilar arasindaki iliskiyi
inceleyen bir alandir. Fibonacci say1 dizileri, Lucas say1 dizileri, genellestirilmis
Fibonacci say1 dizileri sayilar teorisinin en ¢ok ilgi ceken say1 dizilerinden olup sayilar
teorisi uygulamalarinda olduk¢a 6nemli bir yere sahiptir. Bu calismada baz1 say1
dizileri ve bu say1 dizilerinin alt dizileri tanimlanmis ve tanimlanmis olan bu say1
dizilerinin Fibonacci say1 dizilerinin boliinebilme ozelliklerine benzer ozelliklere
sahip olduklar1 gosterilmistir.

Tez ¢alismam boyunca destegini hicbir zaman esirgemeyen, beni yoOnlendiren,
calismalarima yon veren, bana giivenen danismanim Sayin Dog. Dr. Yiicel TURKER
ULUTAS’a sonsuz saygi1 ve tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica egitim hayatim boyunca bana maddi ve manevi destek veren, yardimlarini
esirgemeyen sevgili aileme sevgi ve minnetlerimi sunarim.

Yiiksek Lisans egitimim siiresince egitimimi tamamlamam i¢in is hayatimdaki gerekli
izinleri saglayan ve destek veren Saym Miidiirim Yusuf Sert’e vermis oldugu
destekten otiirii tesekkiirlerimi sunarim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi
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FiBONACCi SAYILARI ILE BAGLANTILI BAZI DIiZiLERIN
BOLUNEBILME OZELLIKLERI

OZET

Bu calismada, ilk olarak {S,} = {FFZ‘} dizisinin bazi bdliinebilirlik 6zellikleri
7tn

verilmistir. {S,,} say1 dizisinin n # 7k oldugunda tamsay1 oldugu ve {S,, } say1 dizisinin
tamsay1 oldugu degerler igin hangi kosullar altinda Sp,|S, ve (Sm,Sn) = Simn)
ifadelerinin saglandig1 gosterilmistir. Ayrica {S,} say1 dizisi kullanilarak tanimlanan
{Qx(n)} altdizisi igin n # 7k oldugunda SX|Qx(n) oldugu elde edilmistir. 2017

yilinda Panraksa ve Tangboonduangjit tarafindan tanimlanan {T,} = {%} dizisinin

ve tammladigmiz {S,} = {22}  dizisinin baz bolinebilirlik ozellikleri
7tn

genellestirilmis  Fibonacci dizileri lzerine tasinmig ve {Spn} = {UUPJ} dizisi
pYn

: U
tanimlanmistir. n € Z* ve p tek asal sayr olmak iizere n # pt iken S,, = ﬁ
pYn

sayisinin bir tamsay1 oldugu gosterilmistir. {Sp,} say1 dizisi i¢in Sp,mlSp,n ve
(Sp,msSp,n) = Sp,(m,n) Ozelliklerinin hangi sartlar altinda saglandig: elde edilmistir.
Ayrica {Sp,n} say1 dizisi kullanilarak tanimlanan {Qy(p,n)} altdizisi i¢in n # pk
oldugunda S§ ,|Q(p,n) oldugu elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Boliinebilme, Fibonacci Dizisi, Genellestirilmis Fibonacci
Dizisi.

v



ON DIVISIBILITY PROPERTIES OF A SEQUENCE RELATED TO THE
QUOTIENT OF FIBONACCI NUMBERS

ABSTRACT

F7n
F,Fp
shown that {S,} is an integer sequences when n # 7k and under which conditions
Sm|Sn and (Sy, Sn) = S(mn) are provided for the sequence {S,} . For subsequence

{Qu(n)} defined using the sequence {S,}, it is also shown that SX|Q,(n) when n #
7k. Some divisibility properties of sequence {T,} = {%} given by Panraksa and

Tangboonduangjit in 2017 and the sequence {S,,} defined by us are moved over to the

In this study, some divisibility properties of sequence {S,,} = { } are given. It is

: : : U :
generalized Fibonacci numbers and sequence {S, ,} = {U p[;l } are defined. It is shown
pYn

that {S,,} is an integer sequences for n # pt. Also Sp,mlSp,n and (Spm,Spn) =
Sp,(m,ny under which conditions has been obtained for the integer values of the
sequence {Sp,}, where n is a positive integer and p is an odd prime number. In
addition, for subsequence {Qx(p,n)} defined by using the sequence {S,, ,}, it has been
obtained that S§,|Qx(p,n) whenn # pt.

Key Words: Divisibility, Sequence of Fibonacci, Sequence of Generalized Fibonacci.



GIRiS

Bu calisma genel bilgiler, {T,} = Ponl dizisinin bazi boliinebilirlik ozellikleri,
5Fp

} dizisinin baz1 boliinebilirlik 6zellikleri, {S, ,} = {UUPJ } dizisinin baz1
pYn

(Sn} = {

boliinebilirlik 6zellikleri ile sonuglar ve oOneriler olmak {izere bes bolimden

F7n
F7Fn

olusmaktadir.

Birinci boliimde, calismamizda kullandigimiz boliinebilme ile ilgili tanim ve teoremler,
Fibonacci dizisi ve genellestirilmis Fibonacci dizisi tanimlari, bu dizilere ait Binet
formiilleri, 6zdeslikler ve boliinebilme 6zellikleri ile ilgili temel bilgiler verilmistir.
Ikinci béliimde, Panraksa ve Tangboonduangjit tarafindan tanimlanan {T,} = {%}
dizisinin terimlerinin boliinebilme ozellikleri verilmistir. m,n € Z* olmak iizere m|n
ve 95(m) = 9s5(n) iken T[T, ve (Tyy, Ty) = T(m,n) oldugu gosterilmistir.
o . e 100 F5n IR . - F7n
Uglincii boliimde, {T,} = {—} dizisinden esinlenerek tanimladigimiz {S,} = {—}
5Fp F7Fn
dizisinin bazi boliinebilirlik 6zellikleri verilmistir. Hangi kosullar altinda S,|S,, ve

(SmsSn) = S(mn) oldugu arastirlmustir. Ayrica {S,} dizisi kullamilarak tanimlanan

{Qx(n)} alt dizisinin terimlerinin {S,} dizisinin terimleri tarafindan boliinebilmesi ele

alimmustir.

Dordiincii boliimde, ikinci ve iiglincli bolimde yapilan ¢aligmalar genellestirilmis
Fibonacci sayilar1 iizerine genellestirilerek elde edilen yeni dizinin bdliinebilme

ozellikleri arastirilmistir.

Besinci boliimde, elde edilen sonuglar verilmis ve bundan sonraki calismalar igin

Oneriler sunulmustur.



1. GENEL BiLGILER

Bu boliimde, Fibonacci sayilari tanitilip bu sayilarin boliinebilme ile ilgili 6zellikleri
ele alinacaktir. Bunun i¢in ilk olarak tamsayilarda boliinebilme ile ilgili temel kavram

ve teoremlerini verelim.
1.1. Tamsayilarda Béliinebilme ile Tlgili Temel Kavramlar

Tanim 1.1.1:a,b € Zvea # 0 olmak iizere b = a.t olacak sekilde t € Z tamsayisi
varsa a, b’yi boler denir ve bu al|b seklinde gosterilir. Eger b = t.a olacak sekilde

bir t € Z tamsayisi yoksa a, b’yi bdlmez denir ve bua t b seklinde gosterilir.

k € Z olmak iizere a¥|b veaX*! b ise a’ya b’nin tam béleni denir ve bu ak”b

seklinde gosterilir [4].
Lemma 1.1.1: a,b € Z olmak iizere a|b ve b|a ise a = +b’dir [4].

a,b € Z olmak iizere a|b ve b|a ise a ve b tamsayilari ilgili sayilar olarak adlandirilir
ve a =~ b yazilir. Lemma 1.1.1. den a= b iken a = b oldugu agiktir. Ayrica
alb © ta|+b oldugundan ilgili elemanlar boliinebilme agisindan ayni ozelliklere
sahip sayilardir. Bu durumda bdliinebilmeyi pozitif tamsayilar kiimesi tizerinde

incelemek yeterlidir.

Teorem 1.1.1: (B6lme Algoritmasi) a € Z ve b € Z* olmak lizere
a=gb+r, 0<r<b

olacak sekilde tek tiirlii belirli q, r € Z vardir [4].

Tanim 1.1.2: a,b € Z ve b # 0 olmak iizere a ve b’yi bdlen en biiyiik pozitif tamsay1
a ve b’nin en biiyiik ortak bdleni olarak adlandirilir ve bu say1 (a, b) ile gosterilir. Eger

(a,b) = 1ise aile b aralarinda asal tamsayilar olarak adlandirilir [4].

Teorem 1.1.2: En az biri sifir olmayan a, b € Z tamsayilan igin (a,b) = d olsun. Bu
durumda ax + by = d olacak sekilde x,y € Z vardir [4].
2



Lemma 1.1.2: a,b,c € Z* olsun. Eger alc, b|c ve (a,b) = 1 ise a.b|c’dir [4].

Ispat: alc, b|c ve (a,b) = 1 olsun. a|c ve b|c oldugundan ¢ = ma ve c = nb olacak
sekilde m ve n tamsayilari vardir. Ayni zamanda (a, b) = 1 oldugundan Teorem 1.1.2.
geregi ax + by = 1 olacak sekilde x vey tamsayilart da vardir. Bu son esitligin her

iki yani ¢ € Z* ile ¢arpilirsa

cax + cby = ¢ (1.1)
elde edilir. (1.1) esitliginde ¢ = ma ve c = nb esitlikleri kullanilirsa

(nb)ax + (ma)by = ¢ (1.2)
olarak yazilir. Boylece (1.2) esitliginden ab(nx + my) = c olup ab|c dir.

Teorem 1.1.3: (Oklid Algoritmasi) a € Z ve b € Z* olsun. Blme algoritmasimin art

arda uygulanmasi ile
a=qyb+ry, 0<ry<b
b=qro+r;, 0<r; <r
g =Qzr; +ry, 0<r,<ry

r1:q3r2+r3, 0SI‘3<I‘2

esitlikleri elde edilir. Burada Oyle bir en kii¢lik t = 0 tamsayist vardir ki ry = 0 dur.
Eger t =0 ise ry =0 ve bla dir. Bu durumda (a,b) =a olur. Eger t>1 ise

(a,b) = ry_; dir ve yukaridaki esitliklerden sirasiyla ry_,, re_q, ..., Iy yokedilerek
ri_; = ax + by
olacak sekilde x ve y tamsayilar1 bulunur [4].

Teorem 1.1.4: (Aritmetigin Temel Teoremi) n > 1 bir tamsay1 olsun. Bu durumda
t>1 tamsayr ve pi, pa, .., P¢ asallar olmak {izere n = p;p, ...py seklinde,

carpanlarin sirasi harig, tek tiirlii yazilir [4].

3



Tanim 1.1.3: b € Z ve b # 0 olsun. p bir asal say1 olmak {izere p’nin b’yi bdlen en

biiylik pozitif tamsay1 kuvvetine p-adic mertebesi veya p-adic degeri denir ve bu

,(b) ile gosterilir [3].

b € Z ve b # 0 sayist igin 9,(b) = r ise p"[|b oldugu Tamim 1.1.3 den agiktir.

Tanim 1.1.4: a,b € Z ve n € Z* olsun. Eger nla— b ise a, b’ye n moduna gore

denktir denir ve bu a = b (mod n) olarak yazilir [4].

Lemma 1.1.3:a,b € Zven € Z* i¢in a = b (mod n) ise (a,n) = (b, n) dir [20].

Tanim 1.1.5: a € Z ve p bir asal say1 olmak iizere x> = a (mod p) denkleminin bir

¢oziimii varsa a ’ya p modiliinde “Kuadratik rezidii” veya “ikinci dereceden

kalan”, x> =a (mod p) denkleminin bir ¢dziimii yoksa a ’ya p modiiliinde

“Kuadratik nonrezidii” veya “ikinci dereceden kalan degil” denir [20].

Tanim 1.1.6: a € Z ve p bir asal say1 olmak {izere

a 1, a, p modiliinde ikinci dereceden kalan ise
(—) =<-1, a, p modiliinde ikinci dereceden kalan degil ise
p 0, a=0 (modp) ise

ifadesi “Legendre sembolii” olarak adlandirilir [4].

Tanim 1.1.7: k,n € Z ve 0 < k < n olmak lizere

(Il) _ n!
k/ k! (n—K)!
esitligi ile verilen tamsayilar binom katsayilar1 olarak adlandirilir [20].

Teorem 1.1.5: (Hermite) k, n € Z* olmak tizere

n n
oG

dir [8].

Ispat: k, n pozitif tamsayilar olmak iizere (k,n) = d olsun. Euclid algoritmas1

yardimiyla

(1.3)



d = kx + ny (1.4)

olacak sekilde x ve y tamsayilar1 vardir. (1.4) esitliginin her iki tarafi (ﬁ) ile ¢arpilirsa
d(i0) = lex()) + ny(})

= n[x(;2;) +y ()] (1.5)

elde edilir. z = X(Iﬁ:i) + y(ﬁ) olarak alinirsa z bir tamsay1 olup (1.5) esitligi
d(j) = nz (1.6)

olarak yazilir. Tanim 1.1.1 geregi, (1.6) esitliginden §|(§) elde edilir. (k,n) =d

- n
oldugundan dolay1 oy |(§) sonucuna varilir.

1.2. U,, Genellestirilmis Fibonacci Sayilarim Iceren Baz1 Ozdeslikler

Fibonacci say1 dizisi, en ilgi ¢ekici say1 dizilerinden bir olup profesyonel veya amator
matematikg¢ilere varsayim yapma ve ufkunu genisletme konusunda genis firsatlar
sunmaktadir. Bu boliimde U,, genellestirilmis Fibonacci sayilarini ve bu sayilari

iceren calisgmamizda kullandigimiz bazi1 6zdeslikleri verecegiz.

Fibonacci say1 dizisi ilk olarak Leonardo of Pisa, bilinen adiyla Fibonacci, tarafindan
1202 yilinda yaymlanmis olan “Liber Abaci” adli kitabinda ele alinan “Tavsan

Problemi” ile ortaya ¢ikan say1 dizisidir [2].

Fibonacci say1 dizisinin terimleri Fy = 0 ve F; = 1 baslangi¢ kosullar1 altinda n > 2

igin
Fn = Fn—l + Fn—l

tekrarlama bagintis1 kullanilarak elde edilir. Fy = 0 ve F; = 1 baslangic kosullar
herhangi iki tamsay1 olarak alindiginda da yeni say1 dizileri elde edilebilir. Ornegin,
Fransiz matematik¢i Edward Lucas baslangic degerleri olarak L, =2 ve L; =1
tamsayilarini alip ayni tekrarlama bagintisini kullanarak {L,} Lucas say1 dizisini

olusturmustur [2,5,16].



1965 yilinda A.F. Horadam Fibonacci say1 dizisini en genel hali ile asagidaki sekilde

tanimlamistir.

Tanim 1.2.1: r,s € Z olmak fizere, W, (a,b;r,s) = a ve W;(a,b;r,s) = b baslangig
kosullar1 altinda n > 1 i¢in

W,(a,b;r,s) =rW,_;(a,b;r,s) + sW,_,(a,b;r,s) (1.7)

ikinci dereceden tekrarlama bagmtisi ile tamimlanan {W,(a, b;r,s)} say1 dizisi

Horadam dizisi olarak adlandirilir [1].

Tanim 1.2.1dea=0, b=1,s =1 ver # 0 alindiginda elde edilen dizi

{Un} = {(Wo(0,5;r, 1} (1.8)
ile gosterilir ve genellestirilmis Fibonacci dizisi olarak adlandirilir [1].

(1.8) esitligi ile tanimlanan {U,} genellestirilmis Fibonacci dizisinin terimleri

Uy = 0 ve U; = 1 baslangi¢ kosullar1 altindan > 1 i¢in
Un = rUn—l + Un—2

tekrarlama bagmtisi ile elde edilir. Boylece {U,} genellestirilmis Fibonacci dizisine

karsilik gelen karakteristik denklem
x2—rx—1=0
seklinde olup A= r? + 4 olmak iizere bu denklemin kokleri

r++/A r—+/a
> ve = >

o=
dir. Burada a + B =r ve a. p = —1 oldugu agiktir. {U,} genellestirilmis Fibonacci

dizisinin Binet formiilii bu kokler yardimiyla

al — Bn
U, = P
a—f

(1.9)

esitligi ile verilir [1,22].



(1.7) esitligi ile verilen tekrarlama bagintisindaa=0,b=1ver=s=1 alnirsa
{F,} = {W,(0,1;1,1)} Fibonacci dizisinin elde edildigi de agiktir. {F,} Fibonacci

dizisi i¢in Binet formiilii (1.9) esitliginden

yn_(s_*)n
-5

F, (1.10)

olarak elde edilir. Buraday = 1+2—\/§ ve 0 = 1_2—\/5 oldugu agiktir.

Simdi ¢calismamiz esnasinda sik¢a kullandigimiz genellestirilmis Fibonacci sayilari ile

ilgili baz1 6zdeslikleri verelim:

Teorem 1.2.1: n,k € Z* i¢in n = Kk olmak {lizere

UZ—Uy_Upsi = (=D)"UZ (1.11)
dir [21,22].

Ispat: n, k pozitif tamsayilari i¢in n > k olsun. (1.9) esitligi ile verilen Binet Formiilii

kullanilirsa

a — Bn)z O(n—k _ Bn—k O(n+k _ Bn+k

A T
= (-1

oldugu goriiliir.

(1.11) esitligi ile verilen 6zdeslikte k = 1 alinirsa n > 1 tamsayilar1 igin

Ug—Up_qUpyp = (=)™ (1.12)

0zdesligi elde edilir [15].

Teorem 1.2.2: m,n,k € Z* i¢in

Un+nUm+k = UmUm+tken = (_1)mUnUk (1.13)

dir [13,22].



Ispat: m,n, k pozitif tamsayilar olmak iizere (1.9) esitligi ile verilen Binet formiilii

kullanilarak

O(m+n _ Bm+n O(m+k _ Bm+k

Um+nUm+k - UmUm+k+n = o — B o — B

alm — Bm O(m+n+k _ Bm+n+k

a—f a—f

= (—1)™U,Uyg
istenen sonucu elde edilir.

m,n birer pozitif tamsay1 olmak tizere (1.13) 6zdesliginde m = 1 ve k yerine de

m — 1 yazilirsa agsagidaki teorem kolayca elde edilebilir.

Teorem 1.2.3: m,n € Z* igin

Un-1Up + UpnUpnyq = Upgg (1.14)
dir [13,22].

Yukarida verilen (1.11) 6zdesligi Fibonacci sayilari igin

Fp_kFnsk — F2 = (=1)"*k+1F; (1.15)

olarak elde edilir. Bu 6zdeslik 1879 yilinda Belgikali Matematik¢i Eugene Charles
Catalan tarafindan bulundugu i¢in onun adi ile anilir. Benzer sekilde (1.13) ve (1.14)

ozdeslikleri de Fibonacci sayilari igin

FinFmik = FmFmiken = (_1)anFk (1.16)
ve
Fm—an + Fan+1 = Fm+n (117)

olarak elde edilir. Eger (1.15) 6zdesliginde k = 1 alinirsa n > 1 tamsayilari igin

Fp-1Fny1 —Ff = (1" (1.18)



elde edilir. Bu 6zdeslik de Italyan asilli Fransiz Matematik¢i Giovanni Domenico

Cassini tarafindan 1860 yilinda bulunmustur ve bu yiizden Cassini Formiilii olarak

adlandirilir [2,5].

Teorem 1.2.4: m,n,r € Z* olmak {izere

n
M i g
Unn+r = Z <] ) UnUnZ1Ujsr (1.19)
=0

dir [22].

Ispat: k pozitif bir tamsayr olmak iizere (1.9) esitligi ile verilen Binet formiilii

kullanilarak

ak — BK = (a0 — B)Uy (1.20)
ve

.ok — B.BX = (. — B)Upq1 (1.21)

esitlikleri yazilabilir. (1.20) ve (1.21) esitlikleri ¥ ve pX’ya gére ¢oziimlenir ve

Ugy1 = rUg + Ug_; oldugu g6z oniinde tutulursa

ok = aUy + Uy_; (1.22)
Ve
B* = BUx + Uy, (1.23)

esitlikleri elde edilir. Binet formiiliinden

(a0 = B)Umpr = a™0H — gmnsr (1.24)
olup (1.24) esitliginde (1.22) ve (1.23) esitlikleri kullanilirsa

(& = B)Upn4r = (@™)a” — (B™)"B"

= (O(Um + Um—l)nO(r - (BUm + Um—1)nBr



n n

= (T) (@) Uy )" = ) (T) (BUm) (U )" Ip"

j=0 j=0
n j n-j r+ r+j
= : UmUm—l(a - B ])

elde edilir. (1.25) esitliginden
n

Unn+r = Z <I]l) U U:Ill—_j1 (arJf(ia—_B;i)

j=0

esitligine ulasilir. (1.26) esitliginde Binet formiili kullanilarak
n

A N
Umn+r = Z <] ) UmUm_1Uj+r

j=0
oldugu goriiliir.

Teorem 1.2.4.de verilen 6zdeslik Fibonacci sayilari igin

n

n : s
an+r = Z <] ) Fianl_]1Fj+r

j=0

(1.25)

(1.26)

(1.27)

olarak elde edilir. (1.27) denkleminde m = 1 oldugu durumda 0° = 1 olarak alinir

[11].

1.3. U, Genellestirilmis Fibonacci Sayilarinin Béliinebilme ile Tlgili Ozellikleri

Simdi U,, genellestirilmis Fibonacci sayilarinin boliinebilme ile ilgili 6zelliklerini ele

alalim.

Teorem 1.3.1: n € Z* olmak tizere (U,, U,,,) = 1 dir [22].

Ispat: d bir tamsay1 olmak iizere (U, U,41) = d olsun. Bu durumda Teorem 1.1.2 de

x = U, vey = —U,_; olarak alinirsa (1.12) esitliginden d = +1 olarak elde edilir. En

biiylik ortak bolen pozitif bir tamsay1 oldugundan (U, 4, U,) = 1 olarak bulunur.

10



Teorem 1.3.2: m,n € Z* olmak tlizere U,|U,,, dir [22].

Ispat: (1.19) esitliginde r = 0 alinirsa
_ M\ i o
Upn = U U241 U (1.28)

olur. (1.28) esitliginin sag tarafindaki toplam agilirsa

n(n-1)
2

Unn = Up—1Ug +nU, URTH Uy + UAURAU, + -+ URU,

yazilir. Uy = 0 oldugundan son esitlikten

n(n—1)

U = Uy <nUr’}1__11U1 + 5

U, UR2U, 4+ -+ U;};lun)

esitligi elde edilir. Buradan U, |U,, sonucuna ulasilir.

Teorem 1.3.3: m,n € Z* olsun. U, |U,, olmasi i¢gin gerek ve yeter sart n|m olmasidir

[22].

Ispat: m,n pozitif tamsayilar1 i¢in U,|U,, olsun. m —n > 0 oldugundan (1.14)

0zdesliginde m yerine n ve n yerine de m — n alinirsa,
Um = Un+(m—n) = Un—1Um—n + UnUm—n+1

elde edilir. Kabul geregi U,|U,, olup U,|U, oldugundan U,|U,_;U,,_, olmalidir.
Teorem 1.3.1 geregi (U,_4,U,) =1 oldugundan U,|U,_, elde edilir. Benzer

sekilde (1.14) 6zdesliginde m yerine n ve n yerine de m — 2n alinirsa,
Un-n = Un+(m—2n) = Up-1Um-2n = UnUm—2n41

ozdesligi yazilabilir. Yine U, |Uy,_p, U, U, ve (Up—q, Uy) = 1 oldugundan
Un|Um-2n

oldugu elde edilir. Bu sekilde devam edilerek q pozitif tamsayisi i¢in

Un|Um—qn

11



sonucuna ulasilir. BOlme algoritmasi geregi m = qn +t olacak sekilde q ve t
tamsayilar1 vardir ve 0 < t < n dir. Boylece m — qn =t elde edilir ki UnlUm_qn

oldugundan
UnlU¢

olur. Bu ancak t = 0 olmasi ile saglanir. O zaman m = qn olur ki buradan n|m

oldugu elde edilir.

Tersine n|m olsun. O zaman q € Z* olmak tizere m = gn olup Teorem 1.3.2’den

dolay1 U, |an bulunur, yani U, |U,, dir.

(1.8) esitliginde r = 1 alinirsa U,, = F,, olup n = 2 igin F, = 1 oldugundan F,|F,

icin 2|m ozelligi saglanmaz.

Teorem 1.3.4:n, q,t € Z*olmak tizere k = qn + t olsun. O zaman

(U, Un) = (Up, Up)

dir [2,5].

Ispat: (1.14) 6zdesliginde m yerine qn ve n yerine t aliirsa

(Ui Un) = (Ugn+o Un) = (Ugn-1Ut + Ugn U4, Un) (1.29)
yazilabilir. Teorem 1.3.2’den dolay1 U, |an oldugundan (1.29) esitliginden

(U, Up) = (Ugn-1Uy, Uy) (1.30)

esitligi yazilir. Ayrica Un|an ve Teorem 1.3.3 geregi (an—p Ugn) =1 olup

(an_l, Un) = 1 elde edilir. Boylece

(Uk' Un) = (Ut' Un)
sonucuna varilir.

Teorem 1.3.5: m,n € Z* olmak {izere

12



(Um' Un) = U(m,n)
dir [22].

Ispat: m,n pozitif tamsayilar olmak iizere m >n olsun. Euclid algoritmasi

kullanilarak
m=qn+r;, 0<r;<n
n=gq,r;+r; 0<r,<r

r1:q3r2+r3, 0SI‘3<I‘2

k2 = Qklk—1 + T 0 <1 <rp4

k-1 = qk+1Tk

yazilabilir. Bu esitlikler sisteminden (m,n) = ry oldugu agiktir. Boylece Teorem

1.3.4 kullanilarak
(Um' Un) = (Un' Ur1) = (Ur1'Ur2) == (Urk—z'Urk—1) = (Urk—1'Urk)

elde edilir. rp_; = qg41Tk olup ri|rx_; oldugundan Teorem 1.3.3 geregi Urk|U

dir. O halde

k-1

(Um' Un) = (Urk_li Urk) = Urk

elde edilir. Yukaridaki esitliklerden (m,n) = ry oldugundan (Up,Up) = Uyp

sonucuna ulagilir.
Teorem 1.3.6: m,n € Z* olmak iizere (m,n) = 1 ise (U, U,) = 1’dir [22].

Ispat: m,n pozitif tamsayilar olmak iizere (m,n) =1 olsun. Teorem 1.3.5

kullanilarak (U, U,) = U; = 1 sonucuna ulasilir.

1.3.5 ve Teorem 1.3.6 deki sonuglar m ve n pozitif tamsayilar olmak {izere Fibonacci

13



sayilar1 i¢in de agagidaki sekilde ifade edilebilir:

i. F,|F, © nlm, n # 2 (1.31)
ii. (F Fn) = Fmmy (1.32)
iii. (m,n) = 1ise (F,, Fy) =1 (1.33)
dir. [10,18]

Teorem 1.16;: m,n € Z* olsun. O zaman

2Zm+ 1 m+k+1
k( )ng (1.34)

F n(m+k) _— ~ =
(2m+1)n — =F Z( 1) m4+k+1 2k+ 1

dir [9].

Tanim 1.3.1: n pozitif bir tamsay1 olmak iizere n’nin bdldiigii ilk Fibonacci sayisinin

9199

indisine n’nin “Entry Point’i” veya “Giris Noktas1” denir ve bu z(n) ile gosterilir. n

pozitif tamsayisinin boldiigii ilk Fibonacci sayisinin indisi m ise z(n) = m’dir [12].

Ornegin; z(11) = 10 olur, ¢iinkii 11 sayismin boldiigii ilk Fibonacci sayist F;, = 55

sayisidir.

Lemma 1.3.1: m,n € Z* olmak iizere n|F,, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul z(n)|m

olmasidir [6,12].

Ispat: m, n pozitif tamsayilar ve n|F,, olsun. z(n)’nin tanimmdan n|Fz(n) elde edilir.
O halde n|(Fp, Fz(n)) olur. (1.32) esitliginden n|F(m,Z(n)) elde edilir. z(n) ’nin
tanimindan (m,z(n)) < z(n) dir. Eger (m,Z(n)) < z(n) olsaydi bu z(n) ’nin
tanimima aykirt olurdu. O halde (m,Z(n)) = z(n) olur ki buradan z(n)|m oldugu
elde edilir. Tersine z(n)|m olsun. Bu durumda (1.31) nermesi geregi F, ) |Fy, olur.

Ayrica z(n) nin tanimidan n|Fz(n) olup n|F,, oldugu da agiktir.

Lemma 1.3.2: p bir asal say1 olmak iizere p= (g) (mod z(p)) dir [14].

14



2. (T,} = {£2} DiZiSININ BAZI BOLUNEBILIRLIK OZELLIKLERI

Birgok matematik¢i Fibonacci say1 dizisini kullanarak yeni diziler tanimlamis ve
tanimladiklar1 bu yeni dizilerin Fibonacci say1 dizisinin sagladigi 6zelliklere benzer

ozellikleri saglayip saglamadiklarini arastirmiglardir [6,7,17,23].

2017 yilinda, Panraksa ve Tangboonduangjit tarafindan yapilan “On some arithmetic

properties of a sequence related to the quotient of Fibonacci numbers” isimli

calismada n pozitif tamsay1 olmak tizere {T,} = {g%} dizisini tanimlanmigtir. Bu

boliimde Panraksa ve Tangboonduangjit tarafindan tanimlanan {T,} dizisi i¢in
Fibonacci say1 dizisinin sagladigir boliinebilme 6zelliklerinin hangi kosullar altinda

saglandig verilecektir [6].
Teorem 2.1: n € Z* olsun. Bu durumda

. (Fp, Ty =1
ii. T, =1 (mod 10)

ozellikleri saglanir [6].

Ispat : (1.34) esitliginde m = 2 alinirsa

2
5 2+k+1
= — n(2+k)— k 2k
Fon F“;( b 21k+1° <2k+1) "
elde edilir. {T,} dizisinin tanimindan
Fon N 1 2+k+1
=250 N qynerl _— k( ) 2k 91
T 5F, ;( D 2+k+15 2k+1 Fa (21)
yazilir. (2.1) denkleminde gerekli islemler yapilirsa
T, = SFA(FZ + (-D") +1 (2.2)
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esitligi elde edilir.

1. (2.2) esitligini kullanilarak

(Fa Ta) = (Fn, SF2(F2 + (=1)") + 1) = (F, 1) = 1
sonucuna varilir.

ii. Eger F2 ¢ift tamsay1 ise F2 + (—1)" bir tek tamsay1, eger FZ tek tamsay1 ise

F2Z + (—1)" bir ¢ift tamsay1 olarak elde edilir. O halde

10|5F2(F2 + (=DM (2.3)
elde edilir. (2.2) ve (2.3) esitliklerinden

T, =1 (mod 10)

sonucuna varilir.

Teorem 2.2: m,n € Z* olsun. m|n ve 9s(m) = 95(n) ise T,|T, dir [6].

Ispat: m,n pozitif tamsayilar olmak iizere mln ve 95(m)= 9:(n) olsun.

95(m) = 95(n) oldugundan 9,(.) ’nin tanimindan ve m|n oldugundan &yle pozitif

r, s, | tamsayilar vardir ki
m=>5r,n="5!s,r|s,5¢rve 51¢s

dir. Aritmetigin temel teoremi geregi p bir asal say1 olmak iizere p* || Ty, olarak

alinabilir. {T,} = {g%} dizisinin tanimindan
n

p¥|Fgier, ve p* 4 Fq,

dir. Lemma 1.3.1.i geregi
z(p*)[5"*r ve 2(p¥) t 5'r

olur. Buradan r|s ve 5 } s oldugundan
z(p¥)[5"*ts ve z( pX) + 5's
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elde edilir. Burada Lemma 1.3.1.1 kullanilirsa
pk|F51+1S ve pk J{ FSIS

elde edilir. Boylece Teorem 2.1.1°den (Fq1g, Tc1) = 1 olup {T,} dizisinin tanimindan

pK| Ty, elde edilir. 9,(Ty) < 9,(Ty) oldugundan T, | T, sonucuna varilir.
Teorem 2.3: m,n € Z* olmak iizere (Ty, Ty) | Tm ny dir [6].

Ispat: m,n pozitif tamsayilar olmak iizere (T, T,) = d olsun. d|T(m,ny oldugunu
gosterelim. Eger d = 1 ise 1|Tiy,pn) olup teorem dogrudur. d > 1 olsun. En biiyiik

ortak bdlen tanimi geregi

d|T,, ve d|T,

olur. O halde {T,,} dizisinin tanimindan
d|Fsy, ve d|Fs,

elde edilir. Buradan d|(Fsp, Fs,) oldugu goriiliir. Ayrica (1.32) esitliginden d|Fsm )

elde edilir. {T,} dizisinin tanimindan Fg 1y = 5F (i n) T ny 0lup

d|5F (m,n) T(m,n) (2.4)
yazilir. Teorem 2.1.1 ve Teorem 2.1.ii’den

(d,5) = (d,Fp) = (d,Fp) =1 (2.5)
oldugu aciktir. (2.5) esitliginde (1.32) esitligi dikkate alinirsa

(d,5) = (d,Funpy) =1 (2.6)

elde edilir. (2.4) ve (2.6) ifadelerinden d| Ty ny elde edilir. O halde (Ty, Ty)|Tim,n)

oldugu goriiliir.
Teorem 2.4: m,n € Z* olsun. Eger 95(m) = 95(n) ise (Tyy, Ty) = Tm,ny dir [6].

Ispat: m,n pozitif tamsayilar olmak {izere 95(m) = 95(n) olsun. Teorem 2.3’den
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dolayr (T, Tp)|T(mn) yazilabilir. Ispat igin T(m,n)|(Tm, Tn) oldugunu gostermek

yeterlidir. 95(m) = 95(n) = k alinirsa 9, (. ) nin tanimi geregi
m = 5¥m,, n = 5%n,

olacak sekilde my, n; tamsayilar1 vardir ve 5 +t myve 5 4 n; dir. d = (m,n) olsun. m
ve n tamsayilarinin se¢imi geregi 5+ d;, d;|m; ve d;|n; olmak iizere d = 5Kd,

olarak yazilabilir. O halde 95(m) = 95(n) = 95(d) olup Teorem 2.2 geregi
Ty| T, ve T4|T,

elde edilir. Boylece

Tal(Tin, Tn)

olur. d = (m, n) oldugundan

Tmn,ny | (T, Tn)

elde edilir. O halde (T, T) = Ty n) dir.

2013 yilinda Panraksa, Tangboonduangjit ve Wiboonton tarafindan yapilan “Exact
divisibility properties of some subsequences of Fibonacci numbers” adli ¢calismada

n ve k pozitif tamsayilar olmak tizere {Gy(n)} alt dizisini G;(n) = F,, olmak {lizere
Gr(n) = Fpg,_ (), kK= 2

olarak tamimlanmis ve FK | Ge(n) oldugu gosterilmistir. Bunun yam sira

calismalarinda FX|Gy (n) igin alternatif bir ispat da sunmuslardir [7].

Yapilan bu calismadaki 6zelliklere benzer olan 6zellikler, 2017 yilinda Panraksa ve
Tangboonduangjit tarafindan tanimlamig olduklan {T,} dizisine uygulanmis ve yeni

tanimlanan bu dizinin boliinebilirlik 6zellikleri incelenmistir [6].

Panraksa ve Tangboonduangjit, n pozitif tamsayis1 i¢in {T,} dizisinin bir {Hy(n)} alt

dizisini H;(n) = T, olmak {izere k = 2 i¢in

Hi(n) = Ton,_, (n)
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seklinde tanimlamislardir [6]. Simdi {T,} dizisi ile bir alt dizisi olan {Hy(n)} dizisi
icin k,n € Z* olmak {izere TX|Hy(n) oldugu gosterilecektir. Ancak Oncelikle bu

boliinebilirlik 6zelliginin ispat1 i¢in gerekli olan bazi lemmalar verecegiz.
Lemma 2.1: n € Z* ve p bir asal say1 olsun. O zaman p|F,, ise (Fn,iﬂ) = p dir [6].

Ispat: (1.27) 6zdesliginde m yerine n, n yerine p ve r = 0 alinirsa

olarak elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki toplam agilirsa

F,, = pF,F

-1 ( -1 -2
on P14 %)Fﬁ}?ﬁ_l + -+ FPF,_,F, 2.7)

n
yazilir. Binom katsayilarinin herbiri tamsay1 oldugundan (2.7) esitliginden
Fpn = pFoFEZ;  (mod F2)

olarak yazilabilir. Buradan

Fon - pFP”1  (modF,)

n

oldugu aciktir. Lemma 1.1.3 geregi

F _
(32 Fa) = PP )
n
~ Fpn g
olup p|F, ve (F,, Fy—1) = 1 oldugundan (Fn,F—) = p elde edilir.
. Fpn -
Lemma 2.1 de p t F}, ise (Fn,F—) = 1 oldugu agiktir.
Lemma 2.2: k,n € Z* olsun. k|F,, ise (Fn,%) = 1 dir [6].

Ispat: k|F,, olsun. (1.27) dzdesliginde r = 0 alinip n yerine k ve m yerine n yazilirsa
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k
Ky
Fkn = Z <] ) Fn]Fn—lle

=0
olarak elde edilir. Lemma 2.1’in ispatina benzer olarak
k k-1, (K k-2
Fy, = ( 1) F Pkl 4 (2) F2FX-2  (mod F2) (2.8)
denkligi elde edilir. (2.8) denkligi kF,, ile boliiniirse

Fin o +k(k—1)

2

F
F,Fk-2 <mod an) (2.9)

denkligi elde edilir. (2.9) denkliginde a € Z olmak iizere

Fkn Fn
=a—

k(k—1)
kF, K n

F, + Fk=1 + F,F

5 (2.10)

olarak yazilabilir. K|F, oldugundan (2.10) denkliginden

Fkn

i = FKZ1 (mod F,) (2.11)

denkligi elde edilir. Boylece (1.33) ifadesi geregi (F,, F,_1) =1 olup ve (2.11)
denkligi kullanilarak

(Fn,i—g) = (Fp,Fk) =1

sonucuna varilir.

Lemma 2.3: k,n € Z* olsun. O zaman (FnHk(n), Tn) = 1 dir [6].
Ispat: k ve n pozitif tamsayilar olmak iizere (1.32) ifadesinden

(FnHk(n)lFSn) = F(nHk(n),Sn)

esitligi yazilabilir. Teorem 2.1.ii ve {Hy(n)} dizisinin tanimindan 5 } Hi(n) elde

edilir. Buradan (nHy(n),5n) = n(Hy(n),5) = n oldugu g6z oniine alinirsa
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(FnHk(n)' FSn) = Fn (212)

bulunur. (FnHk(n),Tn) = d olsun. {T,} dizisinin tanimindan F,|T, oldugundan ve
(2.12) esitliginden d|F, elde edilir. Dolayisiyla d|(Fp, T,) olur. Teorem 2.1.i’den
(Fn, Tp) = 1 oldugundan d = 1 elde edilir.

Teorem 2.5: k,n € Z* olsun. O zaman TX|Hy(n) dir [6].

Ispat: k ve n pozitif tamsayilar olsun. Ispat k iizerinde tiimevarim yapilarak elde
edilebilir. k = 1 i¢in H;(n) = T, oldugundan T, |T, dir. k > 1 tamsayilar1 igin
TX|H,(n) dogru olsun. T¥*1|Hy,; (n) oldugu gosterilmelidir. Teorem 2.2 ve {Hy(n)}

dizisinin tanimindan T, TkIHk+1(n) dir. Kanit igin TX*! Tk oldugunu gostermek

yeterlidir. (1.27) 6zdesliginde r = 0 almip m yerine 5n ve n yerine de TX almirsa,

TX

Tk
Fonnk = Z( j“)F’ FI g (2.13)

j=0

elde edilir. (2.13) esitliginde Teorem 1.1.5 kullanilirsa a; bir tamsay1 olmak iizere

Tn
SnTn Z(Trll( ) ] 5n 5n ]1F] (214)

. k_:
FSn] Fsp-1 1 ]Fj

yazilabilir. tamsayisi b; olarak alinirsa (2.14) esitliginden

(TED)
X
Fopr = ) Thaj bjFs (2.15)
i=0

olarak yazﬂabilir. (2.15) esitliginde 5F,T, =Fs, oldugu kullanilir ve

c= SFHZ aj bj alinirsa

j=0)

Fyorie = . Tyt? (2.16)

oldugu goriliir. Buradan {T,} dizisinin tanim1 ve (2.16) esitligi kullanilirsa
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c. Tk+1

T ok = :
nTﬁ SFnTE (2 17)

elde edilir. k,n € Z* i¢in (Fyp,n) Ta) = 1 ve TX|Hg(n) oldugundan

(Fopi, T) = 1 (2.18)

elde edilir. Tk bir tamsay1 oldugundan (2.17) ve (2.18) esitliklerinden SFC bir

nT%

tamsay1 olarak elde edilir. Boylece TxX*! Tyrk oldugu goriiliir.
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3. {S,} = {2} DIZiSININ BAZI BOLUNEBILIRLIK OZELLIKLERI
7%n

Bu bdliimde, ikinci bolimde Panraksa ve Tangboonduangjit tarafindan tanimlanan

{Ta} = {5%2} dizisine benzer olarak {S,} = {::;n} dizisi tanimlanip bu dizinin

boliinebilme 6zellikleri incelenecektir. Bu boliim boyunca n # 7k olarak alinacaktir.

Lemma 3.1: n € Z ve n # 7k olsun. O zaman
i. n tek tamsay1 iken Fi (5F§ + 6F% — 5F2 — 6) bir tamsay1dur.
7
ii. n ¢ift tamsay1 ikenFi (5F§ — 6F% — 5F2 + 6) bir tamsay1idir [19].
7

Ispat: n pozitif bir tamsay1 ve n # 7K olsun.

1. n bir tek tamsay1 olsun. O zaman
1 1
F—7(5F161 + 6Ff —5F2—6) = F—7(5F121 +6)(Ff—1)
1 2 2 2
= F—7(5Fn +6)(Fz—1)(Fz+1) (3.1
yazilir. (3.1) esitliginde (1.15) 6zdesligi kullanilirsa
1 6 4 2
F—7(5Fn + 6F; — 5F2 —6)
1
= F_7 (SFn—an+1 + 11)(Fn—1Fn+1)(Fn—1Fn+1 + 2) (32)

olarak yazilir. (1.17) esitliZinde m=a—b, n=b+c ve k=b—c alinirsa

Fa—cFa+c - Fa—bFa+b = (_1)a_be—ch+c (33)
esitligi elde edilir. (3.3) esitliginde a =n, b = 2 ve c = 1 alinirsa

Fno1Fns1 — Fano2Fnyo = (=1)"%F,F; (3.4)
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elde edilir. (3.4) esitliginde n’nin tek oldugu g6z o6niinde bulundurulursa

Fro1Fni1 +2 = FpoFn (3.5)
elde edilir. (3.3) esitligindea = n,b = 3 ve c = 1 alinirsa

Frno1Fn41 — FnosFpis = (F1)"°F,F, (3.6)
elde edilir. (3.6) esitliginde n’nin tek oldugu g6z oniinde bulundurulursa

Fro1Fni1 —3 = Fu3Fnys (3.7

elde edilir. (3.5) ve (3.7) esitlikleri (3.2) esitliginde kullanilirsa

1 1
F_ (5F161 + 6Fg - 5F121 - 6) = F_Fn—an+1Fn—2Fn+2(SFn—3Fn+3 + 26)
7 7

il 5Fn—1Fn+1Fn—2 Fn+2Fn—3 Fn+3
F7

b 2Fn—1Fn+1Fn—2 Fn+2

elde edilir. n # 7k oldugundan {n — 1,n — 2,n —3,n+ 1,n + 2,n + 3} kiimesinin

elemanlarindan bir tanesi 7 ile tam boliiniir. Burada (1.31) ifadesi kullanilirsa

% (5F§ + 6Ff — 5F2 — 6) tamsay1 olarak elde edilir.

ii. n ¢ift bir tamsay1 olsun. O zaman

1 1
— (5F6 — 6F% — 5F2 + 6) = — (5F2 — 6)(F* — 1)
F; F;

1
= F_7 (5F2—6)(F2 —1)(F2+1) (3.8)
yazilir. (3.8) esitliginde (1.15) 6zdesligi kullanilirsa

1
= (5F§ - 6Ff — 5F% +6)
7

1
= F_ (SFn—an+1 - 11)(Fn—1Fn+1)(Fn—1Fn+1 - 2) (39)
7

olarak yazilir. (3.3) esitliginde a = n,b = 2 ve ¢ = 1 alinirsa
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Fro1Fnse1 = FaaFrnyz = (1" 7?F;F; (3.10)
elde edilir. (3.4) esitliginde n’nin ¢ift oldugu goz 6niinde bulundurulursa

Fro1Fni1 —2 = FuoFne (3.11)
elde edilir. (3.3) esitligindea = n, b = 3 ve c = 1 alinirsa

Fro1Fns1 = FaosFres = (1" °F,F, (3.12)
elde edilir. (3.6) esitliginde n’nin ¢ift oldugu goz 6niinde bulundurulursa

Fho1Fn41 +3 = Fu3Fnys (3.13)

elde edilir. (3.11) ve (3.13) esitlikleri (3.8) esitliginde kullanilirsa

1 1
F_7 (5F161 - 6Fg e 5F121 + 6) = F_Fn—an+1Fn—2Fn+2(SFn—3Fn+3 - 26)
7

— SFn—1Fn+1Fn—2 Fn+2Fn—3 Fn+3
F7

- 2Fn—1Fn+1Fn—2 Frtz

elde edilir. n # 7k oldugundan {n — 1,n — 2,n —3,n+ 1,n + 2,n + 3} kiimesinin

elemanlarindan bir tanesi 7 ile tam boliiniir. Burada (1.31) ifadesi kullanilirsa

% (5F§ — 6Ff — 5F2 + 6) tamsay1 olarak elde edilir.

Lemma 3.2: n € Z* ve n # 7k olsun. O zaman S, = FF7; bir tamsayidir [19].
7n
Ispat: (1.34) esitliginde m = 3 olarak alinirsa
F,n = Fo[(—=1)"7 + 70F2 + (—1)"175F} + 125F¢] (3.14)

elde edilir. (3.14) esitliginin her iki yan1 F,F,, ile boliiniirse

Fn  (=D"7 + 70F; + (—1)"175F; + 125F;
F7Fn B F7

(3.15)

elde edilir. (3.15) deki esitligi iki durumda inceleyelim.

1. Durum: Eger n bir tek pozitif tamsay1 ise S, ’nin tanimindan,
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F S5FS + 6F* —5F2 — 6
™ 10Ff—13Ft+F2—1-—2 " 0
F;Fy F;

Sp =

olarak elde edilir. n bir tek pozitif tamsay1 oldugundan Lemma 3.1.i’den S, = FF7;
7tn

sayisinin bir tamsay1 oldugu goriiliir.
2. Durum: Eger n bir ¢ift pozitif tamsay1 ise S,,’nin tanimindan,

F S5FS — 6F* —5F2 + 6
™ — 10FS+13Ft+F241-—2 0 1

S.. =
" F,F, F;

olarak yazilir. n bir ¢ift pozitif tamsayr oldugundan Lemma 3.l.ii’den S, = FF7“

7Fn

sayisinin bir tamsay1 oldugu goriiliir.
Lemma 3.3: n € Z* olsun. Eger F, t nise (S,, F;) = 1dir[19].

Ispat: F, + n olsun. (1.27) esitliginde m = 7 ve r = 0 olarak alinirsa
n
_ M 1j gn-j
Fo, = j F;F¢ 'F; (3.16)
j=0

yazilir. (3.16) esitliginin sag tarafindaki toplam agilirsa

n(n—1)
2

F,, = nF,F21 4 F2F22 4 ... 4+ FOF, (3.17)

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi F, ile bolliniirse

n(n—1)
2

Frn

=nF2 1+
F, 6

F,F2~2 + ...+ F21F (3.18)
olur. (3.18) esitliginin sag tarafindaki toplamin herbir terimi birer tamsay1 oldugundan

—=nF2! (modF,) (3.19)

denkligi yazilabilir. (3.19) denkliginde F,F,S, = F,, oldugu dikkate alinirsa
F,S, =nF? ! (modF,) (3.20)
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denkligi yazilir. (1.33) den dolay1(F,, Fg) =1 ve kabuliimiiz geregi (n,F;) =1

oldugundan Lemma 1.1.3 kullanilarak

(mF2 LF,) =1 (3.21)
elde edilir. n # 7t oldugundan (1.33) ifadesinden dolay1

(Fp,Fp) =1 (3.22)

dir. (3.21) ve (3.22) esitlikleri (3.20) denkliginde goz Oniine alinirasa (S, F;) =1

sonucuna ulagilir.
Teorem 3.1: n € Z* ve F, 4 n olsun. Eger n # z(7)tise (S,, F,) = 1 dir [19].

Ispat: n # z(7)t olsun. (1.27) esitliginde m = 7 ve r = 0 olarak alinirsa

7N\ i 7—i
() WELOOF (3.23)
yazilir. (3.23) esitliginin sag tarafindaki toplam acilir ve elde edilen esitligin her iki

tarafi F, ile boliintirse

F 7.6
n

esitligi elde edilir. (3.24) esitliginin sag tarafindaki toplamin herbir terimi tamsay1

oldugundan

F
% = 7F%_;, (modF,) (3.25)

n

denkligi elde edilir. F,F,S,, = F,, oldugu (3.25) denkliginde dikkate alinirsa
F,S, = 7F221  (modF,) (3.26)

denkligi yazilir. (1.33) ifadesinden (Fp, F,_;) = 1 ve n # z(7)t oldugundan dolay1
(7,F,) = 1 oldugundan Lemma 1.1.3 kullanilarak

(7FP-LF) =1 (3.27)
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oldugu goriiliir. n # 7t oldugundan Teorem 1.3.6’ya gore
(Fp, F) =1 (3.28)

dir. (3.27) ve (3.28) esitlikleri (3.26) denkliginde g6zoniine alinmirsa (S,,Fp) =1

sonucuna ulagilir.

Teorem 3.2: m,n € Z* ve F; t m, F; + n olsun. Eger (F,,S,) = (Fp,Sp) =1 ise

(Sm» Sn)|Scmn) dir [19].

Ispat: m,n pozitif tam sayilar, F, tm, F, tn ve (Fy,,Sm) = (F,,S,) = 1 olsun.
(S, Sp) =d alalim. d = 1ise (Sy, Sn)|S(m,n) oldugu agiktir. d > 1 olsun. En biiyiik

ortak boélen tanimindan d|S, ve d|S, ’dir. Tamim geregi F,F,S,, =F,, ve

F,F,S, = F, oldugundan d|F,,, ve d|F,,’dir. O halde

dI(F7m'F7n)

olup (1.32) ifadesinden

d|F7(m,n)

elde edilir. Boylece S, nin tanimindan

d |F7F (mm Scmn)

yazilir. Ispati tamamlamak icin (F,,d) = (Fimn,d) =1 oldugunu goéstermek
yeterlidir. (F,,d) = d; olsun. O halde d,|F; ve d;|d olur. (Sy,,S,) = d oldugundan
d,|S, dir. Buradan (S,,F;) = d; olup Lemma 3.3 geregi (S,,F;) = 1 oldugundan
d; =1 yani (F;,d) =1 olur. Benzer sekilde (F(yn),d) =d; olsun. O halde
d2|F(m,n) ve dp|d olur. (1.32) ifadesinden Fyn) = (Fy, Fy) ve kabul geregi
(Sm, Sp) = d oldugundan d,|F, ve d,|S, dir. Buradan (S,,F,) = d, olup kabul
geregi (Fy,S,) =1 oldugundan d; = 1 yani (Fpp),d) =1 elde edilir. Boylece

d |S(m,n) elde edilir. Sy, ny = d oldugundan ispat tamamlanir.

Teorem 3.3: m,n € Z* olmak tlizere F,+tm,F;+tn olsun. Eger m|n,

(Fi Sm) = (Fn, Sp) = 1 ve 9,(m) = 9,(n) ise Sy, |S, dir [19].
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Ispat: m|n, (Fp,Sm) = (Fy,Sy) =1 ve 9,(m) = 9,(n) olsun. 9,(.) tammindan
m = 7'r ve n = 7's olacak sekilde 1,1, s tamsayilar1 vardir ver|s, 7 f r ve 7 } s’dir.

Kabul edelim ki p bir asal say1 olmak iizere pX | S.1. olsun. S.1 ’nin tanimindan
pE[F, 51,

dir. Burada (1.31) kosulu ve 7. 71r| 7.7's oldugu kullanilirsa

| (3.29)
elde edilir. (F.1,,S,1.) = 1 oldugundan pX t F.i. yazilir. (1.31) ifadesi geregi

P+ Flig (3.30)
oldugu goriiliir. (3.29) ve (3.30) esitliklerinden S.1’nin tanimi1 kullanilarak

p*|135,,

elde edilir. Buradan

pX|13 veya pX[S, 1

dir. Kabul edelim ki p¥|13 olsun. O zaman p¥ = 13 elde edilir. Ancak bu durumda
13 |I S,u,. olur ki bu Lemma 3.3 geregi(S71r, F7) = 1 olmasi ile ¢eligir. Bu durumda
p¥|S,1; olmalidir. 9,(Sy,) = 9,(S,) oldugundan Sy, |S, elde edilir.

Teorem 3.4: m,n € Z* olsun. Eger (F, Spn) = (Fp, Sp) = 1 ve 9;,(m) = 9,(n) ise
S(m,n)I(Sm' Sn) dir [19]

Ispat: (Fp, Sm) = (Fpn, Sp) = 1 ve 97(m) = 9,(n) olsun. 9,(.) nin tanimindan
m = 7¥m,, n = 7¥n; ve d = (m,n) = 7Xd,

olacak sekilde my,ny,d; tamsayilar1 vardir ve (my,7) = (ny,7) = (d;,7) = 1°dir.
Burada d;|m,, d;|n; ve 9;(m) = 9,(n) = 9,(d) oldugu agiktir. Teorem 3.3’den
dlm ve d|n oldugundan Sy4|S,, ve SqlS, elde edilir. Buradan Sq4|(S,,,S,) yazilir.

Boylece d = (m, n) oldugundan Sy, )| (Sm, Sn) sonucuna varilir.
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Teorem 3.5: m,n € Z* olmak iizere (Fy,,Sp) = (Fp, Sp) =1 ve 9,(m) = 9,(n)
olsun. O zaman (Sy, Sy) = S¢m,n) dir [19].

Ispat: Teorem 3.2 ve Teorem 3.4’ten agiktir.

3.1.{S,} = n | Dizisinin Bir Alt Dizisinin Béliinebilirlik Ozelligi
F7F,

Bu bolimde {S,} = {2} dizisi kullamlarak tanimlanan bir {Qu(n)} alt dizisinin

F7Fn

boliinebilirlik 6zelligini verecegiz.

{Qx(n)} alt dizisi,
Sn ) k == 1
Qk(n) b {F7an_1(n)l k >1

olarak tanimlansin. {Q(n)} dizisinin ilk birkag terimi

S F7ns, s Fnpypg s oo

seklindedir [19].

Lemma 3.1.1: n € Z* olsun. F2,_; = (—1)® (mod S,) dir [19].

Ispat: (1.18) ile verilen Cassini dzdesliginden

Frn—1Fone1 — F;n = (=1)7+2

yazilabilir. Bu 6zdeslik {F,} dizisinin tekrarlama bagintis1 kullanilarak

Frn—1F7n + F;n—l - F;n = (=1)7n*? (3.31)

seklinde yazilir. S, nin tanimindan F,F,S, = F,, olup bu (3.31) esitliginde dikkate

alinirsa
Fon_1F7FSp + F'gn—l - (F7Fnsn)2 = (_1)7n+2 (3.32)
elde edilir. Boylece (3.32) esitliginden F2,_; = (—=1)® (mod S,) sonucuna varilir.

Teorem 3.1.1: k,n € Z* olmak iizere n # 7k olsun. SX|Q,(n) dir [19].
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Ispat: k, n pozitif tamsayilar olmak iizere n # 7k olsun. Ispat k iizerinde tiimevarim
yapilarak elde edilebilir. k = 1 i¢in Q;(n) =S, oldugundan S, |S,’dir. k > 1 i¢in
SX|Q(n) dogru olsun. SX*1|Qy41(n) oldugu gosterilmelidir. (1.27) esitliginde r = 0

alimip m yerine 7n ve n yerine de SX alinirsa

o
Sk : K_;
Fonsk = Z ( ]n> F7nFrn_1 ™ 'F; (3.33)
i=0

elde edilir. (3.33) esitliginde Teorem 1.1.5 kullanilirsa a; bir tamsay1 olmak tizere

sk
" Sk j SK-J
Fonsk = Z Sk ) & Frn Frn-a K (3.34)
= (5]

i~1p,,_ SK-F,
yazilabilir. S;,’nin tanim1 ve Lemma 3.1.1 kullanilarak elde edilen Gk e N

(S54)
tamsayisi b; olarak alinirsa (3.34) esitliginden
Sk
Frus = ) Skaj byFzn (3.35)
j=0
k
elde edilir. (3.35) esitliginde F,F,S,, = F;, oldugu kullanilir ve d = 13F, stjo aj b;
alinirsa
Fopsk = d. Sk+1 (3.36)

oldugu goriiliir. SX|Qx(n) oldugundan Tanim 1.1.1°den 6yle bir m tamsayis1 vardir ki

Qk(n) = mSX°dir. Son esitlikte (3.36) esitligi kullanilirsa
Qi+1(M) = Frngem) = Frnmsk (3.37)

elde edilir. (1.27) esitliginde r = 0 alinip m yerine 7n ve n yerine de mS¥ almir ve

islemler tekrarlanirsa (3.37) esitliginden d € Z olmak tizere

Qi+1(n) = d.SK*? (3.38)
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elde edilir. Boliinebilme tanim1 ve (3.38) esitliginden SX**|Qy;(n) sonucuna varilr.

32



4.{Spn} = {UU'E‘ } DiZiSININ BAZI BOLUNEBILIRLIK OZELLIKLERI
pYn

Bu boliimde, n bir pozitif tamsay1 ve p bir tek asal say1 olmak {izere ikinci ve ii¢lincii

bolimde tamimlanan {T,} ve {S,} dizileri U, genellestirilmis Fibonacci sayilari

pn

kullanilarak genellestirilecek ve bu sekilde elde edilen yeni {Sp,n} = {UU—

} dizisinin
pUn

boliinebilme Ozellikleri verilecektir.

Simdi ilk olarak temel teoremlerimizin ispatinda kullanacagimiz birka¢ lemma verelim.

) U )
Lemma 4.1: n € Z* ve p tek asal say1r olmak lizere n # pt ise Sp,n =3 p[? bir
pYn

tamsaydir.

Ispat: n pozitif tamsay1 ve p tek asal say1 olmak iizere n # pt olsun. Teorem 1.3.3 den
Up|Upn ve Uy|Upn

oldugu agiktir. n # pt ve p asal oldugundan (n, p) = 1°dir. Teorem 1.3.5 kullanilarak

(Up' Up) = Upm =1

oldugu elde edilir. Boylece Lemma 1.1.2 den U, U,, |Upn olur. O halde S, , = UUPL? bir

p+n

tamsaydir.

{U,} genellestirilmis Fibonacci dizisinde r = 1 alinarak elde edilen {F,} Fibonacci

... (F
dizisi igin { =2
F,F

p'n

} dizisinin de n # pt olmak iizere herbir teriminin bir tamsay1 oldugu

elde edilir.

Bu ¢aligmada S, ,, sayilarmin boliinebilirlik 6zelliklerini inceleyecegimiz igin {Sp ,}
dizisinin terimlerinin tamsay1 oldugu degerler dikkate alinacaktir. Bu yiizden bu

caligma boyunca n # pt olarak alinacaktir.
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Lemma 4.2: n € Z*, p tek asal say1 olsun. (n, Up) = 1lise

(Sp.n'Up) =1

dir.

Ispat: (n, Up) = 1 olsun. (1.19) esitliginder = 0 ve m yerine p alinirsa

Upn = 1o (M) U U, (4.1)

elde edilir. (4.1) esitliginin sag tarafindaki toplam agilirsa

U,, = nU,U""1U, +

p-p-1

n(n-1) UZUH—ZUZ + -+ USUH (42)

P > pYp-1

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi U, ile boliiniirse

M g, URZ2U, 4 - 4+ URTLU, (4.3)

0]
pn __ n-1
—=nUpZiUs + ——U,Up7}

Up

esitligi elde edilir. (4.3) esitliginde sag taraftaki her bir toplamin birer tamsay1 oldugu

dikkate alinirsa

Upn _ 1in—
U—pp =nU5"} (modU,) (4.4)

denkligi yazilabilir. {Sp,n} dizisinin tamimindan UpU,S,,, = Uy, olup bu (4.4)

denkliginde dikkate alinirsa
UpSpn =nUR1  (modU,) (4.5)

n+p,

denkligi elde edilir. (4.5) denkliginden (U,Syy, Up) = (nUSZ1,U,) yazilabilir.
Teorem 1.3.1°den dolay1 (Up,Up_l) =1 ve kabuliimiiz geregi (n,Up)z 1

oldugundan Lemma 1.1.3 kullanilarak
(nU31,Up) =1 (4.6)

elde edilir. n # pt oldugundan Teorem 1.3.6’den
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(Un,Up) =1 4.7)

yazilir. (4.6) ve (4.7) esitlikleri (4.5) denkliginde g6z Oniinde bulundurulursa

(Sp,n, Up) = 1 sonucuna ulagilir.

Benzer sekilde {U,} genellestirilmis Fibonacci dizisininde r = 1 alinarak olusturulan

{F,} Fibonacci dizisi kullanilarak tanimlanan {FFL;} dizisinde (n, Fp) =1 iken
pfn

F n pd . .o .o
<FppFn ’ Fp) = 1 oldugu kolayca goriliir.

Fibonacci sayilart igin Tanim 2.1’de verilen Giris Noktast tanimini
{U,} = {W,(0,1;r,1)} genellestirilmis Fibonacci sayilar1 igin asagidaki sekilde

tanimlayabiliriz.

Tanim 4.1: s pozitif bir tamsay1 olmak iizere s pozitif tamsayisinin boldigii ilk U,
genellestirilmis Fibonacci sayisinin indisine s pozitif tamsayisinin “Giris Noktas1”
denir ve bu z(s) olarak gosterilir. m pozitif tamsayist i¢in s pozitif tamsayisinin

boldugii ilk genellestirilmis Fibonacci sayisinin indisi m ise z(s) = m’dir.

Ornegin; s = 7 pozitif tamsayisi igin U, genellestirilmis Fibonacci sayisinda r = 2

alinirsa 7|Ug oldugundan z(7) = 6’dur.

Lemma 4.3: n € Z*, p bir tek asal say1 olmak tizere n # z(p)k ise
(Sp.n' Un) =1

dir.

Ispat: n # z(p)k olsun. {Sp,n} dizisinin tanimi ve (1.19) esitliginde r = 0, m yerine
n ve n yerine p alinarak

— VP j yP-i
Upn = j=0 (?) UnUp_1U;

elde edilir. Bu esitliginin sag tarafindaki toplam agilirsa

-1 p(p-1) -2
Upn = pUnUp_;Us +=——URUFZTU, + -+ URU,
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esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi U, ile boliiniirse

‘L_r:l = pURJU, + B2y, U R, + -+ UMY, (4.8)

esitligi elde edilir. {Sp,n} dizisinin tanimindan U,U,S,, = Uy, olup bu (4.8)

esitliginde dikkate alinirsa

UpSpn =pUPT]  (mod U,) (4.9)
denkligi elde edilir. n # z(p)k oldugundan z(p)’nin tanimindan

(p, Uy =1 (4.10)
dir. Teorem 1.3.1°dan
U,U,.)=1 (4.11)

olup (4.10) ve (4.11) esitlikleri (4.9) denkliginde g6z Oniine bulundurulursa
(Upsp.n'Un) =1

olur. (Up,Un) = 1 oldugundan (Sp,n,Un) = 1 sonucuna ulagilir.
Lemma 4.4: n € Z*, p bir tek asal say1 olmak iizere n # z(p)k ise
(Spnp) =1

dir.

Ispat: n# z(p)k olsun. p bir tek asal say1 oldugundan (Sp,n, p) =1 veya
(Sp,n, p) = p’dir. (Sp,n,p) = p oldugu kabul edilirse

p|ur™ 4.12)
elde edilir. n # z(p)k oldugundan

(p,Up) =1 (4.13)
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dir. O halde p t U,’dir. Bu durum (4.12) denklemi ile bir ¢eliski olusturur. Boylece
(Sp,n, p) = 1 olarak elde edilir.

{U,} genellestirilmis Fibonacci dizisininde r =1  alinarak olusturulan {F,}

: e F L . (F
Fibonacci dizisi igin tanimlanan {L;} alt dizisinde n # z(p)k ise (F pl: , Fn) =1
p'n ptfn

ve <FFLFH, p) = 1 oldugu benzer sekilde elde edilir.
pfn

Teorem 4.1: m,n € Z*, p bir tek asal say1 olmak iizere m,n # pk olsun. Eger

m,n # z(p)k ve (n, Up) = (m,Up) =1 ise

(Sp,m' Sp.n) |Sp.(m.n)

dir.

Ispat: m, n pozitif tam sayilar olmak iizere m,n # z(p)k ve (n, Up) = (m, Up) =1
olsun. d = (Sp,m, Spn) alalm. d =1 ise (Sp,m, Sp,n)|Sp,(m,n) oldugu agiktir. d > 1

olsun. En biiyliik ortak bélen tanimindan d|Sp,m ve d|Sp,n ’dir. Tanim geregi

UpUpnSpm = Upm ve UpUpS,, = Upy oldugundan d|Up,y, ve d|Up, dir. O halde

d|(Upm, Upn)

olup Teorem 1.3.5’den

d|Up(m.n)

Upn
UpUn

elde edilir. Boylece Sy, = oldugundan

d[UpU oy Sp, ) (4.14)
bulunur. Ispat1 tamamlamak igin
(Upr d) = (U(m,nr d) = 1 (415)

oldugunu gostermek yeterlidir. (U,,d) = d; olsun. O halde d1|Up ve d,|d olur.

(Sp,m, Sp,n) = d oldugundan d1|Sp,n dir. Buradan (S Up) > d; olup Lemma 4.2

p.n
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geregi (Sp,n, Up) =1 oldugundan d; =1 yani (Up,d) =1 olur. Benzer sekilde
(Um,n), d) =d; olsun. O halde d2|U(m,n) ve d,|d olur. Teorem 1.3.5 geregi
Umn) = (Um, Up) ve kabul geregi (Sp,m, Sp,n) = d oldugundan d, |U, ve d, |Sp,n dir.

Buradan (S Un) = d; olup kabul geregi (Up,S,,) =1 oldugundan d; = 1 yani

p.n

(Umn)y,d) =1 elde edilir. Boylece d|S elde edilir. (Sp,m, Spn) =d

p,(m,n)

oldugundan ispat tamamlanur.

Teorem 4.2: m,n € Z*, p tek asal say1 olmak iizere m,n # z(p)k olsun. Eger m|n

ve (n, Up) =1 ise Sp,m|Sp,n’dir.

Ispat: m,n pozitif tamsayilar olmak {izere m,n # z(p)k, m|n ve (n, Up) = 1 olsun.

.. . U
Aritmetigin Temel Teoremi’nden S, = —>
p,m U

tamsayist
pYm

t.

Spm = 41'd5" -G (4.16)

seklinde tek tiirlii yazilabilir, burada q; ’ler farkli asal sayilar ve t;’ler pozitif
tamsayilardir. (4.16) esitliginden her i=1,2, ..., j igin q§i|Sp,m yazilabilir. S, o, ve

z(p) tanimlarindan heri =1, 2,...,j i¢in

q?|Upm ve z(q?) |pm (4.17)
elde edilir. m|n oldugundan
z(q;") Ipn (4.18)
dir. Burada z(p) tanimi1 kullanilirsa her i = 1,2, ..., j icin

t
q;'|Upn (4.19)

elde edilir. (4.19)’da U,U,S,, , = Uy, esitligi g6z Oniine alinirsa heri=1, 2,..., j

igin
9;'|UpUnSpn (4.20)
oldugu goriiliir. m, n # z(p)k oldugundan Lemma 4.3’e gore
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(SpmsUm) = (Spns Un) =1 (4.21)

oldugu aciktir. Boylece (4.16) esitligi kullanilirsaheri = 1,2, ..., j i¢in q? t U, elde
edilir. Teorem 1.3.3 g6z Oniine alindiginda kabul geregi m|n oldugundan her

i=1,2, .., jicin
q;' + Uy, (4.22)

yazilabilir. (n, Up) =1 oldugundan Lemma 4.2’den (Sp,m,Up) =1 elde edilir.

Boylece (4.16) esitliginden heri = 1,2, ..., j i¢in
q t U, (4.23)

olur. (4.18), (4.19) ve (4.21)’den heri = 1, 2, ...,j i¢in q§i|Sp,n oldugu goriiliir. Burada

(4.14) esitligi kullanilarak sp,m|sp,n sonucuna varilir.

{U,} genellestirilmis Fibonacci dizisinde r = 1 alinarak elde edilen {F,} Fibonacci

. F
dizisi kullanilarak tanimlanan {F pl:

p'n

} dizisi i¢in de m,n # z(p)k iken m|n ve

Zpn. oldugu benzer sekilde elde edilir.

(m, Fp) =1 ise —2m PR

FpFm

Teorem 4.3: m,n € Z*, p tek asal say1 olmak iizere m,n # z(p)kolsun. Eger

(n, Up) = (m, Up) =1 ise
Sp, (m,n) | (Sp,mr Sp,n)
dir.

Ispat: m,n pozitif tamsayilar olmak iizere m,n # z(p)k, (n, Up) = (m, Up) =1

olsun. (m, n) = d olarak alalim. m,n # z(p)k oldugundan Lemma 4.3 kullanilarak
(SpmsUm) = (Spns Un) =1 (4.24)

yazilabilir. (m,n) = d oldugundan Teorem 1.3.5 kullanilarak Uq4|U,, ve Uq|U, elde
edilir. Buradan (4.24) esitligi kullanilarak
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(Sp,m' Ud) = (Sp,n' Ud) =1

oldugu goriiliir. (n,U,) = (m,U,) =1 vem,n # z(p)k oldugundan (d,U,) = 1 ve
d # z(p)k dir ve burada Teorem 4.2 kullanilarak

Sp,dlSp,m (4.25)
Ve
Sp.d|Spn (4.26)

yazilabilir. (4.25) ve (4.26) ifadelerinden Sp,d|(Sp,m,Sp,n) elde edilir. (m,n) =d

oldugundan Sp, (1 n) | (Sp,ms Sp,n) sonucuna ulagilir.

Teorem 4.4: m,n pozitif tamsayilar, p tek asal say1 olmak iizere m,n # z(p)k olsun.
Eger (n, Up) = (m, Up) = 1ise

Sp,(mn) = (Spm: Spn)

dir.

Ispat: Teorem 4.1 ve Teorem 4.3’den agiktir.

{U,} genellestirilmis Fibonacci dizisinde r = 1 alinarak elde edilen {F,} Fibonacci

FPF“} dizisi i¢in de m,n# z(p)k iken

FpFn

dizisi  kullanilarak tanimlanan {

_ 1 Fpamn) _ [ Fpm Fpn o . .
(n,Fp) = (m,F,) = 1ise FoFanm <Fme,FpFn) oldugu benzer sekilde elde edilir.

4.1. {Spn} = {U"LU} Dizisinin Bir Alt Dizisinin Boliinebilirlik Ozelligi
pYn
Bu boliimde {Sp,n} dizisinin terimleri kullanilarak tanimlanan {Qy(p, n)} alt dizisinin

boliinebilirlik 6zelligi verilecektir.

k, n pozitif tamsayilar, p tek asal say1 olmak iizere {Q,(p, n)} alt dizisini

S

, k=1
Qk(p'n) = {S

k>1

pn (4.27)

pnQg—1(p,n)
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seklinde tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan {Qy(p,n)} dizisinin ilk birkag¢ terimi

Spn,S S

P02 OpnSpn’ OPNSpasy

seklindedir. Ornegin; k = 3 ve p = 3 icin {Q3(3,1)} = {Syus, g, | alt dizisi elde

edilir.

Lemma 4.1.1: n, k € Z*, p tek asal say1 olmak iizere n # z(p)t olsun. O zaman
(Qx(p,n),p) =1

dir.

Ispat: n # z(p)tolsun. (Qx(p,n), p) = 1 oldugunu gdstermek i¢in k pozitif tamsayisi

tizerinde tiimevarim yapalim.

k=1 i¢in (Qx(p,n),p) = (Spn,p) ’dir. n # z(p)t oldugundan Lemma 4.4’den
(Sp,n»p) = 1 oldugu agiktir.

k> 1 tamsayilar1 i¢in (Qi(p,n),p) =1 olsun. k+1 igin (Qyi,(p,n),p) =1

oldugunu gosterelim.

p tek asal bir say1 oldugundan (Qy;(p,n),p) =1 veya (Qy41(p,n),p) = p’dir.
Kabul edelim ki (Qu41(p,n),p) =p olsun. (1.19) esitliginden r =0, m yerine

nQy(p,n) ve n yerine de p alinarak

—vP [P\ p-j
Uank(p,n) - Zj=0 (j ) Uan(p,n) Uan(p,n)—luj
elde edilir. Bu esitliginin sag tarafindaki toplam agilirsa
U = pU uP? U
pnQx(p,n) = PYUnQy(p.n) Ynq, (pn)-1Y1

p(p—1) 2 p-2 p
+ = Uhaem Ungepm-1Y2 + -+ Ung o Up

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi U U, () ile boliiniirse

JpnQuem _
UpUnqy (p)
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p-1 -1 p-2 p-2
Uan(p.n)—1U1 + 2 Uan(p.n)Uan(p,n)—1U2 oot Uan(p,n)Uan(p,n)—lup—l
Up

p-1
Unqupm (4.28)
elde edilir. Kabul geregi

p—1
P|Unqiepm (4.29)

elde edilir. n # z(p)t ve tiimevarim kabulii geregi (Q(p,n), p) = 1 oldugundan

(P, Unquepmy) = 1 (4.30)

dir. Buradan p t Uyq, (p,n) €lde edilir ki bu (4.29) ifadesi ile ¢eligki olusturur. Boylece
(Qy+1(p,n), p) = 1 olarak elde edilir.

Lemma 4.1.2: n,k € Z*, p tek asal say1 olmak iizere n # z(p)t olsun. O zaman
(Unq(pmy Spn) =1
dir.

Ispat: n,k € Z* , p tek asal say1 olmak iizere n # z(p)t olsun. (Unqupnys Spn) = d

olarak alalim. Teorem 1.3.5 kullanilarak

(Unqi(pmy» Upn) = Umqu(pnypn) = Un(Qu(pn.p) (4.31)
elde edilir. Lemma 4.1.1 geregi (Qx(p,n), p) = 1 oldugundan (4.31) esitliginden
(Unqu(p,n» Upn) = Un (4.32)

oldugu agiktir. Diger taraftan {S,,} dizisinin tanimi geregi d|U, ve n # z(p)t
oldugundan Lemma 4.3’den (Sp,n,Un) = 1°dir. Kabul geregi d|Uan(p,n) ve d|Sp,n

dir. Buradan d = 1 sonucuna varilir.

Teorem 4.1.1: n, k € Z*, p tek asal say1 olmak iizere n # z(p)t olsun. O zaman

Sg,n IQk(pr n)
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dir.

Ispat: n, k pozitif tamsayilar, p tek asal say1 olmak iizere n # z(p)t olsun. k pozitif

tamsayist iizerinde tiimevarim yapalim. Tanim geregi k = 1 i¢in Q;(p,n) = S, olup

Sp.n |Sp,n dir. k > 1 tamsayisi i¢in Slg,lek(p, n) olsun. (1.19) esitliginde r = 0, m

yerine pn ve n yerine Slg,n alinirsa

SKn
Slg,n ]- sk _j
Upnslﬁ,n - Z j Upn Upn-1"""U; (4-33)
j=0
. .. Sgn sk . .
olarak elde edilir. Teorem 1.1.5 geregi (sk’ 5 |( 1?'“) oldugundan a; bir tamsay1 olmak
p.n
uzere
k
Sp,n Slp(n . . .
U =Z—' i UpnUpp_1 P27, 4.34
pnssn Z, (Slﬁ,n,j) dj Upn YUpn-1 j ( )

. k q

— s _

171 Upn-1 PP
S )

olarak yazilabilir. Ayrica (4.34) esitliginde Zon say1s1 b; olarak alinirsa

Upnsks, = Z Spna; bjUpn (4.35)

olarak yazilir. bj’nin tamsay1 oldugu tanim geregi agiktir. (4.35) esitliginde Sy ;, *nin

tanimi dikkate alinirsa

U = d.Sk#! (4.36)

anIS,n
S

k
olarak yazilir, burada d = U,U, ijbn a;b; *dir. S£,1Qx(p,n) oldugundan Tanim

1.1.1°den Oyle bir m tamsayis1 vardir ki
Qx(p,n) = mSk, (4.37)

esitligi saglanir. Qi (p,n) ve S, , tanimlari geregi
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Uank(p.n)

Qu+1(P, 1) = Spnqupn) =
pRREpR UpUan(p.n)

olup (4.37)’de bulunan esitlik burada kullanilirsa

U K
. pnmSp n

nmSIB,n
elde edilir. (4.39) esitliginde (4.36) esitligi kullanilirsa

k+1
d.Sghm

nmSIB,n
elde edilir. Lemma 4.2 ve Lemma 4.1.2 geregi
(ngrrl%n' Up) =1

Ve

k+1 8
(Sp,nmrUnmslﬁn) =1

oldugu aciktir. (4.41) ve (4.42) esitlikleri (4.40) esitliginde kullanilirsa

bir tamsayr oldugu goriiliir. Burada Tanim 1.1.1 kullanilirsa Slg,

sonucuna ulagilir.

{U,} genellestirilmis Fibonacci dizisininde r = 1

Fibonacci dizisi igin tanimlanan {F pl:

p'n

44

alinarak olusturulan

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

2

nin

p nmSIIS,n

|Qu+1(p,0)

{Fn}

} dizisi icinde benzer sonuglar elde edilir.



5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez kapsaminda gelistirilen algoritma, iterasyon tabanli olup, iki baradan alinan

2017 yilinda Panraksa ve Tangboonduangjit tarafindan tanimlanan {T,} = {g%}

dizisinin terimlerinin boliinebilme ozelliklerinden yola ¢ikilarak hazirlanan bu

caligmada ilk olarak {T,} = {%} dizisinden esinlenerek tanimladigimiz {S,} =

{:7“} dizisinin bazi boliinebilirlik 6zellikleri verilmistir. Bu dogrultuda {S,} say1
7tn

dizisinin n # 7k oldugunda tamsay1 oldugu ve {S,} say1 dizisinin tamsay: oldugu
degerler i¢in hangi kosullar altinda Si,,|S, ve (S, Sn) = S(m,n) ifadelerinin saglandig
gosterilmistir. Ayrica {S,} dizisi kullanilarak tanimlanan {Q(n)} altdizisi i¢in
n # 7k oldugunda SX|Qy(n) oldugu gosterilmistir. Ardindan bu dizi tanimlamasi

genellestirilmis Fibonacci dizilerine tasinmis ve n € Z* ve p tek asal say1 olmak tizere

. U ) . W e
n # ptiken S, , = —2— sayisinin bir tamsay1 oldugu gosterilerek {S; ,} say1 dizisinin
p PR = YU, ¥ y gu g pnj Say

tamsay1 oldugu n # pt degerleri icin Sp,m|Sp,n ve (Spm Spn) = Sp,(m,n) ifadelerinin

hangi sartlar altinda saglandig1 gosterilmistir.

Bu tez boyunca incelenen boliinebilme 6zelliklerinin Fibonacci polinomlar: iizerine
taginarak hangi sartlar altinda bu oOzellikleri sagladigi arastirilip yeni c¢aligmalar

yapilabilir [24-26]. Ayrica p ve q farkli tek asal sayilar olmak {izere

{Sp.an} = {U:l?:lllln} dizisi tanimlanarak benzer boliinebilme 6zelliklerinin bu dizi igin

de hangi kosullar altinda saglandig1 aragtirilabilir [6,7,19].
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