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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

A : A kiimesinin kapanist

d(A) . A klimesinin tiirev kiimesi

® : Agirlik fonksiyonu

c : Alt kiime

N - Arakesit

U : Birlesim

1) : Bos kiime

N : Dogal sayilar kiimesi

€ : Elemanidir

& : Eleman1 degildir

v : Evrensel niceleyici, her

d - Klasik metrik

P : Kismi metrik

d, : Kismi metrikten elde edilen klasik metrik
Py : Klasik metrikten elde edilen kismi metrik
q, : Kismi metrikten elde edilen quasi metrik
T : Klasik topoloji

Tp : Kismi metrik topoloji

<p : Kismi metrik uzayda kismi siralama bagintisi
Qt : Negatif olmayan rasyonel sayilar kiimesi
R* : Negatif olmayan reel sayilar kiimesi

VAl : Negatif olmayan tam sayilar kiimesi

R~ : Pozitif olmayan reel sayilar kiimesi

Q : Rasyonel sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

* : t-norm

= : Tanim olarak esittir

Q : Quasi metrik

<q : Quasi metrik uzayda kismi siralama bagintisi
Tq : Quasi metrik topoloji

Tx : X elemaninin T doniisiimii altindaki goriintiisii
P(X) : X kiimesinin kuvvet kiimesi

3 : Varliksal niceleyici, en az bir



KISMi BULANIK METRIK UZAYLAR VE SABIiT NOKTA TEOREMLERI
OZET

Bu tezin amaci; kismi metrik uzay, bulanik metrik uzay ve kismi metrik uzay ile
bulanik metrik uzayin bir genellestirilmesi olan kismi bulanik metrik uzay yapilarini
tanitmak, kismi bulanik metrik uzaydan {iretilen topolojik uzaylarin 6zelliklerini
incelemek ve bu uzaydaki temel sabit nokta teoremlerini vermektir.

Bu tez dért boliimden olusmaktadir. Ik boliimde, iicgensel normlar, quasi metrik
uzaylar, agirlikli quasi metrik uzaylar ve agirlikli metrik uzaylar gibi temel
kavramlar 6zellikleri ile birlikte verilmistir.

Ikinci béliimde, kismi metrik uzay tanimu gesitli drneklerle birlikte verilmistir. Kismi
metrik uzaydan iiretilen topolojik uzaylarin 6zellikleri incelenmistir. Ayrica kismi
metrik uzaylar ile metrik uzaylar ve quasi metrik uzaylar arasindaki iliskilere yer
verilmistir. Daha sonra kismi metrik uzaylar iizerinde baz1 sabit nokta teoremleri ele
alinmustir.

Ucgiincii béliimde, Kramosil-Michalek ve George-Veeramani anlamlarindaki bulanik
metrik uzay yapilarinin tanimi verilerek topolojik 6zellikleri incelenmistir. Dahasi,
bu uzaylardaki ¢esitli sabit nokta teoremlerine yer verilmistir.

Dérdiincii boliimde, kismi metrik uzay ile bulanik metrik uzayin bir genellestirilmesi
olan Sedghi ve dig. (2015) tarafindan tanimlanan kismi bulanik metrik uzay yapisi
verilmistir. Kismi bulanik metrik uzaylar ile bulanik metrik uzaylar arasindaki
iliskiler incelenmistir. Ayrica kismi bulanik metrik uzaydan topolojik uzaylar
tiretilerek bu uzaylarin bazi 6zellikleri elde edilmistir. Bunlara ilave olarak, kismi
bulanik metrik uzaylar lizerinde bazi1 temel sabit nokta teoremleri destekleyici
ornekleri ile birlikte verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik Metrik Uzay, Kismi Bulanik Metrik Uzay, Kismi
Metrik Uzay, Sabit Nokta Teoremleri.



PARTIAL FUZZY METRIC SPACES AND FiXED POINT THEOREMS
ABSTRACT

The purpose of this thesis is to study the notions of partial metric spaces, fuzzy
metric spaces and generalization of partial metric spaces and fuzzy metric spaces,
named as partial fuzzy metric spaces, to construct topological spaces from given
partial fuzzy metric spaces and to give some fundamental fixed point theorems in
partial fuzzy metric spaces.

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, some fundamental notions
such as triangular norms, quasi metric spaces, weighted quasi metric spaces and
weighted metric spaces were recalled with their properties.

In the second chapter, the concept of partial metric spaces with various examples was
given. The properties of topological spaces induced by the partial metric spaces were
presented. Then the relationships of partial metric spaces with metric spaces and
quasi metric spaces were recollected. Besides this, some fixed point theorems in
partial metric spaces were investigated.

In the third chapter, by giving the definition of fuzzy metric spaces in the sense of
Kramosil-Michalek and George-Veeramani, some topologocial properties of this
space was investigated. Also, various fixed point theorems in this space were given.

In the fourth chapter, the definition of partial fuzzy metric which is a generalization
of partial metric spaces and fuzzy metric spaces, was defined by Sedghi et al., was
given. The relationships between partial fuzzy metric spaces and fuzzy metric spaces
were studied. Also, by constructing topological spaces from given partial fuzzy
metric spaces, some properties of these spaces were investigated. Furthermore, some
fundamental fixed point theorems in partial fuzzy metric spaces were given by
illustrative examples.

Keywords: Fuzzy Metric Spaces, Partial Fuzzy Metric Spaces, Partial Metric
Spaces, Fixed Point Theorems.



GIRIS

Gergek diinyada karsilasilan problemler oldukga belirsiz ve karmagik veriler
icerdiginden, bu problemlerin modellenmesinde klasik kiime teorisi yetersiz
kalmaktadir. Ozellikle miihendislik, fizik, ekonomi, bilgisayar bilimleri, sosyal
bilimler ve tibbi bilimler gibi daha bir¢ok alanda karsilagilan problemlerin
modellenmesinde klasik kiime teorisindeki ait olma ve ait olmama gz Oniine
alinarak siiphe ve belirsizlikleri igeren verilerin islenmesi miimkiin olmamaktadir. Bu
nedenle bu tiir verileri igeren problemlerin modellenmesi i¢in yeni ydntemlere
ihtiya¢ duyulmaktaydi. Bu yondeki ilk c¢aligma, bir elemanin bir kiimeye ait
olmasinin elemanlar1 [0,1] araligindaki bir sayiya karsilik getiren {iyelik fonksiyonu
yardimiyla belirlendigi bulanik kiime teorisi 1965 yilinda Zadeh tarafindan ortaya
konmustur. Modern anlamda belirsizlik kavraminin degerlendirilmesinde 6nemli bir
caligma olarak kabul edilen bu teori pek ¢ok disiplinde ¢esitli uygulama alanina sahip
olmustur. Daha sonra, sezgisel bulanik kiime teorisi (Atanassov, 1986), belirsiz
(vague) kiime teorisi, aralilk matematigi teorisi (Gorzalzany, 1987), yaklasimli
(rough) kiime teorisi (Pawlak, 1982), esnek kiime teorisi (Molodtsov, 1999) gibi
teoriler belirsizlik ve siiphe igeren problemlerin modellenmesi igin literatiire
kazandirilmistir. Bahsedilen teorilerden en yaygin kullanilanlar1 esnek kiime teorisi
ve bulanik kiime teorisi olmustur. Esnek kiimelerin karar verme problemlerine
uygulanmas1 Maji ve dig. (2003), cebirsel ozellikleri ise Aktas ve Cagman (2007)
tarafindan verilmistir. Esnek kiimelerin topolojisi ilk olarak Shabir ve Naz (2011)
tarafindan verilmistir. Aygilinoglu ve Aygiin (2012) ise esnek topolojik uzaylarda
bazi temel kavramlar1 tanimlamistir. Bu ¢aligmalarin devami niteliginde Zorlutuna ve
dig. (2012), Pazar Varol ve Aygiin (2013), Maji ve dig. (2001), Aygiinoglu ve dig.
(2014), Cetkin ve dig. (2020) gibi bircok yazar tarafindan esnek topolojik uzaylara

dair ¢esitli ¢alismalar yapilmistir.

Bulanik kiime teorisinin metrik uzaylara uygulanmasi fikri ile ortaya c¢ikan bulanik

metrik uzay kavrami ilk kez Kramosil ve Michalek (1975) ile Kaleva (1985)

tarafindan iki farkli sekilde tanimlanmigstir. Daha sonra George ve Veeramani (1994)

tarafindan Kramosil ve Michalek anlamindaki bulanik metrik tanimi, Hausdorf

topoloji iiretebilmek i¢in yeniden verilmistir. Bulanik metrigin trettigi cesitli

topolojiler ilizerine ¢caligmalar Aygiinoglu ve dig. (2019, 2020) tarafindan yapilmistir.
1



Bulanik metrik uzaylar {izerinde Grabiec (1988), George ve Veeramani (1994),
Gregori ve Sapena (2002), Mihet (2007), Wardowski (2013) gibi bir¢ok yazar gesitli

daralma doniisiimleri tanimlamis ve sabit nokta teoremleri calismislardir.

Metrik uzay kavraminin bir genellestirilmesi olan kismi metrik uzay kavrami 1992’te
Matthews tarafindan verilmistir. Kismi metrik uzaylarda metrik uzaylardan farkl
olarak bir noktanin kendine olan uzaklig1 0 olmak zorunda degildir. Bu genellestirme
sonsuz dizilerin bilgisayar bilimlerinde kullanilmas1 gerekliliginden ortaya ¢ikmistir.
Bu durum asagidaki sekilde agiklanmaktadir. S®, S kiimesi tizerindeki x=(x¢,X1,...)
sonsuz dizilerinin kiimesi olsun. Her x,y € S igin di:S® x S” » R* doniisiimii
dy(x,y) = 2K olarak tanimlansin. Buradaki k sayis1 her i < k igin x; = y; olacak
sekildeki en biiyiik say1 olsun. Bu sekilde tanimlanan dg, S® iizerinde bir metriktir.
Fakat sonsuz bir dizinin bilgisayar ortamina aktarilabilmesi i¢in dizinin terimlerinin
sonlu diziler olarak ifade edilmesi gerekmektedir. Bu sebeple x=(x,.x;, ...) dizisi
X = (X), X} = (X0,X;), ... seklinde parcalanislara ayrilsn ve bu elemanlarin
kiimesi S* olsun. Bu durumda, ds:S* X S* —» R* | dy(x,y) = 20K déniisiimii bir
noktanin kendine olan uzakliginin sifir olmasi haricindeki diger metrik aksiyomlarini
saglar. Bu fikirden yola ¢ikarak ele alinan kismi metrik uzay yapisi daha sonra
bilgisayar bilimlerinden ziyade matematigin ¢esitli alanlarinda kullanilan popiiler bir
konusu olmustur. Metrik uzaylarda elde edilen bir¢cok sonug ve teorem kismi metrik
uzaylara genellestirilmistir. Kismi metrik uzaylarin topolojik 6zellikleri 1se
Romaguera (2009), Han ve dig. (2017), Hitzler ve Seda (2011) gibi yazarlar
tarafindan calisilmistir. Matthews (1994), Valero (2005), Ilic ve dig. (2013), Haghi
ve dig. (2013) tarafindan kismi metrik uzaylar iizerinde ¢esitli sabit nokta calismalari

yapilmistir.

Hem kismi metrigin hem de bulanik metrigin bir genellestirilmesi olan kismi bulanik
metrik uzay kavrami Yue ve Gu (2014), Sedghi ve dig. (2015), Gregori ve dig.
(2019) tarafindan farkli sekillerde tanimlanmistir. Yue ve Gu (2014) siirekli
minimum t-normunu kullanarak kismi bulanik metrik uzay kavramini vermistir.
Sedghi ve dig. (2015) kismi bulanik metrik uzay kavramini giiclii bulanik metrik
uzay kavraminin bir genellestirilmesi olarak tanitip bu uzayda bazi sabit nokta

teoremleri elde etmislerdir. Gregori ve dig. (2019) siirekli t-norm ve residuum



operatorlerini kullanarak kismi bulanik metrik uzay kavramini tanimlamislardir.

Ayrica agik yuvar tanimi vererek kismi bulanik metrikten topoloji tiretmislerdir.

Bu ¢alismada Sedghi ve dig. (2015) anlaminda kismi bulanik metrik uzaylar tizerinde
temel sabit nokta teoremlerinin incelenmesi amaclanmistir. Bu amacla, ilk olarak
kismi bulanik metrik uzaylarin hem kismi metrik uzaylarla hem de bulanik metrik
uzaylarla olan bazi iligkileri elde edilerek kismi bulanik metrikten {iretilen topoloji ile
Ozellikleri calisilmistir. Daha sonra, kismi bulanik metrik uzaylarda Banach sabit
nokta teoreminin bazi genellestirilmeleri elde edilmistir. Ayrica, kismi bulanik
metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremlerinin bulanik metrik uzaylarda karsilik

gelen sonuglarindan elde edilebilecegi gosterilmistir.



1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan iiggensel norm, quasi

metrik, agirlikli quasi metrik ve agirlikli metrik kavramlarina yer verilmistir.

1.1. Ucgensel Norm
Tanim 1.1.1: *: [0,1] X [0,1] — [0,1] bir ikili islem olsun. Her x,y € [0,1] igin

(T xxy=y=x
(T2) (xxy)*xz=xx(y*2),
(T3) xx*1=x,

(T4) x<zvey<tikenx*xy<z=xt

saglaniyorsa * islemine iiggensel norm (kisaca, t-norm) denir (Schweizer ve Sklar,

1960).

Ornek 1.1.2: Asagidaki sekilde tanimlanan [0, 1] {izerindeki =y, *p, *L, *p iKili

islemleri birer t-normdur.

X *p y=min{x, y},
X *p Y=X.y,
X ¥, y=max{x+y- 1,0},

0, (x, y)E[0, 1)?

Kl ig, 2 .
min{x,y}, diger durum (Klement ve dig, 2000)

X *p Y:{

Uyari 1.1.3: 1) Tamim 1.1.1°den agik¢a goriilmektedir ki, her x € [0, 1] igin

0*x=x * 0=0ve 1 x*x=x esitlikleri saglanir.

2) Tanim 1.1.1°deki (T1) ve (T3) kosullar birlikte géz oniine alinirsa, her t-norm her

iki bilesene gore de monotondur. Yani,

X; <Xy vey, Sy, = X ¥y, < Xp *y, dir (Klement ve dig, 2000).



Tanim 1.1.4: Bir * t-normu [0,1] ve [0,1] X [0,1] tizerindeki standart topolojilere
gore siirekli ise * t-normuna siireklidir denir. Ornegin, *y, *p, *, Ve *p t-normlari

birer siirekli t-normdur (Klement ve dig, 2000).

Uyar1 1.1.5: 1) (T1) kosulundan * t-normunun siirekliligi ilk bilesene gore stireklilige
denktir.

2) Bir t-normun alttan (iistten) yari siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ilk

bilesene gore soldan (sagdan) siirekli olmasidir (Klement ve dig, 2000).

Omek 1.1.6: 1) Asagidaki sekilde tanimlanan =y nilpotent t-norm alttan yar

stireklidir fakat {istten yari siirekli degildir.

0, x+y<lI

XN y:{min{x,y}, x+y>1

2) Asagidaki sekilde tanimlanan *p drastic ¢arpim t-normu istten yari siireklidir

fakat alttan yar1 siirekli degildir.

2
X *p y={ 9 (. YJE[0. D (jement ve dig, 2000).
min{x, y}, diger durum

1.2. (Quasi) Metrik Uzaylar

Tanim 1.2.1: X bostan farkl bir kiime olsun. X iizerindeki < bagintis1 her x,y, z € X
icin asagidaki kosullar1 sagliyorsa kismi siralama bagintis1 ve (X, <) ikilisine kismi

siral1 kiime denir.

1) x <x,

2) x <yvey<xisex=y,

3) x<yvey <zisex <z (Matthews, 1994).

Tamim 1.2.2: X bostan farkli bir kiime ve q:X X X —» R* bir doniigiim olsun.
q dontisiimii her x, y, z € X i¢in agsagidaki kosullari sagliyorsa q” ya X lizerinde quasi

metrik ad1 verilir.

D x=yeqkxy) =q@(,x) =0,



2) q(x,y) £q(x,2) +q(z,y).
(X, q) ikilisine quasi metrik uzay denir (Wilson, 1931).

Omek 1.2.3: X bostan farkli bir kiime ve @ # A c X olmak iizere

1, x€eAveyeX\A

_ . . + .. e es ..
q,(x,y) = {0, diger durum seklinde tanimlanan q,:X X X - R™ doniisimii

X lizerinde bir quasi metriktir (Wilson, 1931).
Tanim 1.2.4: (X, q) bir quasi metrik uzay, x € X ve r > 0 olsun. Bu durumda

1) By(x,1) ={y € X|q(x,y) <1} seklinde tanimlanan kiimeye x merkezli

r yaricapl agik yuvar denir (Sion ve Zelmer, 1967).

2) By[x,1] = {y € X|q(x,y) <1} seklinde tanimlanan kiimeye x merkezli

r yarigapli kapali yuvar denir (Matthews, 1994).

Teorem 1.2.5: (X,q) bir quasi metrik uzay olsun. Bu uzaydaki ac¢ik yuvarlarin ailesi
B = {Bq(x, r) | x € X,r > 0} X iizerinde bir topoloji igin tabandir. Bu topolojiye

quasi metrik topoloji ad1 verilir ve T4 ile gosterilir (Matthews, 1994).

Onerme 1.2.6: (X,q) bir quasi metrik uzay olsun. X iizerinde asagidaki gibi

tanimlanan <, bagintis1 bir kismi siralama bagintisidir.
X <qY¥ © q(x,y) = 0 (Matthews, 1994).
Tanim 1.2.7: (X,q) bir quasi metrik uzay olsun. Her x, y € X i¢in

qx, y) + o(x) = q(y, x) + o(y) (1.1)

olacak sekilde bir m: X - R* agirlik fonksiyonu mevcut ise q’ya X iizerinde agirhikli
quasi metrik, (X,q,0) tgliisiine ise agirlikli quasi metrik uzay denir (Matthews,
1994).

Uyari 1.2.8: 1) Her metrik uzay bir agirlikli quasi metrik uzaydir (Vitolo, 1999).

2) Her quasi metrik uzaym bir agirlikli quasi metrik uzay olmasi gerekmez.

X = {a, b, ¢} olmak lizere,



q(a,b) =0, q(b,a) = 2,q(a,c) = 1,q(c,a) =1,q(b,c) =3, q(c,b) =0,
q(a, a) = q(b,b) = q(c,c) =0
seklinde tanimlanan q:X X X —» R* doniisiimii X lizerinde bir quasi metriktir. Farz

edelim ki ®: X » R* doéniigiimii q igin bir agirhik fonksiyonu olsun. Bu durumda,

o(b) + q(b,¢c) = ((n(b) + q(b, a)) + 1 =w(a)+q(a,b) + 1 = w(a)+q(a, c)
= w(c)+q(c,a) = (m(c)+q(c, b)) +1=w()+q,c)+1

elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. Yani q doniisiimii X iizerinde agirlikli quasi metrik

degildir (Matthews, 1994).

Onerme 1.2.9: (X, q) quasi metrik uzaymin agirlikli olabilmesi igin gerek ve yeter

kosul her x,y, z € X i¢in

qx, y) +q(y, 2) + q(z,x) = q(x, 2) + q(z, y) +q(y, x) (1.2)

ve her aeX igin T, ={qla—x)—q(x—a)|x € X} kiimesinin alttan smnirh
olmasidir (Vitolo, 1999).

Tanim 1.2.10: (X,d) bir metrik uzay olmak iizere her x, y € X i¢in

d(x,y) = o(x) —o(y) (1.3)

olacak sekilde bir m: X - R* agirlik fonksiyonu mevcut ise d’ye X tizerinde agirlikli

metrik, (X, d, o) t¢lisiine ise agirlikli metrik uzay denir (Matthews, 1992).
Ornek 1.2.11: 1) X = R* ve her x € R* igin agirlik fonksiyonu m(x) = x olsun. Her
X,y € R* i¢in

y =X

y—X
d(x,y>={ 0

seklinde tanimlanan d doniisimii R* iizerinde bir agirlikli metriktir (Kiinzi ve

Vajner, 1994).

2) X=R*xXR* ve her (x,y)€X i¢in agirhk  fonksiyonu
o(x,y) = xolsun. Her (x,,y,), (x2.y,) € X igin



2
Yl_yZ) +Xx2—X1

(x1=x2)%+(
d((x,.y)s (x2.y,)) = J - 2

seklinde tanimlanan d metrigi X iizerinde bir agirlikli metriktir (Kiinzi ve Vajner,

1994).



2. KISMi METRIK UZAYLAR

Bu boéliimde Matthews tarafindan 1992 yilinda tanimlanan kismi metrik kavrami
verilerek temel ozellikleri ile birlikte incelenecektir. Ayrica kismi metrik topoloji
tanitilarak Han ve dig. (2017) tarafindan elde edilen sayilabilirlik ve ayirma
aksiyomlar1 gibi bazi ozellikler incelenecektir. Daha sonra kismi metrik uzaylar ile
(agirlikli) metrik ve (agirlikli) quasi metrik uzaylar arasindaki iligkiler verilecektir.
Son olarak literatiirde mevecut olan kismi metrik uzaylar {izerinde bazi sabit nokta

teoremlerine yer verilecektir.
2.1. Kismi Metrik Uzay Tanim ve Temel Ozellikleri

Tanim 2.1.1: X bostan farkl bir kiime ve p:X X X —» R asagidaki kosullar1 saglayan

bir doniisiim olsun.

(PM1) Her x,y € X i¢in p(x, x) < p(x, y) dir.

(PM2) Her x,y € X i¢in x=y & p(x, x)=p(x, y)=p(y, y) dir.
(PM3) Her x, y € X i¢in p(x, y)=p(y, x) dir.

(PM4) Her x,y, z € X i¢in p(x, y) < p(x, z) + p(z, y) — p(z, z) dir.

Bu durumda p’ye X lizerinde bir kismi metrik ve (X, p) ikilisine kismi metrik uzay
denir. Eger p(x,y) =0 ise (PMIl) ve (PM2) ozelliklerinden x=y oldugu
goriilmektedir. Fakat x=y ise p(x,y) degeri her zaman sifir olmayabilir (Matthews,
1994).

Tanimlardan kolayca goriilmektedir ki her metrik bir kismi metriktir.

Yani kismi metrik uzaylar metrik uzaylarin bir genellestirilmesidir.

Omek 2.1.2: 1) Her x,y € RT icin p(x,y)=max{x,y}! seklinde tanimlanan
p: R x Rt > R* doniisiimii R* iizerinde bir kismi metriktir (Matthews, 1994).

Gergekten x, y, z € R* olmak lizere,



(PM1) x < max{x, y} oldugundan p(x, x) = x < max{x, y} = p(x,y) saglanir.
(PM2) p(x,x) = p(x,y) = p(y.y) olsun. Burada,

max{x,x} = max{x,y} = max{y,y} olur. Bodylece x=y olur. x=y Iise

p(x,x) = p(x,y) = p(y,y) oldugu agiktir.
(PM3) p(x,y) = p(y,x) oldugu p’nin tanimindan agiktir.

(PM4) p(xy) < p(x,2) + p(z,y) — p(z,z) oldugunu gostermek i¢in x <y <z

oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

p(x,y) = max{x,y} < max{x,z} + max{z,y} — max{z,z}

= p(x.2) +p(zy) — p(z.2)
olmaktadir. Diger durumlarda da saglandigi benzer sekilde gosterilir.

2) Her x,y € R™ igin p(x,y) = —min{x,y} seklinde tanimlanan p: R~ X R~ - R*
doniisimii R~  iizerinde bir kismi  metriktir  (Matthews,  1994).

Gergekten x,y,z € R™ olmak lizere
(PM1) min{x,y} < x oldugundan —x < — min{x,y} dir. Bu durumda,
p(x,x) = —x < —minf{x,y} = p(x,y) saglanir.

(PM2) p(x,x) = p(x,y) = p(y,y) olsun. Burada —x = —y oldugundan x =y elde
edilir. x = y ise p(x,x) = p(x,y) = p(y.y) oldugu agiktir.

(PM3) p(x,y) = p(y,x) oldugu p’nin tanimindan agiktir.

(PM4) p(xy) < p(x,2) + p(z,y) — p(z,z) oldugunu gostermek i¢in x <y <z

oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

p(x,y) = —min{x,y} < —min{x, z} — min{z,y} + min{z,z}

= p(x,2) + p(zy) — p(z,2)
olmaktadir. Diger durumlarda da saglandig1 benzer sekilde gosterilir.

3)I={[a,b] | a,b € R, a < b} olmak {izere,
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p([a,b], [c,d]) = max{b,d} — min{a,c}

seklinde tanmmlanan p:I X1 — R* doniisimii I iizerinde bir kismi metriktir

(Matthews, 1994).

Tanim 2.1.3:(X, p) bir kismi metrik uzay, x € X ve (x_), X’de bir dizi olsun. Eger

lim,,_,,, p(x,,x) = p(x,x) oluyorsa (x,) dizisi x noktasina yakinsaktir denir. Bu

P .
durum x,, — x ile gosterilir. Yani,

XngX & Ve>0icinI ng € N: Vn > ngicin p(x,,x) — p(x,x) < €
dir (Matthews, 1994).

Tamm 2.1.4: (X, p) bir kismi metrik uzay ve (x ), X’de bir dizi olsun. Eger
limy, 00 P(Xp,Xpn) limiti meveut ise (x,,) dizisine Cauchy dizisi ad verilir (Matthews,

1994).

Tanim 2.1.5: (X,p) bir kismi metrik uzay olsun. Eger X’deki her

(x,) Cauchy dizisi bu wuzaydaki bir x noktasma yakinsak ve
lim,, o, p(Xp,X) = limy, ;0 P(Xp,Xp) = p(X,X)  kosulunu saghyorsa (X, p) kismi

metrik uzayina bir tam kismi metrik uzay denir (Matthews, 1994).

Uyar 2.1.6: Kismi metrik uzaylarda, metrik uzaylardan farkli olarak, yakinsak her

dizinin bir Cauchy dizisi olmas1 gerekmez (Matthews, 1994).

Ornek 2.1.7: R~ iizerinde tanimlanan p(x,y) = —min{x,y} kismi metrigini géz oniine
alalim. Bu uzaydaki (x,) =(0,-1,0,—-1,...) dizisi icin
limn_,wp(xn,-l) = limn_,oo(— min{xn,-l}) = lim,_,,(1) =1 =p(—-1,-1)
oldugundan bu dizi —1 € R™ noktasina yakinsaktir. Fakat x, = 0 veya x, = —1
oldugundan lim, . p(Xp.Xm) meveut degildir. Boylece (x ) = (0,—1,0,—1,...)
yakinsak bir dizi iken Cauchy dizisi olmadigi goriilir (Matthews, 1994).

Tamim 2.1.8: (X, p) bir kismi metrik uzay, x € X ve (x_), X’de bir dizi olsun. Eger
limy,_,., p(Xp,X) = lim,_,,, p(Xp,Xy) = p(x,x) oluyorsa (x_ ) dizisine x noktasina

p-yakinsaktir denir (Matthews, 1994).
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Lemma 2.1.9: Kismi metrik uzaylarda p-yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir

(Matthews, 1994).

Tamim 2.1.10: (X, p) bir kismi metrik uzay ve (x ), X’de bir dizi olsun. Eger
limy, 100 P(XpoXm) = 0 Oluyorsa (x,) dizisine 0-Cauchy dizisi denir (Romaguera,

2009).

Tanim 2.1.11: (X, p) bir kismi metrik uzay olsun. Eger her 0-Cauchy dizisi bu
uzayda p(x,x) = 0 olacak sekilde bir x € X noktasina yakinsak ise (X, p) kismi

metrik uzayina bir 0-tam kismi metrik uzay denir (Romaguera, 2009).

Lemma 2.1.12: Her tam kismi metrik uzay bir 0-tam kismi metrik uzaydir. Fakat bu

ifadenin tersinin dogru olmasi gerekmez (Romaguera, 2009).

Orek 2.1.13: X =Q N [0,0) ve p(x,y) = max{x,y} kismi metrik olmak iizere
(X, p) kismi metrik uzay1 0-tam olup tam metrik uzay degildir (Romaguera, 2009).

Tanim 2.1.14: (X, p) bir kismi metrik uzay olsun. Her x,y € X i¢in p(x,y) <M
olacak sekilde bir M > 0 reel sayis1t mevcut ise (X, p) kismi metrik uzayina sinirh

kismi metrik uzay denir (Han ve dig., 2017).

Tamim 2.1.15: (X, p) bir kismi metrik uzay ve x € X olsun. (x,) Ve (y, ), X’de iki dizi

olmak tizere,
1) lim, .., p(x,.X) = p(xx) iken her y € X igin lim, ., p(x,,y)=p(x,y)

oluyorsa (X, p) kismi metrik uzayina dizisel yakinsak denir.

2) lim,,_,, p(Xy,X) = p(X,X) ve limy_e (p(X0.Y,)-P(Y,-¥,) = O iken

lim,_, p(yn,x)Zp(x,x) oluyorsa (X, p) kismi metrik uzayina p-dizisel yakinsak denir.

3) 1imy . (P(XysX) -P(XpXn)) = O iken lim, ., p(x,,x) = p(x,x) oluyorsa (X, p) kismi

metrik uzaymna dizisel simetrik denir.

4) a = sup{p(x,x)| x € X} olarak tanimlansin. Her x # y € X i¢in p(x,y) = « ise

(X, p) kismi metrik uzayina 6z sinirl denir (Han ve dig., 2017).
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2.2. Kismi Metrik Topoloji ve Ozellikleri

Tanim 2.2.1: (X, p) bir kismi metrik uzay, x € X ve € > 0 olsun. Bu durumda,
1) B,(x,e) = {y € X | p(x)y) < ¢}

seklinde tanimlanan kiimeye x merkezli € yarigapli agik yuvar denir.

2) By[x.e] = {y e X|p(xy) < ¢}

seklinde tanimlanan kiimeye x merkezli € yarigapli kapali yuvar denir (Matthews,
1992).

Omek 222: 1) Omek 2.12. 1)de verilen R* iizerinde tamimlanan
p(x,y) = max{x,y} kismi metrigini ele alalim. (R*,p) kismi metrik uzaymda

x merkezli € yarigapli agik yuvar,

(0,8), x<c¢
?, X>¢€

By(xe) = {
seklindedir (Matthews, 1994).

2) Ornek 2.1.2. 2)’de verilen R~ iizerinde tanimlanan p(x,y) = -min{x,y} kismi

metrigini ele alalim. (R7,p) kismi metrik uzayinda x merkezli € yarigaplh agik yuvar,

_((—=&0), x<e
Bp(x,s) = { 0, > £
seklindedir (Matthews, 1994).

Uyart 2.2.3: Yukaridaki 6rnekte de goriildiigi gibi kismi metrik uzaylarda x merkezli
e yarigaplt B,(x,e) agik yuvari her zaman bostan farkli bir kiime olmayabilir. Bu

nedenle x merkezli € yarigapl agik yuvar tanim1 asagidaki sekilde yeniden verilmistir
(Matthews, 1992).

Tanim 2.2.4: (X, p) bir kismi metrik uzay, x € X ve € > 0 olsun. Bu durumda,

1) By(x,8) = {y € X| p(x,y) <p(xx) + ¢}
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seklinde tanimlanan kiimeye x merkezli € yarigapli a¢ik yuvar denir.
2) By[x.e]l = {y € X| p(x,y) < p(x.x) + €}

seklinde tanimlanan kiimeye x merkezli € yarigapli kapali yuvar denir (Matthews,
1992).

Bu kisimdan itibaren Tanim 2.2.4 anlamindaki agik (kapali) yuvarlar goz Oniine

alinacaktir.

Teorem 2.2.5: (X, p) bir kismi metrik uzay olmak iizere bu uzaydaki acik yuvarlarin
ailesi olan B = {Bp(x,8)| XEX, €> 0} kiimesi X tizerinde bir topoloji i¢in tabandir.
Bu sekilde tiretilen topolojiye kismi metrik topoloji adi verilir ve 1, ile gosterilir.

Ayrica (X, t,) kismi metrik topolojik uzay1 Ty-uzayidir (Matthews, 1994).

Ispat: Her £ > 0 igin x € B, (x,e) oldugundan X = U{Bp(x,a)| X€EX, £€> 0} oldugu
agiktir. Simdi x,y € X ve &8 > 0 olmak iizere B, (x,e) ve B,(y.0) agik yuvarlarini
alahm.  z € B,(x,e) N By(y,0) olsun. O halde p(x,z) <p(xx)+e ve
p(y.z) <p(y,y) +8 saglanir. m >0 olmak iizere € By(zn) alalm.
n = min{p(x,x) + € — p(x,2), p(y,y) — & + p(y.2)} segelim.

p(x,0) < p(x,2) + p(z,0) — p(z,2) < p(x,2) +p(z,2) +n —p(z2) < p(xx) + ¢
esitsizliginden w € B (x,¢) oldugu gortiliir. Benzer gekilde w € B (y,0) oldugu elde

edilir. Yani w € B(x,e) N B,(y,8) dir. Bdylece B,(zn) S B,(x,e) N B,(y,8) olur.
Sonug olarak B = {Bp (x,£)| x € X, € > 0} kiimesi X {izerinde bir topoloji igin
tabandir.

Simdi de (X, t,)’nin Ty-uzay1 oldugunu gosterelim. x,y € X (x # y) olsun. Her ¢ > 0
igin x € By(x,e) dir. € = p(x,y) — p(x,x) > 0 segilirse y & B,(x,e) oldugu goriiliir.

Boylece (X, t,) kismi metrik topolojik uzay1 Ty-uzayidir.

Teorem 2.2.6: Kismi metrik uzaydaki yakinsaklik ile kismi metrigin {rettigi

topolojik uzaydaki yakinsaklik denktir. Yani x, 5x o X, Bx (Matthews, 1994).

Teorem 2.2.7: (X, p) bir kismi metrik uzay olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler

saglanir.
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i) (X, 1p) bir Ti-uzayidir, yani her AcX icin A’min tiirev kiimesi
2

d(A), (X,7p)’de kapalidir.

i) (X, Tp)’nin bir T,-uzay1 olmasi igin gerek ve yeter kosul her x,y € X (x # y)

icin p(x,x) < p(x,y) saglanmasidir.

iii) Bxy = inf,ex(p(x,2) + p(y,2) — p(x,x) — p(y,y)) olarak tanimlansin. Her
X,y € X (x #y) igin By, > 0 ise (X,1,,) T,-uzayidir.

iv) (x,), X*de bir dizi olmak iizere
limy_,., p(Xp,X) = p(x.x) = p(y,y) = limy_,, p(Xp,y)
iken x =y ise (X,t,) bir T,-uzayidir (Han ve dig., 2017).

Lemma 2.2.8: (X,p) bir kismi metrik uzay ve x € X olsun. Her €6 > 0 igin
y € Bp(x,€) ise By(y, 8) € By(x, € + 8) dir (Han ve dig., 2017).

Teorem 2.2.9: (X, p) bir kismi metrik uzay olsun.
i) (X, p) dizisel yakinsak ise (X,t,) bir T,-uzayidr.

i) (X, p) p-dizisel yakinsak ise (X,t,) nin bir T,-uzay1 olmasi igin gerek ve yeter

kosul (X,t,) nin bir T3-uzay1 olmasidir.
iii) (X, p) dizisel yakinsak ve p-dizisel yakinsak ise (X, t,) bir T3-uzayidr.

iv) (X, p) bir dizisel yakinsak kismi metrik uzay olsun. Eger (X, t,) kompakt ise

(X,t,) bir T4-uzayidr.

V) (X, p) p-dizisel yakinsak, (X, 1,) dizisel kompakt ve T,-uzay1 ise (X, t,) bir
T4-uzayidir (Han ve dig., 2017).

Lemma 2.2.10: (X, p) bir 6z smirli kismi metrik uzay ve a = sup{p(x,x)|x € X}

olmak tizere,
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1) Y ={x€X|p(xx)<a} seklinde tanimlanan Y € X alt kiimesi ag¢ik
bir kiimedir ve (rp)Y = P(Y)’ dir.

i) Z={x €X|p(x,x) =a} seklinde tamimlanan Z € X alt kiimesi kapal
bir kiimedir ve (Tp)z alt uzay topolojisi metriklenebilirdir (Han ve dig., 2017).

Kismi metrik topolojik uzaylarda ikinci sayilabilir her uzay ayrilabilirdir fakat tersi
her zaman dogru degildir. Asagidaki Ornekte ayrilabilir olup ikinci sayilabilir

olmayan bir topoloji drnegi verilmistir.

Omek 2.2.11: X sayllamaz bir kime ve a€X olmak iizere
1={A c X|a€ A} U{@} ailesi X tizerinde bir topolojidir. Burada {a}, X’in yogun
bir alt kiimesidir. Bu durumda, (X, 1) topolojik uzayi ayrilabilirdir. Ancak (X,7)
topolojik uzayi ikinci sayilabilir degildir. Her x,y € X i¢in

p(a,a) =0,
p(x,y) =4 p(x,x) =pax)=1x+#a
p(xy) = 2x # y x,y € X\{a}

seklinde tanimlanan p:X X X - R* doniigiimii X {izerinde bir kismi metriktir. Ayrica

T = 1, dir (Han ve dig., 2017).

Teorem 2212: (X,p) bir 6z smirlh kismi metrik uzay ve
A = inf{lim,_,, sup p(x,,X,)| (X, )EX} olarak tamimlansin. a = sup{p(x,x)| x € X}
olmak tizere « = A olmasi durumda (X,t,) kismi metrik topolojik uzaymnin ikinci
sayilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (X, t,)’nin ayrilabilir olmasidir (Han ve

dig., 2017).

Kismi metrik topolojik uzaylarda ikinci sayilabilir her uzay Lindelof uzayidir fakat
tersi her zaman dogru degildir. Asagidaki Ornekte Lindelof uzayr olup ikinci

sayilabilir olmayan bir topoloji 6rnegi verilmistir.

Omek 22.13: X sayllamaz bir kiime ve a€X olmak iizere
T={AcX |a¢ A} U{X} ailesi X {iizerinde bir topolojidir. Bu topolojik uzay
Lindelof uzayidir fakat ikinci sayilabilir uzay degildir. Her x,y € X i¢in
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p(aa) =1,
p(x,y) =<{p(xx) =0, x+#a
p(xy) =1, x=#y

seklinde tanimlanan p:X X X —» R* doniisiimii X tizerinde bir kismi metriktir. Ayrica

T = 1, dir (Han ve dig., 2017).

Teorem 2.2.14: (X, p) bir dizisel simetrik kismi metrik uzay olsun. Bu durumda
(X, 1) kismi metrik topolojik uzaymnin ikinci sayilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul Lindel6f uzayr olmasidir (Han ve dig., 2017).

Sonu¢ 2.2.15: (X,p) bir dizisel simetrik ve 6z siirli kismi metrik uzay,
a=sup{fp(xx)|x € X} ve A= inf{lim,_,,supp(X,.x,)| X,)EX} olmak iizere

a = A olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
1) (X, 1) ikinci sayilabilir topolojik uzaydir.

2) (X, 1) ayrilabilir topolojik uzaydir.

3) (X, 1,) Lindeldf uzayidir (Han ve dig., 2017).

Sonug 2.2.16: Lemma 2.2.10°daki kosullar altinda eger YSX sayilabilir bir alt kiime
ve (Y, (rp)Y) alt uzay topolojisi ayrilabilir ise (X, t,) kismi metrik uzay1 da

ayrilabilir topolojik uzaydir (Han ve dig., 2017).

Tanim 2.2.17: (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Eger X iizerinde 1, = 1 olacak sekilde
bir p kismi metrigi varsa (X, t) toplojik uzayimna kismi metriklenebilir topolojik uzay
denir. Her metriklenebilir topolojik uzay kismi metriklenebilirdir fakat tersi genelde

dogru degildir (Han ve dig., 2017).

Omnek 2.2.18: 1) X ={ab} ve t={0,{a},X} olsun. Bu durumda (X,t) kismi
metriklenebilir topolojik uzaydir fakat tek noktali kiimeler kapali olmadigindan
metriklenebilir degildir. Eger p(a,a) =0 ve p(b,b) =p(ab) =1 alinirsa p, X

lizerinde bir kismi metriktir ve T = 1, dir (Han ve dig., 2017).
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2) X ={x;|i€ N} sayilabilir sonsuz bir kiime ve E, = {x; |0 <1i<n} olsun.

T = {0,X} U{E, | n € N} kiimesi X iizerinde bir topolojidir. Ayrica,

0; X=Y=Xp

ply) = {ZE=12%» () € {((Koxm):0 < m < nven > 1 1)

seklinde tanimlanan p:X X X —» R* U {0} doniisiimii X {izerinde bir kismi metriktir
ve =1, dir. Fakat (X, 1) topolojik uzayr metriklenebilir degildir (Han ve dig.,
2017).

Lemma 2.2.19: (X,p) bir kismi metrik uzay olsun. Her x,y € X i¢in
p(x.x) = p(y.y) ve her x # y € X igin p(x,x) < p(x,y) kosullar1 saglaniyorsa (X, 1)
metriklenebilir bir topolojik uzayidir (Han ve dig., 2017).

Tanim 2.2.20: (X, p) bir kismi metrik uzay olsun. Eger her x € X ve X’deki her
(xp) dizisi igin lim, . p(x,,X) = p(x,x) iken lim, . (p(xy,X) = P(Xp,Xn)) = 0

oluyorsa (X, p) kismi metrik uzayina bir metrik-benzeri denir (Han ve dig., 2017).

Teorem 2.2.21: (X, p) kismi metrik uzayr metrik-benzeri ise (X, rp) kismi metrik

topolojik uzayr metriklenebilirdir (Han ve dig., 2017).

Tamm 2.2.22: (X, p,) ve (X,p,) iki kismi metrik uzay olsun. Eger Tp, = Tp, ise

p, Ve p, kismi metriklerine X tizerinde denktir denir (Han ve dig., 2017).

Lemma 2.2.23: X {izerinde her kismi metrik X iizerinde sinirli bir kismi metrige

denktir (Han ve dig., 2017).

2.3. Kismi Metrik Uzaylar ile Metrik Uzaylar ve Quasi Metrik Uzaylar
Arasindaki Iliskiler

Teorem 2.3.1: (X, p) bir kismi metrik uzay olsun. Her x,y € X i¢in
d,(xy) = 2p(x,y) — p(x,x) = p(y.y) (2.2)

seklinde tanimlanan d:X x X - R* doniisiimii X {izerinde bir metriktir. Hatta

x € X i¢in w(x) = p(x,x) almrsa d,, X iizerinde agirhkli metriktir. Ayrica p’nin

18



urettigi topoloji ile d,’nin trettigi topoloji ¢akigiktir. Yani 1, = T4, dir (Matthews,

1994).

Lemma 2.3.2: X’deki (x,) dizisinin (X, p) kismi metrik uzayinda Cauchy dizisi
olmast i¢in gerek ve yeter kosul (x,) dizisinin (X, dp) metrik uzayinda bir Cauchy

dizisi olmasidir (Matthews, 1994).
Onerme 2.3.3: (X, p) bir kismi metrik uzay olsun. Her x, y € X igin

0 X=y

p(xy), x#y (23)

dxy) = {

seklinde tanimlanan dg:X X X - R* doniigiimii X lizerinde bir metriktir. Ayrica

T4, & T4 dir (Hitzler ve Seda, 2011).

Lemma 2.3.4: (X, dg) metrik uzaynin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (X, p)

kismi metrik uzayinin 0-tam olmasidir (Hitzler ve Seda, 2011).
Asagidaki teoremde agirlikli metrikten bir kismi metrik tiretilmistir.

Teorem 2.35: (X,d,®) bir agirbkli metrik uzay olsun. Her x,y € X igin

w(x) = p(x,x) olmak iizere,

dx,y)teox)+oly)
p(xy) = L)tedrel) (2.4)

seklinde tanimlanan p:XxX — R*doniisiimii X iizerinde bir kismi metriktir

(Matthews, 1994).

Tanim  2.3.6: (X;,d;) ve (X,,dy) 1ki metrik wuzay olsun. Eger

f:(Xy, tq1) =Xy, tp) Ve f:(Xl,tpdl)—>(X2,rpd2) fonksiyonlar1  siirekli  ise

£:(X1, pg ) (Xa, py,) fonksiyonu da siireklidir denir (Matthews, 1994).

Lemma 23.7: (X,p) kismi metrik uzay, (X,d;), p kismi metri§inden

tiretilen metrik uzay ve (x,), X’de bir dizi olsun.
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i) (x,) dizisinin (X, d,)’de yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (X,p)’de
p-yakinsaklik olmasidir.

i) (x,) dizisinin (X, d,)’de Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (x,)’nin

(X, p)’de Cauchy dizisi olmasidir.

iii) (X, d,) metrik uzayinmn tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (X, p) kismi metrik

uzayinin tam olmasidir (Matthews, 1994).

Lemma 2.3.8: (X, p) bir metrik-benzeri kismi metrik uzay, x € X ve (x ), X’de bir

14,
dizi olmak tizere x,, Tyeo X, — x dir (Han ve dig., 2017).

Asagidaki teoremde kismi metrikten quasi metrik ve agirlikli quasi metrik

tretilmistir.
Teorem 2.3.9: (X, p) bir kismi metrik uzay olsun. Her x,y € X i¢in
q,(xy) = p(x.y) = p(x,x) (2.5)

seklinde tanimlanan qp:XXX — R* doniistimii X iizerinde bir quasi metriktir. Hatta

x € X i¢in w(x) = p(x,x) alnirsa qp, X iizerinde agirhkli quasi metriktir. Ayrica
p’nin  {rettigi  topoloji ile qp’nin drettigi  topoloji  cakisiktir.  Yani

=T dir (Matthews, 1994).

Asagidaki teoremde agirlikli quasi metrikten kismi metrik {iretilmistir.

Teorem 2.3.10: (X, q, ®) bir agirlikli quasi metrik uzay olsun. Her x,y € X igin

o(x) = p(x,x) olmak tizere,
p,(xy) = q(xy) + 0(x) (2.6)

seklinde tanimlanan pq:XXX — R* doniisiimii X {iizerinde bir kismi metriktir

(Matthews, 1994).
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2.4. Kismi Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Tanim 2.4.1: (X,p) bir kismi metrik uzay ve T:X—X bir doniisiim olsun.

Her x,y € X i¢in

p(Tx,Ty) < ap(x,y) (2.7)

olacak sekilde bir a € [0,1) sabiti mevcut ise T doniisiimiine kismi daralma

dontsimii denir (Matthews, 1994).

Teorem 2.4.2: (X,p) bir tam kismi metrik uzay ve T:X—X bir kismi daralma

doniistimii olsun. Bu durumda x € X igin p(x,x) = 0 olacak sekilde bir tek sabit
noktasi vardir (Matthews, 1994).

Ispat: x, € X ve n € N olsun. x,’1in T déniisiimii altinda n. iterasyonu ile olusturulan

X, = T"x, dizisini ele alalim.
P(xne1:%n) = P(T" %0, T"%0) < ap(T"x0,T"'%0) < - < &"p(Tx0,%0)
n — oo iken limit alinirsa lim,,_, ., p(X,+1,%,)=0 elde edilir. Her n,m € N i¢in

p(XnaXm) = p(TnX()sTmXO)
< p(TnXo,TnﬂXo)‘i‘p(TnHXo,TmXO)-p(TnHXo,TnHX())
< p(TnXo,TnﬂXo)‘i‘p(TnHXo,TmXO)

< p(TnXO,TH+1XO)+p(Tn+1Xo,Tn+2XO)+. . .+p (Tm-IXO,TmXO)

elde edilir. Burada n,m — oo iken limit almirsa lim, ., p(Xp.Xy,) = 0 elde edilir.
Bu ise (x,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu anlamina gelir. (X, p) tam kismi metrik
uzay oldugundan (x,) dizisi yakimsaktir. Yani lim,_,, X,=x olacak sekilde x € X

vardir. Ayrica lim,_,., p(X,,X) =lim,_,. p(Xy,.Xm) =p(X,x)=0 esitlikleri saglanir.

Buradan,

p(Tx,x) < p(Tx,x,) + p(Xp,X) — p(Xp,Xn) < p(TX,TX,;) + p(XpoX)
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dirr. n > oo iken limit almirsa p(Tx,x) =0 elde edilir. p(Tx,Tx) < ap(x,x)
oldugundan p(Tx,Tx) = 0 bulunur. p(Tx,Tx) = p(Tx,x) = p(x,x) esitliklerinden

Tx = x oldugu goriiliir. Yani x € X noktas1 sabit noktadir.

Sabit noktanin tekligini gdstermek icin x ve y’nin T doniislimiiniin birbirinden farkli
sabit noktasi oldugunu kabul edelim. Burada p(Tx,Ty) < ap(x,y) = ap(Tx,Ty) elde
edilir. Bu ise bir geliskidir. O halde x = y bulunur. Dolayisiyla T doniisiimiiniin bir

tek sabit noktas1 vardir.

Teorem 2.4.3: (X, p) bir tam kismi metrik uzay ve ¢: Rt - R* azalmayan, her t > 0
icin  lim,_,, d"(t) =0 kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. Eger

T:X—X doniisiimii her x,y € X i¢in

p(Tx,Ty) < d(p(x.y)) (2.8)

kosulunu sagliyorsa bu durumda x € X i¢in p(x,x) = 0 olacak sekilde bir tek sabit
noktas1 vardir (Valero, 2005).

Uyart 2.4.4: Teorem 2.4.3 de her t >0 ve a € [0,1) igin ¢(t) = at almirsa bu

teorem ile Teorem 2.4.2 gakisir.

Notasyon: (X, p) bir kismi metrik uzay, (X, d) bir metrik uzay ve T:X—X bir

doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in

My(x.y) = max{d(x,y).d(x,Tx),d(y.Ty),3 [dCx Ty) +d(y, T},

1
M, (x,y) = max{p(x,y).p(x,Tx).p(y,Ty), 3 [p(x,Ty)+p(y, Tx)]}

olsun (Haghi ve dig., 2013).

Lemma 2.4.5: Her x,y €X(x #y) i¢in Mp(x,y)=M,(x,y)’dir (Haghi ve dig.,
P
2013).

Teorem 2.4.6: (X, p) bir kismi metrik uzay, ¢: [0, 00) — [0, ) siirekli, azalmayan
ve her t > 0 i¢in ¢(t) <t kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. Eger T:X—X

dontigiimii her x,y € X i¢in
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p(TX,TY) < ¢ (M, (xy)) (2.9)

kosulunu sagliyorsa T doniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir (Haghi ve dig.,
2013).

Notasyon: (X, p) bir kismi metrik uzay ve T:X—X bir doniisiim olsun. Her x,y € X

i¢in
m, (x,y) = max{p(x,y),p(x,Tx),p(y,Ty),p(x,Ty),p(y,Tx)}
olsun (Ilic ve dig., 2013).

Tanim 2.4.7: (X, p) bir kismi metrik uzay ve T:X—X bir dontisiim olsun.

1) Her x,y € X igin p(Tx,Ty) < max{am,(x,y), p(x,x),p(y.y)} (2.10)

olacak sekilde a € [0,1) sabiti varsa T doniistimiine bir p,-quasi daralma doniigtimii

denir.

2) Herx,y € Xi¢in p(Tx,Ty) < max {amp(x,y),W} (2.12)

olacak sekilde o € [0,1) sabiti varsa T doniisiimiine bir p,-quasi daralma doniigiimii

denir (Ilic ve dig., 2013).

Lemma 2.4.8: (X, p) bir kismi metrik uzay, T:X—X bir p,-quasi daralma doniisiimii
ve n,m,k tamsayilart m = n = k > 1 seklinde olsun. Eger i € {n — k,...,n—1} U
{m—k, ..,m— 1} icin p(Tix, Tix) < p(T"x, T"x) ise igp,jo € {n —Xk,...,m} igin
p(T"x, T"x) < a®p(T"x, Tox) dir (Ilic ve dig., 2013).

Lemma 2.4.9: (X, p) bir kismi metrik uzay, T:X—X bir p,-quasi daralma déniistimii

ve x,y € X olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.
i) Her i,j > 0 igin p(T'%,7'x) < ——p(x,Tx) + p(x.x) dir.

i) p(Tix,Tix)z sup._, p(Tix,Tix) olacak sekilde bazi1i > 0 vardir.
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i) limy, 0 p(T"x, t™X)= limsup, p(Tix, Tix) dir.

V) limy e p(T7X, t"%) = lim,, ., p(T"x,y)=p(y.y) ise p(y,y)=p(y.Ty) dir (llic ve
dig., 2013).

Teorem 2.4.10: (X,p) bir kismi metrik uzay ve T:X—X bir p -quasi daralma

dontigiimii olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

i) Her x € X ig¢in (T"x) dizisi p(x¢,X9) = p(x¢,Txy) olacak sekildeki x, € X

noktasina p-yakinsaktir.

if) Tx = x olacak sekilde x € X noktalar1 vardir ve p(x,x) = infy ex p(X¢,Xo) dir (Ilic

ve dig., 2013).

Teorem 2.4.11: (X,p) bir kismi metrik uzay ve T:X—X bir p,-quasi daralma

doniisiimii olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

i) Her x € X ig¢in (T"x) dizisi p(x¢,X9) = p(x¢,Txy) olacak sekildeki x, € X

noktasina p-yakinsaktir.

i) Tx = x olacak sekilde bir tek x € X noktas1 vardir ve p(x,x) = infy ex p(Xg,Xo) dir

(Ilic ve dig., 2013).
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3. BULANIK METRiK UZAYLAR

Bu boliimde, Kramosil ve Michalek (1975) ile George ve Veeramani (1994)
tarafindan verilen bulanik metrik uzay kavrami temel Ozellikleri ile birlikte
incelenecektir. Daha sonra, bulanik metrik uzaylar {izerinde literatiirde mevcut olan

bazi sabit nokta teoremleri verilecektir.
3.1. Bulanik Metrik Uzay Tanim ve Temel Ozellikleri

Tanim 3.1.1: X bostan farkli bir kiime, = siirekli bir t-norm ve

M:XxXx[0,0) = [0,1] asagidaki kosullar1 saglayan bir doniistim olsun.
(KM1) Her x,y € X igin M(x,y,0) = 0 dir.

(KM2) Her x,y € Xvet> 0icin M(x,y,t) = 1 & x = ydir.

(KM3) Her x,y € X vet > 0 i¢in M(x,y,t) = M(y,x,t) dir.

(KM4) Her x,y,z € X vet,s > 0 igin M(x,y,t) * M(y,z,s) < M(x,z,t+s) dir.
(KM5) Her x,y € X igin M(x,y, -) : [0, ) — [0,1] sol stireklidir.

Bu durumda (M,*) ikilisine X tizerinde KM-bulanik metrik ve (X,M,*) igliisiine
KM-bulanik metrik uzay denir (Kramosil ve Michalek, 1975).

1994°de George ve Veeramani yukaridaki tanimla bulanik metrik uzaymn genel
olarak Hausdorff uzay olmadigini gostermis ve bu ozelligi elde etmek i¢in tanimi

asagidaki gibi diizenlemistir.

Tanom 3.1.2: X bostan farkli bir kiime, * siirekli bir t-norm ve

M:XxXx%(0,0) = [0,1] asagidaki kosullar1 saglayan bir doniisiim olsun.

(GV1) Her x,y € X ve her t > 0 i¢in M(x,y,t) > 0,
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(GV2) Herx,y e XveVt > 0icinM(x,y,t) = 1 ©x =y,

(GV3) Her x,y € X ve her t > 0 i¢in M(x,y,t) = M(y,x,t),

(GV4) Her x,y,z € X ve her t,s > 0 i¢in M(x,y,t) * M(y,z,8) < M(X,z,t+s),
(GV5) Her x,y € X igin M(x,y,"): (0, ) — [0,1] siireklidir.

Bu durumda (M,*) ikilisine X tizerinde bir GV-bulanik metrik ve (X,M,*) licliisiine
GV-bulanik metrik uzay denir (George ve Veeramani, 1994).

M(x,y,t) degeri x ile y’nin tparametresine gore birbirine yakin olma derecesidir.
Buna gore, yakinlik derecesinin sifir olmasi noktalarin birbirine ¢ok uzak olmasi

anlamina gelir.

Tanim 3.1.3: (X, M, *) KM-bulanik metrik uzay1 asagidaki kosullar1 sagliyorsa bu
bulantk  metrik  uzaya  gigli =~ KM-bulantkk  metrik  uzay  denir.
Herx,y,z € Xves,t> 0 i¢in

M(x,y,t) * M(y,z,t) < M(x,z,t)
veya denk olarak
M(x,y,t) * M(y,z,8) < M(X,z, max{t,s}) dir (Gregori ve dig., 2010).

Aksi belirtilmedikce verilen oOzellikler hem KM-bulanik metrik uzaylar hem de
GV-bulanik metrik uzaylar i¢in gecerlidir.

Lemma 3.1.4: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay olmak iizere her x,y € X igin
M(x, y, -): (0,0) = [0,1] azalmayandir (Grabiec, 1998).

Ispat: 0 < t < s icin M(x,y,t) > M(X,y,s) oldugunu varsayalim. Bu durumda,
M(X,y.t) * M(y,y,s-t) < M(x.y,s) < M(x,y,t) olur.
M(y,y,s-t) = 1 oldugundan M(x,y,t) < M(x,y,t) elde edilir. Bu ise geliskidir.

Omek 3.1.5: X=R ve = t-norm her abe[0,1] igin axb=ab olsun.
M:RX R X (0,0) - (0,1] doniisimii her xyeX ve te(0,0) igin
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1

[x-yl
et

M(x,y,t) =

seklinde tanimlansin. Bu durumda (R,M,*) bir GV-bulanik metrik uzaydir.

Bu 6rnekte R yerine herhangi bir X kiimesi, |x — y| yerine de X {izerinde taniml
herhangi bir d metrigi alindiginda (X,M,*) yine GV-bulanik metrik uzay olmaktadir.
Ayrica, a*pip b =min{a,b} t-normu aldiginda (RM,*i,) GV-bulanik metrik

uzaydir (George ve Veeramani, 1994).

Omek 3.1.6: (X,d) bir metrik uzay ve x t-normu her ab€[0,1] igin
axb=ab (ya da axb=min{ab}) olsun. My:XxXxR* - [0,1] doniisiimii
herk,m,n € R* ve x,y € X igin

kt?

My(x,y, 1) = kt+md(x, y)

seklinde tanimlansin. Bu durumda (X,Mg,*) bir bulanik metrik uzaydir (George ve
Veeramani, 1994).

Uyar1 3.1.7: Yukaridaki ornekte her metrik uzaydan bir bulanik metrik uzay elde

edilebilecegi gosterilmektedir. Ozel olarak k = m = n = 1 alinirsa,

t
t+d(x, y)

Md(X> Y, t) = (31)
seklinde tanimlanan My bulanik metrigine d metrigi tarafindan iiretilen standart

bulanik metrik denir (George ve Veeramani, 1994).

Uyart 3.1.8: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay olmak {izere her zaman

t
t+d(x,y)

M(x,y,t) = olacak sekilde X iizerinde bir d metrigi olmasi gerekmez (George

ve Veeramani, 1994).

Omek 3.1.9: X=N ve * t-normu her ab€[0,1] icin a*b=ab olsun.
M:N x N x R* - (0,1] doniisiimii her x,y € N igin
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, XSy
M(x,yt) =

Eoll S Sl

, YX

seklinde tamimlansin. Bu durumda (N,M,x) bir GV-bulanik metrik uzaydir.

t
t+d(x,y)

Fakat M(x,y,t) = olacak sekilde N iizerinde tanimli hi¢bir d metrigi yoktur

(George ve Veeramani, 1994).

Tanim 3.1.10: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay, x € X ve (x,), X de bir dizi olsun.
Eger lim,_,, M(x,, X, t) = 1 oluyorsa (x,) dizisi x noktasina yakinsaktir denir. Bu

durum x,—x ile gosterilir. Yani,
X=X & Ve>0icinI ng € N: Vn > nyicin M(x,,,%xp,t) >1—¢
dir (Grabiec, 1988).

Tanim 3.1.11: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay ve (x,), X’de bir dizi olsun.
Her ne€ N, p>0 ve t>0 i¢in lim, o M(Xpsp, X, t) = 1 ise (x,) dizisine bir
G-Cauchy dizisi denir (Grabiec, 1988).

Tanim 3.1.12: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay olsun. Eger X’deki her G-Cauchy
dizisi bu uzaydaki bir noktaya yakinsak ise bu uzaya G-tam bulanik metrik uzay

denir (Grabiec, 1988).

Uyart 3.1.13: (R,My,*) standart bulanik metrik uzayr G-tam degildir (George ve
Veeramani, 1994).

Omek 3.1.14: R iizerindeki d metrigi d(x,y) =|x—y| ve =* siirekli

t-normu her a,b € [0,1] igin a * b = ab olmak tizere (R, My,*) standart bulanik metrik
uzay olsun. R’de, S;:=1+ % + % + - +% seklinde bir (S,) dizisini ele alalm. Her
p > 0 i¢in

t

HSwpSil 1 (21) + (k) +-+ ()

My (Spip,Snst)=
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dir. Dolayistyla lim, ., Mg(Sy+p.Spot) = 1 olur. Bu durumda (S,) dizisi (R, My,*)

bulanik metrik uzayinda bir G-Cauchy dizisidir.

Simdi de R’nin bulanik metrik uzaylarda tam oldugunu varsayalim. Bu durumda

(S,) G-Cauchy dizisi en az bir x€R noktasina yakinsaktir yani

lim,,_,., M4(S,,x,t) = 1 dir. Buradan limn_,wﬁ = 1 dolayisiyla

lim,_,,|S, — x| = 0 elde edilir. Boylece (R,d) metrik uzayinda (S,) dizisi x’e
yakinsak olmalidir. Ancak R’de (S,) dizisi yakinsak bir dizi degildir. Bu ise bir
celigkidir. Sonug olarak R bulanik metrik uzaylarda G-tam degildir (George ve
Veeramani, 1994).

R’nin tam bulanik metrik uzay olmasi i¢in George ve Veeramani, Cauchy dizisi

tanimini asagidaki gibi vermislerdir.

Tanim 3.1.15: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay ve (x,), X’de bir dizi olsun. Her
nm €N ve t> 0 i¢in limy o, M(X,, Xy, £) = 1 is€ (x,,) dizisine bir M-Cauchy

dizisi denir (George ve Veeramani,1994).

Tanim 3.1.16: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay olsun. Eger X’deki her M-Cauchy
dizisi bu uzaydaki bir noktaya yakinsak ise bu uzaya M-tam bulanik metrik uzay

denir (Gregori ve Sapena, 2002).

Onerme 3.1.17: ( X, d ) bir metrik uzay ve (X,Mg,*) bir standart bulanik metrik uzay
olsun. (X,My,*) bulanik metrik uzayinin M-tam olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

( X, d ) metrik uzayinin tam olmasidir (George ve Veeramani, 1994).

Sonug 3.1.18: Tanim 3.1.21°ye gore R, M-tam bulanik metrik uzay olur (George ve
Veeramani, 1994).

Ispat: (R,M,) bir bulanik metrik uzay ve (x,), R’de bir M-Cauchy dizisi olsun. Bu
durumda € > 0, t > 0 i¢in n,m = n, iken M(x,, X,;, t) > 1 — € olacak sekilde bir

no € N vardir. Buna gore her n=n, igin M(X,,Xp,t) >1—¢ olur. Yani
X, € B(xno,a,t) dir. A = {xno,xn0+1,xn0+2, } olarak alinirsa A C B(xno,a,t) olur. Yani

A sinirhdir. B = {xl,xz,...,xno_l} olsun. B sonlu oldugundan sinirhidir. (x,) = AUB
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oldugundan (x,) simirhdir. Bolzano-Weierstrass Teoremine gore R nin sonsuz
elemanli sinirlt her alt kiimesinin en az bir yi1gilma noktasi vardir. Kabul edelim ki x,
(xn) dizisinin bir yigilma noktast olsun. Bu durumda x, —x olacak gekilde
(xnk) C (x,) alt dizisi vardir. x, —x oldugundan her 0<r<1 igin
n =n; iken x, € B(xrt) olacak sekilde bir n; € N vardir. Buradan her

0<r<1 igin ng =n; iken M(x x,t) > 1 —r olacak sekilde n; € N bulunur.

ng >

n, = maks {ngy, n; } olsun. Her n > n, i¢gin
M(x,,x,2t) = M(xn,xnk,t) * M(xnk,x,t) >(1-g)*(1—-r)

dir. Ayrica €¢>0 ve re€ (0,1) igin (1—¢€)*(1—r)<1—s olacak bi¢imde
s € (0,1) vardir. Ayrica 2t = t' denirse M(x,.,x,t) > 1 —s yani x, € B(x,s,t) olur.

Buna gore x,—x bulunur. Béylece R, M-tam bulanik metrik uzaydir.

Tanim 3.1.19: (X, M, *) bulanik metrik uzayinda her dizi yakinsak bir alt diziye
sahip ise bu uzaya kompakt bulanik uzay denir (Grabiec, 1988).

3.2. Bulamk Metrik Topoloji ve Ozellikleri
Tanim 3.2.1: (X, M, *) bir bulanik metrik uzay, x € X, r € [0,1] ve t > 0 olsun.
B(x,r,) = {y eX|M(x,y,t) > 1 -1}

seklinde tanimlanan kiimeye x merkezli r yarigaplh acik yuvar denir (George ve
Veeramani, 1994).

Tanim 3.2.2: (X, M, *) bir bulanik metrik uzay ve A € X olsun. Her a € A igin
B(a, r,t) € A olacak sekilde r € [0,1] varsa A kiimesine acik kiime denir (George ve
Veeramani, 1994).

Teorem 3.2.3: (X, M, *) bulanik metrik uzaymda her agik yuvar bir a¢ik kiimedir

(George ve Veeramani, 1994).

Ispat: x€ X, r€(0,1), t>0 ve y€B(x,r,t) olsun. B(x,r,t)’nin tanimindan
yEBX,r,t) ise Mkxyt)>1—-r dir. M(kxyt)>1—-r oldugundan
M(x,y,tp) > 1 —r olacak bigimde t, € (0,t) vardir. ry = M(X,y,t;) olsun.
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ro = M(x,y,tp) > 1 —r oldugundan ry > 1—s>1—r olacak bi¢gimde s € (0,1)
vardir. Ayricary > 1 — s oldugundan ry * r; = 1 — s olacak sekilde r; € (0,1) vardir.
Simdi B(y,1—r,t—t) acik yuvarini g0z Oniine alalim.
B(y,1—ry,t—ty) € B(x, 1, t)’dir. Gergekten, z€B(y,1—r,t—t) ise
M(y,zt-ty) > 1 — (1 —1;) =1, dir.

M(x,z,t) = M(X,y,tg) * M(y,z,t-to) Srp*x1rp=21—s>1—r1

oldugundan z € B(x,r,t) elde edilir. Boylece B(y,1 —r,t—ty) € B(x,r,t) dir.
Bu durumda B(x, r, t) agik kiimedir.

Teorem 3.2.4: (X, M, *) bir bulanik metrik uzay olsun.
tT={ACX|herx € AiginB(x,r,t) S Aol.sekt > 0ver € (0,1) vardir }
seklinde tanimlanan t ailesi X {izerinde bir topolojidir. (George ve Veeramani, 1994).

Ispat: @ €t ve X € 1 oldugu aciktir. Aj,Ay,As,...,A, €T olsun. N, A; =0 ise

i1 Aj Etdur. NL; Ay # @ vex € NL; A olsun. Bu durumda her i = 1,2, ..., n i¢in
X € A; ve A; €t oldugundan her i=1,2,..,n i¢in B(x,r,t) € B(x,1;,1) C A;
olacak bigimde r; € (0,1) ve t > 0 vardir. O halde, B(x, r,t) € NI, A; elde edilir.
Yani N, A; € tdir.

{A;}ier © 1 iken UigA; € T oldugunu gorelim. U;eiA; = X ise UjgrA; € T oldugu
agiktir. x € UjerA; olsun. Bu durumda x € A, olacak sekilde en az bir iy € I vardir.
A, € T oldugundan B(x,r,t) € A;, olacak bi¢imde r € (0,1) ve t>0 vardr.
Aj, € UijgiA; oldugundan B(x,r,t) € UjgA; olur. O halde UjgA; €T dir.

Boylece t, X {izerinde bir topolojidir.

Teorem 3.2.5: (X, M, *) bir bulanik metrik uzay, x € X ve 1, M bulanik metrigi

tarafindan {iretilen bir topoloji olsun. Bu durumda,

E(x) = {B (X, i, l) |n = 1,2,...}

n

ailesi x noktasinin komsuluk tabanidir (George ve Veeramani, 1994).
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Ispat: N, x’in bir komsulugu olsun. Komsuluk tanimindan x € U © N olacak sekilde

en az bir U c X agik kiimesi vardir. U € X agik oldugundan B(x, r, t) € U olacak

sekilde r € (0,1) ve t > 0 vardur. i <rve i < t olacak sekilde n € N secelim. Bu
11 . 1o .
durumda B (x, = H) c B(x,r,t) elde edilir. Ger¢cekten z € B (x, - ;) iken
M (x,z, i) >1- i >1-—r olur. M (x,z, ﬁ) * M (Z,Z,t- i) < M(x,z,t) ve
1 5 1
M (Z,Z,t- ;) =1 oldugundan M (x,z, ;) < M(x,z,t) bulunur. Ayrica
M (x,z, i) >1-—r esitsizliginden M(x,zt) >1—r dir. Dolayisiyla
z € B(x, 1, t) dir. Boylece B (x, %, i) c B(x,r,t) € U c N olur. Sonug olarak E(x)

kiimesi x noktasi i¢in bir komsuluk tabanidir.

Sonug 3.2.6: Teorem 3.2.5’e gore (X, 1) topolojik uzay: birinci sayilabilir uzaydir
(George ve Veeramani, 1994).

Teorem 3.2.7: Her GV-bulanik metrik uzayir bir Hausdorff uzayidir (George ve
Veeramani, 1994).

Ispat: (X, M, ) bir bulanik metrik uzay ve x,y € X (x#y) olsun. x#y oldugundan
0 < M(x,y,t) < 1 dir. r =M(x,y,t) olarak alinirsa her ry € (r,1) i¢in 1| *r; =1,
esitsizligini saglayan bir r; € (0,1) bulunur. B(x,l-rl,%t) ve B(y,l-rl,%t) acik

yuvarlari1 ele alalm. B (x,l-rl,%t) NnB (y,l-rl,%t) =@ dir. Aksi takdirde

ZEB (x,l-rl,%t) NB (y,l-rl,%t) ise

1 1
r=M&xyt) =M (x,z,zt) * M (x,z,§t> S kT =19 >T
elde edilir. Bu ise bir celiskidir. Sonu¢ olarak x,y € X (x#y) i¢in
B (x,l-rl,%t) NnB (y,l-rl,%t) =@ dir. Yani (X, M, *) bulanitk metrik uzayr bir

Hausdorff uzayidir.

t
t+d(x,y)

Teorem 3.2.8: (X, d) bir metrik uzay, My(x,y,t) = ve My, X flizerinde bir

standart bulanik metrik olsun. d metrigi tarafindan iiretilen topoloji t4 ile My standart
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bulanik metrigi tarafindan iiretilen topoloji Ty, ¢akisiktir. Yani 14 = 1y, dir (George

ve Veeramani, 1994).

Ispat: 14 C Ty, oldugunu gostermek igin her x€X ve her r>0 igin
By, (x,1,t) € By(x,r) olacak sekilde bir r € (0,1) ve t> 0 oldugunu gosterelim.
r'=tJrr—r ve y € By, (x,r,) olsun. Bu durumda My(xy,t) >1—r1 elde edilir.
t t

>
t+d(x,y) t+r

Dolayistyla My(x,y,t) > i olup elde edilir. Buradan d(x,y) <r dir.

Sonug¢ olarak y € By(x,r) elde edilir. Yani By, (x,r,t) € By(x,r) dir.

Ty, €Ty oldugunu gdstermek igin her x € X, her t>0 ve her r € (0,1) igin

By(x,r) € By d(x,r',t) olacak sekilde bir r > 0 oldugunu gosterelim. r = ;Trr olsun.

t

>1—r elde edilir. Yani
t+d(x,y)

y € By(x,r) igin d(x,y) <= dir. Buradan

My(x,y,t) >1—r dir. Dolaysiyla y € By, (x,r,t) dir ve buradan da

By(x,r) € By, (x,r,t) oldugu sonucuna varilir.
3.3. Bulanik Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Tanim 3.3.1: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay ve T:X—X bir doniisim olsun.
Her x,y € X ve t > 0 i¢in

M(Tx,Ty,kt) = M(x,y,t) (3.2)

olacak sekilde bir k € (0,1) mevcut ise T doniisiimiine bulanik daralma doniigimii
denir (Grabiec, 1988), (Sehgal ve Bharucha-Reid, 1972).

Teorem 3.3.2: (KM-Bulantk metrik uzaylarda Banach daralma teoremi)
(X,M,*) bir G-tam KM-bulanik metrik uzay olmak iizere her x,y € X igin
lim_,, M(x,y,t) = 1 olsun. T:X—X bulanik daralma doniisimii ise bir tek sabit
noktas1 vardir (Grabiec, 1988).

=T'x olsun. Her neN ve t>0 igin

[spat: x€X ve (%) oy =

M (X, Xpe1.Kt) = M(X,Xl,k%l) oldugu tlimevarim yontemi ile kolaylikla gosterilir.

Ayrica p € Z7 igin
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t t
M(xn,xn+p,t) =M (xn,xnﬂ,g) *...xM (xn+p_1,xn+p,l—)>
t t
=M (X,xl,@) * L% M(x,xl,ﬁ)
elde edilir. Hipotezden lim, M (x,xl, p—lt(n) =1 oldugundan

HmM(Xy.Xpp:t) = 1 bulunur. O halde, (x_) bir Cauchy dizisidir. (X,M,*) G-tam

n—oo

bulanik metrik uzay oldugundan (x ) dizisi yakimsaktir ve lim,_,, x, =y olacak

sekilde y € X vardir. Bu durumda,

t t t t
M(TYaY9t) =M (TY9Xn+1 s 5) * M (Xn+1 Y E) =M (TY:TXm 5) * M (Xn+l A E)

t t
= M(y,xn,ﬁ> * M(xnﬂ,y,z) =>1x1=1
elde edilir. Buradan M(Ty,y,t) =1 bulunur. Sonu¢ olarak y € X, T’nin sabit

noktasidir. Simdi ise sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. Bunun i¢in y ve z’nin

T’nin birbirinden farkli iki sabit noktas1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
t t t
1 > M(z,y,t) = M(Tz,Ty,t) > M (Z,y, E) =M (Tz,Ty, E) >M (z,y, k—z)
t n—-oo
=2 M(z,y,k—n) —1

olur. Boylece z =y oldugu elde edilir. Yani T doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi

vardir.

Tanim 3.3.3: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay ve T:X—X bir doniisiim olsun.
Her x,y € X (x#y) ve t > 0 i¢in

M(Tx,Ty,t) > M(x,y,t) (3.3)
ise T doniisiimiine Edelstein bulanik daralma doniisiimii denir (Grabiec, 1988).

Uyarn 3.3.4: Her bulanik daralma doniistimii ayn1 zamanda Edelstein bulanik daralma

doniistimiidiir (George ve Veeramani, 1994).

Teorem 3.3.5: (KM-Bulanik metrik uzayda Edelstein bulanik daralma teoremi)

(X,M,*) bir kompakt KM-bulanik metrik uzay ve her x,y€ X igin
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M(x,y,"):[0,0) — [0,1] siirekli olsun. T:X—X doniisimii Edelstein bulanik

daralma doniistimii ise bir tek sabit noktasi vardir (Grabiec, 1988).

Ispat: x € X ve her n € N i¢gin x, # x,,; olacak sekilde x,, = T"x iterasyon dizisi
olsun. (X,M,*) kompakt uzay oldugundan (x_) dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardur.
(x,,) alt dizisi ve y € X bu alt dizinin limiti olsun. y,Ty € {x,.:n; € N} oldugunu
varsayallm. T  Edelstein ~ bulanik  daralma  doniisiimii  oldugundan
M(Txni,Ty,t) > M(xni,y,t) dir. M(x,y,") stirekli oldugu icin
lim,, ., M(Txni,Ty,t) = lim, _,,, M(XIli ,y,t) = 1 olur. Boylece lim,, _,,, Tx,, = Ty dir.
Benzer  sekilde  lim, ., T?x, = T’y elde edilir. Her t>0 igin
M (X, TXp,,t) < M(Txp,, T7%g,,t) < oo < M(Tx,, ToX0t) < o0 < 1.

Buradan {M(xni,Txni,t)} ve {M(Txni,szni,t)} dizilerinin ayni
noktaya yakinsadigi goriliir ve her t>0 icin
M(y,Ty.t) = M(lim Xn, ,T(limxni),t) = limM(xni,Txni,t)

= imM(Txy,, T*xy,,t) = M(limTx,, imT?x,,,t) = M(Ty, T?y,t)

elde edilir. Ty # y oldugunu varsayarsak M(y,Ty,t) < M(Ty,T?y,t) olur. Bu ise bir

celigkidir. Boylece y € X, T doniisiimiiniin bir sabit noktasidir. Sabit noktanin tekligi

Teorem 3.3.2°nin ispatina benzer sekilde gosterilir.

Tanim 3.3.6: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay ve T:X—X bir doniisiim olsun.
Her x,y € X vet > 0 i¢cin

1 1
M(Tx,Ty,0 1<k (M(x,y,t) - 1) (3.4)

olacak sekilde bir k € (0,1) mevcut ise T donlisimine GS-bulanik daralma

dontisiimii denir (Gregori ve Sapena, 2002).

Tamm 3.3.7: (X,M,x) bir bulanik metrik uzay ve (x ), X’de bir dizi olsun.

Hern e Nvet > 0icin

1 1
M(Xp+1.Xp+2,t) —1sk (M(xn,xnﬂ,t) - 1) (35)
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olacak sekilde bir k € (0,1) mevcut ise (x) dizisine GS-bulanik daralan dizi denir

(Gregori ve Sapena, 2002).

Uyart 3.3.8: Her t> 0 i¢cin M(x,y,t) > 0 sartim1 saglayan KM-bulanik metrik
uzayinda her GS-bulanik daralma doniisiimii aym1 zamanda Edelstein bulanik

daralma doniistimiidiir (Gregori ve Sapena, 2002).

Fakat bu ifadenin tersi her zaman dogru degildir. Asagidaki ornekte Edelstein
bulanik daralma doniisiimii olup GS-bulanik daralma doniisiimii olmayan bir

doniisiim 6rnegi verilmistir.

Omek 3.3.9: M:N X N x (0,00) — [0,1] déniisiimii her x,y €N ve t> 0 icin

, XSy
M(x,y,t) =

ET Al SR B

, Y=X

seklinde tanimlansin. Bu durumda (N,M,") bir KM-bulanik metrik uzaydir.
Tx = x + 1 doniisiimii Edelstein bulanik daralma doniisimiidiir fakat GS-bulanik

daralma doniisiimii degildir (Mihet, 2007).

Onerme 3.3.10: T:X—X bir déniisiim olsun. T d6niisiimiiniin bir k sabiti ile d metrigi
tarafindan tiretilen (X,My,*) bulanik metrik uzay iizerinde GS-bulanik daralma
doniistimii olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul T doniisiimiiniin yine ayn1 k daralma
sabiti ile (X, d) metrik uzayinda bir daralma doniisiimii olmasidir (Gregori ve
Sapena, 2002).

Onerme 3.3.11: (X, d) bir metrik uzay, (X,Mg,*) standart bulanik metrik uzay ve
(x,), X’de bir dizi olsun. (x ) dizisinin (X, d) metrik uzayinda daralan dizi olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul (x ) dizisinin (X,My,*) standart bulanik metrik uzayinda

GS-bulanik daralan dizisi olmasidir (Gregori ve Sapena, 2002).

Teorem 3.3.12: (GV-Bulanik metrik uzayda GS-bulanik daralma teoremi)
(X, M, *) GS-bulanik daralan dizilerin M-Cauchy dizisi oldugu bir GV-bulanik
M-tam metrik uzay ve T:X—X bir GS-bulanik daralma doniisiimii olsun. Bu

durumda T doéniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir (Gregori ve Sapena, 2002).
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Ispat: x € X ve her n €N igin x, = T"x iterasyon dizisi olsun. T, GS-bulanik

daralma doniisiimii oldugundan

1 -t __r
M(xp,Xp+1,t) -1= M(Txn,Txn_l,t) 1<k (M(Xn,xn_l,t) 1)

dir. Buradan (x,) dizisinin bulanik daralan dizi oldugu goriiliir. Hipotezden (x,)
dizisi bir M-Cauchy dizisidir. (X,M,*) M-tam bulanik metrik uzay oldugundan (x )
yakinsaktir  ve lim,_ ., M(x,,y,t) =1 olacak sekilde y € X vardir. Simdi

y noktasinin T donilisiimiiniin sabit noktasi oldugunu gosterelim. T doniisiimii

GS-bulanik daralma doniisiimii oldugundan

1
M A S
M(Tx,,Ty,t) M(X,,Y,t)

—1 -0 olur. Buradan

esitsizligini saglar. n — oo iken limit alinirsa
M(xn,y;t)

M(x,,y,t) = 1 elde edilir. Dolayisiyla lim,_,, Tx, = lim,_,, x,+; = Ty oldugu
goriiliir. Boylece Ty =y elde edilir. Sabit noktanin tekligini gostermek igin
y ve z’nin T’nin birbirinden farkli iki sabit noktasi1 oldugunu kabul edelim. Bu

durumda,

1 1
o - )
M(y.zt) M(Ty,Tzt) M(y.zt) 1)=k M(Ty,Tzt)

Skz( —1)3---3181 —-1 0
M(y.z,1) Mazp Vi

elde edilir. Boylece M(y,z,t) = 1 olup y = z oldugu goriiliir.

Sonug 3.3.13: (X,Mgy,*) bir tam standart GV-bulanik metrik uzay ve T:X—X bir
GS-bulanik daralma doniisiimii olsun. Bu durumda, T doniisiimiiniin bir tek sabit

noktas1 vardir (Gregori ve Sapena, 2002).

Teorem 3.3.2°deki daralma kosulu ile verilen Banach daralma teoremi GV-bulanik
metrik uzaylarda da verilebilir fakat G-Cauchy tanimi M-cauchy tanimindan daha
zay1f oldugu i¢in Teorem 3.3.2°deki kosullar GV-bulanik metrik uzaylarda Cauchy

dizisi insa etmek igin yeterli degildir. Bu daralma kosulu ile GV-bulanik metrik
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uzaylarda Banach daralma teoremini ifade edebilmek icin bazi ek kavramlar

gereklidir.

Notasyon: (X,M,*) GV-bulanik metrik uzayinda her x,y € X ve her t;>0
i=12.) i¢cin MEyt)*MXyt) *..* M(X,y,t,) * ... sonsuz g¢arpimi
[1i2, M(x,y.t;) ile gosterilsin.

Tanim 3.3.14: (tn)neN pozitif reel sayilar dizisi olsun. Her m = m, igin

tn, + 1 <t olacak sekilde m, € N mevcut ise bu diziye s-artan dizi denir (Gregori
ve Sapena, 2002).

Teorem 3.3.15: (GV-Bulanik metrik wuzayda Banach daralma teoremi)

(X,M,) bir tam GV-bulanik metrik uzay, (t ), X’de s-artan bir dizi olsun ve

asagidaki iki kosuldan biri saglansin.
i) Her € > 0 igin [],5,, M(x,y,t,) > 1 — € olacak sekilde ny € N vardir.
i) * t-norm her a,b € (0,1] igin a x b = ab iken [[,>,, M(X,y,t,) yakinsaktir.

Eger T:X—X donilistimii bulanik daralma doniisiimii ise T 'nin bir tek sabit noktasi

vardir (Gregori ve Sapena, 2002).

Teorem 3.3.16: (KM-Bulanitk metrik uzayda GS-bulanik daralma teoremi)
(X,M,*) bir G-tam KM-bulanik metrik uzay ve T:X—X doniisimii GS-bulanik
daralma doniisiimii olsun. Bu durumda, T doniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir

(Gregori ve Sapena, 2002).

Tanim 3.3.17: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay ve (x ), X’de bir dizi olsun.

lim,,_,., M(x,xp,t) = 1 olacak sekilde bir t > 0 mevcut ise (x ) dizisi x’e nokta

yakinsaktir (p-yakinsak) denir ve x, L x olarak ifade edilir (Mihet, 2007).
Uyan 3.3.18: Her yakinsak dizi p-yakinsaktir fakat tersi her zaman dogru degildir.

Asagidaki 6rnekte p-yakinsak olup yakinsak olmayan bir dizi verilmistir.
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Ormnek 3.3.19: X = {(x,) [n € N}U{1}, (%) (0,90)°de bir dizi ve (x,) 7 1 olsun.

Hernm € Nvet > 0 i¢in

M (X, Xp,t) = 1; M(1,1,0) = 1; M(Xp,Xpm,t) = min{xp,Xp,} ve
_ (min{x,,t}, 0<t<1
M(Xnalat) - { Xn) t> 1

seklinde tanimlansin. * t-normu a * b = min{a,b} iken (X,M,*) bir bulanik metrik
uzaydir. limn_,wM(xn,l,% ) =% oldugundan (x ) dizisi yakinsak degildir. Fakat

lim,_,,, M(%,,1,2 ) = 1 oldugu igin (x_) 1’e p-yakinsaktir (Mihet, 2007).

Teorem 3.3.20: (X,M,*) bir GV-bulanik metrik uzay ve T:X—X doniisiimii
GS-bulanik daralma doniisiimii olsun. x € X i¢in x, = T"x iterasyon dizisinin

X noktasina p-yakinsak olan bir alt dizisi mevcut ise T doniisiimiiniin bir tek sabit

noktas1 vardir (Mihet, 2007).

Asagidaki ornekte Teorem 3.3.20°nin KM-bulanik metrik uzaylar i¢in gegerli

olmadig1 gosterilmistir.

Ornek 3.3.21: X=N ve * t-normu her ab € [0,1] i¢in a*b = min{a,b} olsun.
M:X X X X [0,00) = [0,1] doniisiimii her x,y € X (x#y) ve t > 0 i¢in

0, t=20
M(x,yt) =4 1—2"mnkxy}  g<t<1
1, t>1

seklinde tamimlansin. Bu durumda (X,M,x) bir KM-bulanik metrik uzaydir.
Tx = x + 1 seklinde tanimlanan T doniisiimii GS-bulanik daralma doniistimiidiir ve
her x € X ve t>1 i¢in lim,_, M(T"x,1,t) = 1 oldugundan x, = T"x iterasyon
dizisi 1’e p-yakinsar. Fakat 1, T’nin sabit noktas1 degildir (Mihet, 2007).

Tanim 3.3.22: {:[0,1] - [0,1] siirekli, azalmayan ve her s € (0,1) igin y(s) > s
kosulunu saglayan bir fonksiyon, ¥ de bu sartlar1 saglayan tiim { fonksiyonlarinin
smift olsun. (X,M,*) bir KM-bulanik metrik uzay ve y € ¥ olmak iizere
T:X—X doniisiimii her x,y € X ve t > 0 i¢in
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M(x,y,t) > 0 iken M(Tx,Ty,t) = P(M(x,y,t)) (3.6)

kosulunu sagliyor ise T doniisiimiine bulanik y-daralma doniisiimii denir (Mihet,

2008).

Tanim 3.3.23: (X,M,*) bir KM-bulanik metrik uzay ve (x ), X’de bir dizi olsun.
Her n € N ve t > 0 igin M(X,11,Xpi0,t) = IIJ(M(xn,an,t)) kosulu saglaniyorsa (x,)
dizisine bulanik y-daralan dizi denir (Mihet, 2008).

Uyari 3.3.24: Her k € (0,1) i¢in y: [0,1] — [0,1] doniistimii, Y, = qu(%t) seklinde
tanimlansin. Bu durumda, Y, € W’dir ve her bulanik {5 -daralma doniistimii bir

GS-bulanik daralma doniisiimiidiir (Mihet, 2008).

Teorem 3.3.25: (X,M,*) bir M-tam giiclii KM-bulanik metrik uzay ve T:X—X bir
bulanik -daralma doniisimii olsun. Her t> 0 i¢in M(x,Tx,t) > 0 kosulunu

saglayacak sekilde bir x € X mevcut ise T doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi vardir

(Mihet, 2008).

Uyari 3.3.26: Teorem 3.3.25’in ispatiyla (X,M,*) giigli KM-bulanik metrik uzayinda
her t > 0 igin M(xXy,X;,t) > 0 kosulunu saglayan her (x_) bulanik {-daralan dizinin

M-Cauchy dizisi oldugu sonucuna vartlir.

Teorem 3.3.27: (X,M,*) KM-bulanik metrik uzayr her t> 0 i¢in M(x,y,t) > 0
kosulunu saglasin. T:X—X doniisiimii bir bulanik y-daralma doniisiimii ise T ’nin en

fazla bir tane sabit noktasi vardir (Mihet, 2008).

Teorem 3.3.28: (X,M,*) M-tam giigli KM-bulanik metrik uzayr her t > 0 igin
M(x,y,t) > 0 kosulunu saglasin. T:X—X dontisimii bir bulanik -daralma
dontistimii ise T nin bir tek sabit noktas1 vardir (Mihet, 2008).

KM-bulanik metrik uzaylarda her GS-daralma doniisiimiiniin sabit noktasi yoktur.
Bunun i¢in GS-daralma kosulundan daha gii¢lii bir kosula ihtiya¢ oldugunu Mihet
(2004) gostermistir.

Tanim 3.3.29: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay ve T:X—X bir doniisiim olsun.
Her x,y € X ve t > 0 i¢in
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M(x,y,t)
M(x,y,t)+k(1-M(x,y,t))

M(Tx,Ty,t) > (3.7)

olacak sekilde bir k € (0,1) mevcut ise T doniisiimiine kesin B-daralma doniisiimii

denir (Radu, 2002).

Teorem 3.3.30: (X,M,*) M-tam KM-bulanik metrik uzay ve buradaki * t-normu
Ty (a,b) = max{a + b — 1,0} (Lukasiewicz t-norm) olmak {izere *> T esitsizligini
saglasin. (X,M,*) bulanik metrik uzayinda her kesin B-daralma doniistiimiiniin sabit
noktaya sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her x € X ve t> 0 igin
M(x,Tx, t) > 0 olmasidir (Radu, 2002).

Uyar1 3.3.31: Yukaridaki teoremde *=> Ty esitsizligi yerine siirekli bir * t-normu
alimirsa GV-bulanik metrik uzayda kesin B-daralma doniisiimiiniin bir tek sabit

noktasi oldugu sonucu elde edilir (Mihet, 2004).

Tanim 3.3.32: Asagidaki kosullart saglayan «:(0,1) - (0,1) fonksiyonuna

karsilastirma fonksiyonu denir.
i) birebir ve artan bir dontisiimdiir,
ii) HerA € (0,1) i¢in @(A) < A dir.

Kesin B-daralma doniisimiinden daha genel bir daralma kosulu asagidaki gibi

verilmistir.

Tanim 3.3.33: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay, ¢ karsilastirma fonksiyonu ve
k € (0,1) olsun. T:X—X déniisiimii her x,y € X, t > 0 ve A € (0,1) i¢in

M(x,y,t) > 1 — A iken M(Tx,Ty,kt) > 1 — @A)
kosulunu sagliyorsa T doniisiimiine (¢y)-B daralma doniisiimii denir (Mihet, 2001).
Ornek 3.3.34: (X, d) metrik uzay olsun.

_ (0, t<d(xy)
M(X’y’t) - {1, t> d(X,Y)
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seklinde tanimlanan bulanik metrik ile (X,M,*) KM-bulanik metrik uzaydir.
T:X—X doniisimi (X,d) metrik uzaymda Banach daralma doniisiimi

olmak tizere hert > 0 ve A € (0,1) i¢in

MEyt) >1-A=>MExyt) =1=dxy) <t=
d(Tx,Ty) < kt = M(Tx,Ty,kt) = 1 = M(Tx,Ty.kt) > 1 — @(A).

Boylece (X, d) metrik uzayinda Banach daralma kosulunu saglayan her doniisiim

(X,M,*) KM-bulanik metrik uzayinda (¢y)-B daralma doniisiimiidiir (Mihet, 2004).

kA
1-A+kA

Ornek 3.3.35: @A) = seklinde tanimlanan fonksiyon da bir karsilagtirma

fonksiyonudur. ¢ artan ve @(A) < A oldugundan (1 —A)(1 — k) > 0 dir. Ayrica her

A

oo, dir. O halde

A € (0,1) i¢in @(t) = A denkleminin tek ¢6ziimii t =

M(x,y,t)

Mx,y,t) >1—-a e M(xy.0+K(1-M(x.y.0)

>1-¢(a)

dir. T:X—X doniisiimii kesin B-daralma doniisimii ise M(Tx,Tykt) > 1 — @(a)
elde edilir. Yani her kesin B-daralma donisiimii (¢y)-B daralma dontisimiidiir
(Mihet, 2004).

Onerme 3.3.36: (X,M,x) M-tam GV-bulanik metrik uzayinda her kesin B-daralma
dontisiimiiniin bir tek sabit noktast vardir (Mihet, 2004).

Tanim 3.3.37: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay, {: (0,1] — (0,1] artan bir doniisim
ve her A € (0,1] i¢in lim,_,,, ™ (A) = 1 olsun. Her x,y € X ve t > 0 igin

M(x,y,t) > 0 iken M(Tx,Ty,t) = W(M(x,y,t))
saglaniyorsa T:X—X doniisiimiine zayif B-daralma doniisiimii denir (Mihet, 2004).

Uyarn 3.3.38: Her GS-bulanik daralma doniisiimii bir zayif B-daralma doniistiimiidiir
(Mihet, 2004).

Teorem 3.3.39: (X,M,*) bir G-tam KM-bulanik metrik uzay ve x € X olsun.
Her t > 0 i¢in T doniisiimii bir zayif B-daralma doniisiimii ise sabit noktas1 vardir

(Mihet, 2004).

42



Teorem 3.3.10’da (X,M,*) GS-bulanik daralan dizilerin M-Cauchy dizisi oldugu
M-tam GV-bulanik metrik uzaylarda T:X—X doniigiimii bir GS-bulanik daralma
doniisimii ise T’nin bir tek sabit noktaya sahip oldugu ifade edilmisti. Fakat her
GS-bulanik daralan dizi M-Cauchy olmadigindan n = (0,1] — [0, o0) 6rten ve kesin
azalan fonksiyonlarinin ailesi H ile daralma kosulu tanimlanmis ve bu teoremdeki

kosullar giiclendirmistir (Wardowski, 2013).

Onerme 3.3.40: (X,M,*) bulanik metrik uzay, 1 € H ve (x,), X’de bir dizi olsun.
Her t> 0 igin limnﬁmn(M(xn,x,t)) =0 oluyorsa (x ) dizisi x € X noktasina
yakisaktir (Wardowski, 2013).

Onerme 3.3.41: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay, n € H ve (x,), X’de bir dizi olsun.

€>0 ve t>0 olmak ilizere her nm > ny € N igin n (M(Xm,Xn,t)) < ¢ olacak

sekilde ny € N mevcut ise (x_ ) dizisi M-Cauchy dizisidir (Wardowski, 2013).

Tanim 3.3.42: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay, n € H ve T:X—X bir doniisim

olsun. Her x,y € X ve t > 0 i¢in

n (M (Tx,Ty,t)) < kn(M(x,y,t)) (3.8)

olacak sekilde bir k € (0,1) mevcut ise T doniigiimiine bulanik H'-daralma
dontistimii denir (Wardowski, 2013).

Tanim 3.3.43: (X,M,*) bir bulanik metrik uzay, n € H ve (x ), X’de bir dizi olsun.

Hern € Nvet > 0 i¢in

n(M(XnH >Xn+2at)) < kT] (M(Xnaxnﬂ ,t)) (39)

olacak sekilde bir k € (0,1) mevcut ise (x ) dizisine bulamk H'-daralan dizi denir

(Wardowski, 2013).

Uyar1 3.3.44: Her bulanik H-daralma donilisimii bir bulanik Edelstein daralma
dontistimidir (Wardowski, 2013).
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Ornek 3.3.45: s € (0,1] icin n(s) =§— 1 alinirsa T:X—X bulanik H'-daralma

dontigimii her x,y € X ve t> 0 icin bir GS-bulanik daralma doniisiimii olur

(Wardowski, 2013).

Teorem 3.2.46: (X,M, *) M-tam bulanik metrik uzay, n € H ve T:X—X bulanik
H -daralma doniisiimii olsun. Asagidaki kosullar saglaniyorsa T doniistimii bir tek

sabit noktaya sahiptir (Wardowski, 2013).

(i) Herx € X,k € Nvet; \v 0 olmak iizere her (t;) dizisi igin [T&; M(x,Tx,t;)#0 ;
(ii) Her r,s € {M(x, Tx,t) [ x € X,t > 0} iginr*s > 0 ise n(r *s) < n(r) + n(s);
(iii) Her x € X ve t; N 0 olmak tizere her (t;) dizisi i¢in {M(x,Tx.t;) | i € N} kiimesi

smirlidir.
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4. KISMI BULANIK METRIiK UZAYLAR

Bu boliimde Sedghi ve dig. tarafindan 2015 yilinda tanimlanan kismi bulanik metrik
uzay yapisi tanitilacaktir. Daha sonra kismi bulanik metrik uzaydan topolojik uzay
iretilerek sayilabilirlik ve ayirma aksiyomlar1 gibi bazi 6zellikleri incelenecektir.
Son olarak kismi bulanik metrik uzaylar ilizerinde elde ettigimiz bazi sabit nokta

teoremlerine yer verilecektir.
4.1. Kismi Bulamk Metrik Uzay Tanim ve Temel Ozellikleri

Tanim 4.1.1: X bostan farkli bir kiime, = siirekli bir t-norm ve

F:XxXx(0, ) — [0,1] asagidaki kosullar1 saglayan bir doniisiim olsun.
(PFM1) Her x,y € X vet > 0 igin x = y © F(x,x,t) = F(x,y,t) = F(y,y,t) dir.
(PFM2) Her x,y € X ve t > 0 i¢in F(x,x,t) = F(x,y,t) > 0 dir.

(PFM3) Her x,y € X ve t > 0 i¢in F(x,y,t) = F(y,x.t) dir.

(PFM4) Her x,y,z € X ve t,s > 0 i¢in

F(x,y, max{t,s}) * F(z,z, max{t,s}) = F(x,y,t) * F(y,z,s) dir.

(PFM5) Her x,y € X igin F(x,y, -): (0,0) — [0,1] stireklidir.

Bu durumda (F,*) ikilisine X {izerinde kismi bulanik metrik ve (X,F,*) tgliisiine

kismi bulanik metrik uzay denir (Sedghi ve dig., 2015).

Eger F(x,y,t) =1 ise (PFM1) ve (PFM2) kosullarindan x =y elde edilir. Fakat
x =y ise F(x,y,t) degeri 1 olmayabilir. Ayrica (PFM4) kosulunda s = t alinirsa,

F(x,y,t) *F(z,z,t) = F(x,y,t) * F(y,zt)
elde edilir.

Omek 4.12: X=R ve her ab€[0,1] icin a*b=min{a,b} olmak iizere
F:RX R X (0,0) - [0,1] doniisimi her xy€eX ve t>0 igin

e t X=y

Floy0 = {1/36_t X#y
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seklinde tanimlansin. (PFM1)-(PFM3) kosullarimin saglandigi acgiktir. (PFM4)

kosulunun saglandigini gosterelim. s < t olmak iizere x,y,z € R ve x # z olsun.

X#EyVey #zise

—in{lat I =l 1 et ot
F(x,z,t) * F(y,z,s) = min {3 e”,ze S} = e’ =min {3 e Le }
= F(x,y, max{t,s}) * F(z,z, max{t,s}) dir.

X=yVey#zise

F(x,zt) * F(y,z,s) = min {% e‘t,ie‘s} = %e"‘ < min{e, e"}

= F(x,y, max{t,s}) * F(z,z, max{t,s}) dir.

X#yvey=zise

F(x,z,t) * F(y,z,s) = min {% et e_s} = %e_t < min 8 et e_t}

= F(x,y, max{t,s}) * F(z,z, max{t,s}) dir. Boylece (PFM4) elde edilir. F’nin
tammmindan  F(x,y, -), (0, 0) tizerinde  slirekli  bir  doniisimdiir.

Yani (X,F,*) bir kismi bulanik metrik uzaydir.

Uyar 4.1.3: Her gii¢lii bulanik metrik uzay bir kismi bulanik metrik uzaydir, fakat

tersinin her zaman dogru olmasi gerekmez.

Ornek 4.1.4: 1) (X, p) bir kismi metrik uzay ve her a,b € [0,1] i¢in a *x b = ab olmak

izere her x,y € X i¢in

t

Byt = (4.1)

sekilde tanimlanan F,:XxXx(0,00) — [0,1] déniisiimii X {izerinde bir kismi bulanik

metriktir ve standart kismi bulanik metrik olarak isimlendirilir. (Sedghi ve dig.,

2015).

2) (X,p) bir kismi metrik uzay ve her ab € [0,1] icin a*b=ab olmak

izere her x,y € X i¢in

_p&xy)

. (xyt) =e ¢ (4.2)
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sekilde tanimlanan F, :X>Xx(0, o) — [0,1] doniisiimii X tizerinde bir kismi bulanik

metriktir (Sedghi ve dig., 2015).

Burada p(x.y) = max{x,y} alinirsa (F;,*) ve (F, ,*), X lizerinde birer kismi bulanik

metrik iken bulanik metrik degildir (Sedghi ve dig., 2015).

3) (X,M,*) bir bulanik metrik uzay ve (X,F,*) bir kismi bulanik metrik uzay olsun.

Bu durumda her x,y € X igin

Fy(xy,t) = M(x,y,t) * F(x,y,t) (4.3)

seklinde tanmimlanan Fy;:XxXx(0,00) — [0,1] dontsimii de bir kismi bulanik

metriktir.
4) (X,M,*) bir bulanik metrik uzay ve a € (0,1) olsun. Bu durumda her x,y € X i¢in
Fy(xy,t) = M(x,y,t) *a (4.4)

seklinde tanimlanan kismi bulanik metrige bulanik metrikten iiretilen kismi bulanik

metrik denir (Sedghi ve dig., 2015).
Asagidaki lemmada kismi bulanik metrikten kismi metrik tiretilmistir.

Onerme 4.1.5: (X,F,*x) bir kismi bulanik metrik uzay ve her ab € [0,1] igin
a*b = ab olsun. p:XxX — R* doniistimii her x,y € X ve k € (0,1) i¢in

1
p(x.y) = sup ¢ 1) Jp, log, (F(x.y.0) dt (4.5)
olsun. Bu durumda p, X tizerinde bir kismi metriktir (Sedghi ve dig., 2015).

Teorem 4.1.6: (X,F,*) kismi bulanik metrik uzay olsun. * siirekli t-normu her
a,b,c € [0,1] i¢in a*xb <axc iken b <c kosulunu sagliyorsa her xy € X i¢in
F(x,y, ) : (0,0) — [0,1] azalmayan bir doniisimdiir (Sedghi ve dig., 2015).

Ispat: Her x,y,z € X ve t,s > 0 igin (PFM5) kosulundan

F(xy,s) * F(y,zt) < F(x,y, max{t;s}) * F(z,z, max{t,s})
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elde edilir. t > s ve z = y olsun. O halde,

F(x,y,s) * F(y,y,t) < F(x,y,t) * F(y,y,t)

olur. Boylece F(x,y,s) < F(x,y,t) elde edilir. Bu ise F(x,y,-): (0,00) — [0,1]

doniisiimiinlin azalmayan oldugunu gosterir.

Kismi bulanik metrik uzaylarda, bulanik metrik uzaylardan farkli olarak her x,y € X
icin F(x,y,) :(0,0) - [0,1] doniisimii her zaman azalmayan bir doniisiim

degildir. Ornek 4.1.5°te verilen kismi bulanik metrik azalan bir doniisiimdiir.

Tanim 4.1.7: (X,F,*) bir kismi bulanik metrik uzay, x € X ve (x ), X’de bir dizi

olsun. Eger lim,,_,,, F(x,x,,t) = F(x,x,t) oluyorsa (x_) dizisi x noktasina yakimsaktir

F
denir ve x, = x seklinde gosterilir (Sedghi ve dig., 2015).

Tanim 4.1.8: (X,F,*) bir kismi bulanik metrik uzay ve (x ), X’de bir dizi olsun. Eger
limy, o F(Xp,Xm,t) Meveut ise (x_ ) dizisine Cauchy dizisi ad1 verilir. Her t > 0 igin
limy, e F(Xp,Xm,t) =1 oluyorsa (x ) dizisine 1-Cauchy dizisi denir (Sedghi ve dig.,

2015).

Tanim 4.1.9: (X,F,*) bir kismi bulanik metrik uzay olsun. Eger X’deki her Cauchy
(1-Cauchy) dizisi bu uzaydaki bir noktaya yakinsak ise (X,F,*) kismi bulanik metrik
uzayina bir tam (1-tam) kismi bulanik metrik uzay denir (Sedghi ve dig., 2015).

Bu tanimlardan acgik¢a goriiliiyor ki her 1-Cauchy dizisi ayn1 zamanda Cauchy dizidir

ve her tam kismi bulanik metrik uzayi 1-tam kismi bulanik metrik uzaydir.

Uyart 4.1.10: Kismi bulanik metrik uzaylarda bulanik metrik uzaylardan farkli
olarak, yakinsak her dizinin bir Cauchy dizisi olmas1 ve bir tek limit noktasi olmasi

gerekmez (Sedghi ve dig., 2015).

Omek 4.1.11: X=R* ve her abe€[0,1] igin axb=ab olmak iizere
F,:X*xXx(0,00) — [0,1] déniisiimii her t > 0 ve x,y € X i¢in

t
t+max{x,y}

F,(x,y,t) =
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olsun. F,, R* iizerinde kismi bulanik metriktir. (R*,Fp,*) kismi bulamk metrik
uzayinda (x )= (1,2,1,2..) dizisi, her x =2 i¢in lim, ., F(x,x,,0) = F(x,x,t)
oldugundan yakinsaktir. Bu dizinin yakinsadii noktalarin kiimesini L(x ) ile
gosterilirse L(x ) = {x € X[ x, = x} = [2,00) dir. Buradan (x_) dizisinin limitinin
tek olmadigr goriiliir. Ayrica limy, . F(Xp,Xp,t) mevcut olmadigindan (x ) bir

Cauchy dizisi degildir (Sedghi ve dig., 2015).

Lemma 4.1.12: (X,F,*) bir kismi bulanik metrik uzay ve x,y € X olmak iizere (x,),

X’de x ve y noktalarina yakinsak bir dizi olsun. Her a,b,c € [0,1] iginaxb <a=xc¢
iken b < ¢ ve lim,_,,, F(x,x,,t) = F(x,x,t) = F(y,y,t) ise x =y dir (Sedghi ve dig.,
2015).

Ispat: F(x,y,t) * F(Xp,Xp,t) = F(x,x,,t) * F(y,x,,t) esitsizliginde n — oo limit alinirsa
F(x,y,t) * F(x,x,t) = F(x,x,t) * F(y,y.t) elde edilir. Buradan
F(x,y,t) = F(y,y,t) ve (PFM3) kosulundan F(y,y,t) = F(x,y,t) dir. Boylece
F(y,y,t) = F(x,y,t) olur. Benzer sekilde F(x,x,t) = F(x,y,t) oldugu elde edilir. Bu
durumda (PFM2) den x = y dir.

Tamm 4.1.13: (X,F,*) bir kismi bulanik metrik uzay, x € X ve (x ), X’de
x noktasina yakinsak bir dizi olsun. Eger her y € X i¢in lim,,_,,, F(x,,y,t) < F(x,y,t)
ise F’ye X {lizerinde iistten yar siirekli denir (Sedghi ve dig., 2015).

Onerme 4.1.14: (X, p) bir kismi metrik uzay ve (X, F,, *) bir standart kismi bulanik

metrik uzay olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.

i) (x,) dizisinin (X, F, *) kismi bulanik metrik uzayinda yakinsak olmasi igin gerek

ve yeter kosul (x ) dizisinin (X, p) kismi metrik uzayinda yakisak olmasidir.

i) (x,) dizisinin (X, F,,, *) kismi bulanik metrik uzaymda Cauchy dizisi olmas1 i¢in
gerek ve yeter kosul (x ) dizisinin (X,p) kismi metrik uzayinda Cauchy dizisi

olmasidir.

i) (X, F,, *) kismi bulanik metrik uzaymin tam olmasi igin gerek ve yeter kosul

(X, p) kismi metrik uzaymin tam olmasidir. Ayrica,
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liInn—>c>o p(XnaX) = liInn,m—mo p(Xme) = p(X’X) <

limy, o, Fp(Xp.X,0) = 1imy, o0 Fy (Xp,Ximst) = Fp(x,x,1) dir.

Ispat: i) x € X olsun.

F
(%) Sxe lim,, ., Fy(xp.x,0) = Fy(x,x,t) ©

t
t+p(xp,X) t+p(x X)

hmp(xn,x) =p(x,x) © (x,) Bx dir.

lim,_,,

i) (x,) dizisi (X,F,,*) uzaymmda bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda

limy, o0 Fy (Xp.Xm,t) meveuttur. Buradan,

t t

lim F,(X;,Xpm,t i

e ( n>Sm ) m—>00t+p(Xn,Xm) t+ lim p(XnaXm)
n,m—o0

Bu ise lim p(x,,xy,) degerinin meveut oldugunu ifade eder. Bdylece (x ) dizisi
n,m—oo

(X, p) uzayinda bir Cauchy dizisidir. Tersi de benzer sekilde elde edilir.

iii) (X, Fp, *) tam kismi bulanik metrik uzay ve (x ) dizisi (X, p) kismi metrik
uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. O halde (x ) dizisi (X,F, ) kismi bulamk metrik
uzayinda da Cauchy dizisidir. (X, Fp, *) tam oldugundan (x_) dizisi (X, F,,*) de
yakinsaktir. i)’den (x ) dizisi (X, p) kismi metrik uzaymda da yakmsak olur. Bu

sebeple (X,p) kismi metrik uzayr tamdir. Tersi de benzer sekilde elde edilir.

Limitlerin denkligi ise F, nin tanimindan kolaylikla elde edilir.

Lemma 4.1.15: (X, F, ) bir kismi bulanik metrik uzay, x € X ve (x ), X’de
lim,_,, F(x,x,,t) = lim,_,, F(x,,,X,,,t) = F(x,x,t) olacak sekilde bir dizi olsun. Her
abc€[0,1] i¢cin axb<axc iken b<c ise her yeX igin
lim,_, F(x,,y,t) =F(x,y,t) dir (Sedghi ve dig., 2015).

Teorem 4.1.16: (X, F, *) bir kismi bulanik metrik uzay ve her x,y,z € X igin
F(x,y, -): (0,00) — [0,1] azalmayan bir doniisiim olsun.

1, X=y

F(x,y,t), xX#vy (4.6)

MGxy0) = |

50



seklinde tanimlanan M:XxXx(0, ) — [0,1] doniisiimii X iizerinde bir bulanik
metriktir. Ayrica (X, F, *) bulanik metrik uzaymin tam olmasi igin gerek ve yeter

kosul (X, F, *) kismi bulanik metrik uzaymin 1-tam olmasidir.

Ispat: (GV1),(GV2),(GV3),(GV5) kosullarinin saglandig1 kolaylikla elde edilir.

Burada sadece (GV4) kosulunun saglandigin1 gosterecegiz.
x,y,z € X olsun. Eger x =y = z ise (GV4) elde edilir.

Eger x #y # z ise,
M(x,y,) * M(y,z,8) = F(x,y,t) * F(y,2,8) < F(x,z, max{t,s}) * F(y,y, max{t,s})
< F(x,z,max{t,;s}) < F(x,z,t +s) = M(x,z,t+s).

Egerx # yvex = z ise,
< F(x,x,max{t,s}) * F(y,y, max{t,s}) < 1 = M(x,z,t+s).

Egerx # yvey = z ise,
M(x,y,0) * M(y,z,8) = F(x,y,t) * 1 = F(x,y,t)
< F(x,z,tt+s) = M(X,z,t+s)

elde edilir. Boylece (X,F,*) bir bulanik metrik uzaydir.

(X,M,*) tam bulanik metrik uzay ve (x ) dizisi (X,F,x) kismi bulamk metrik
uzaymda 1-Cauchy dizisi olsun. O halde limy, ;;, ., F(x,,Xp,t) = 1 dir. Her n # m i¢in
X, #Xy, oldugunu kabul edersek limy ;. M(XpXy,t) =1 olur.  Boylece
(x,) dizisi (X,M,x) bulamk metrik uzayinda Cauchy dizisidir. (X,M,x) tam
oldugundan (x ) dizisi (X,M,x) da yakinsaktir. Yani lim, ., M(x.x,,t) =1
olacak sekilde x €X mevcuttur. M(x,x,t) = 1 oldugundan
lim,_, F(x,x,,t) = 1 = F(x,x,t) esitligi elde edilir. Boylece (X,F,*) kismi bulanik

metrik uzay1 1-tamdir.

Simdi (X,F, *) kismi bulanik metrik uzaymnin 1-tam oldugunu kabul edelim.
(x,) dizisi (X,M,*) bulamk metrik uzaymda Cauchy dizisi olsun. O halde
limy, oo M(Xp,Xp,t) = 1 dir. Burada limy, 5,00 F(Xp,Xm,t) = 1 olur ki bu da (x)
dizisinin (X,F, *) kismi bulanik metrik uzayinda 1-Cauchy oldugu anlamma gelir.
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(X,F, *) 1-tam oldugundan (x,) dizisi (X,F,*) da yakinsaktir. Yani
lim,_,, F(x,x,,t) = 1 = F(x,x,t) olacak sekilde x € X mevcuttur. Buradan
lim,,_,,, M(x,xp,t) = 1 elde edilir. Bdylece (x) dizisi (X,M,) da yakinsaktir. Sonug

olarak (X,M,*) bulanik metrik uzaymin tam oldugu goriliir.
Tanim 4.1.17: (X,F,*) bir kismi bulanik metrik uzay olsun.

1) Her x € X ve X’de bir (x ) dizisi igin lim,_,,, F(x,x,,t) = F(x,x,t) iken her y € X
icin lim,_,, F(x,,y,t) = F(x,y,t) oluyorsa (X,F, *) kismi bulanik metrik uzayina
dizisel yakinsak denir.

2) Her x € X ve X’de (x) ve (y,) dizileri i¢in lim,_,,, F(x,x,,t) = F(x,x,t) ve
lim,_,, (F(yn,xn,t) - F(yn,yn,t)) =0 iken Ilim,_,, F(x, n,t) = F(x,x,t) oluyorsa

(X,F, *) kismi bulanik metrik uzayina p-dizisel yakinsak denir.

3) Her x € X ve X’de bir (x) dizisi igin lim, o, (F(x,x,,t) = F(xy.%,,1)) = 0 iken
lim,_,,, F(x,x,,t) = F(x,x,t) oluyorsa (X,F, *) kismi bulanik metrik uzayma dizisel

simetrik denir.

4) a = inf{F(x,x,t)|x € X} olsun. Her x,y € X (x # y) i¢in F(x,y,t) < a saglaniyorsa

(X,F, *) kismi bulanik metrik uzayina 6z-sinirl denir.

Tanim 4.1.18: Her x € X ve X’de bir (x ) dizisi igin lim,_,, F(x,xp,t) = F(x,x,t)
iken  limy_,(F(x,Xp,t) = F(XpXp)) =0 veya  buna  denk  olarak
lim,_,, F(X,,X,,t) = F(x,x,t) oluyorsa (X,F,*) kismi bulanik metrik uzayina

metrik-benzeri denir.
4.2. Kismi Bulanik Metrik Topoloji ve Ozellikleri

Tanim 4.2.1: (X,F, ) bir kismi bulanik metrik uzay, x € X, t > 0 ve € € (0,1) olmak

luzere
Br(x,e,t) = {y € X | F(x,y,t) > F(x,x,t) — €}

seklinde tanimlanan kiimeye x merkezli € yaricapli agik yuvar denir.
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Dikkat edilirse, hert > 0 ve € € (0,1) i¢cin X € Bg(x,¢,t) dir.

Teorem 4.2.2: (X,F, xy) bir kismi bulamik metrik uzay ve =y t-normu her
a,b € [0,1] i¢in a*y b = min{a,b} olsun. B = {Bp(x,&,t)|x € X, € € (0,1), t > 0}
kiimesi X iizerinde bir topoloji icin tabandir. Bu sekilde iiretilen topolojiye kismi

bulanik metrik topoloji denir ve 15 ile gosterilir. Ayrica (X,tg) bir T;-uzayidir.

Ispat: Her €€ (0,1) igin x € Bp(x,&t) oldugundan X = U,exBp(x,,t) dir.
Simdi €6 € (0,1] ve t> 0 icin Bg(x,et) ve Bgr(y,0,t) keyfi acik yuvarlar ve
z € Bp(x,£,t)NBg(y,8,t) olsun. Bp(zm,t) € Br(x,&,t)NBg(y,8,t) olacak sekilde en az
bir n € (0,1] oldugunu gosterelim. z € Bg(x,€,t) NBg(y,5,t) oldugundan

F(x,z,t) > F(x,x,t) — € ve F(y,z,t) > F(y,y,t) — &

dir.

n = min{F(z,z,t) — F(x,x,t) + €, F(z,z,t) — F(y,y,t) + 6} ve € Bp(zn,t) olsun.
Bu durumda,

F(x,w,t) = F(x,w,t) %y F(z,z,t) = F(x,z,t) *p F(w,z,t)

= (Fx,x,t) — &) *m (F(z,z,t) =)

dir. Eger F(z,z,t) — F(x,x,t) + € < F(z,z,t) — F(y,y,t) + 8 ise

F(x,w,t) = (F(x,x,t) — €) *y F(z,2,t) — (F(z,z,t) — F(x,x,t) + €)
> (F(x,x,t) — €) * (F(x,x,t) —€) = F(x,x,t) — €

olur. Eger F(z,z,t) — F(y,y,t) + 6 < F(z,z,t) — F(x,x,t) + € ise

F(x,w,t) = (F(x,x,t) — €) *\ F(z,z,t) — (F(z,z,t) — F(y,y,t) + )
= (F(X,X,t) - 8) *M (F(ysyst) - 6)
> (F(x,x,t) — €) *p (F(x,x,t) — &) = F(x,x,t) — €

olur. Buradan w € Bg(x,e,t) elde edilir. Benzer sekilde w € Bg(y,6,t) oldugu

kolaylikla  elde edilir.  Boylece w € Bp(x,e,t;)NBg(y,0,t1)  dir.  Yani

Br(zn,H) CBg(x,e,t )NBp(y,8,t;) dir. Bu durumda agik yuvarlarin  kiimesi,

Tr topolojisi igin bir tabandir.

Simdi (X,tr)’nin T;-uzay1 oldugunu gostermek igin X # y oldugunu kabul edelim.

Bu durumda F(x,x,t) > F(x,y,t) dir. Her €€ (0,1) i¢in x € Bg(x,&t) dir.
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Eger € = F(x,x,t) — F(X,y,t) se¢ilirse y € Br(X,&,t) olur. Benzer sekilde her § € (0,1)
icin y € Br(y,8,t) dir ve § = F(y,y,t) — F(x,y,t) segilirse x € Bp(y,5,t) dir. Bu ise

(X,tr) ’nin bir T;-uzay1 oldugunu gosterir.

Lemma 4.2.3: (X,F, *y) bir kismi bulanik metrik uzay ve her x,y € X igin
F(x,x,t) = F(y,y,t) olsun. Her ¢6€(0,1) ve t>0 igin y € Bp(x,et) ise
BF(y,S,t) c BF(X,S + S,t) dII’

Ispat:  z€Bg(y,5,t) olsun. Bu durumda F(zy,t) > F(y,y,t) — &  dur.
F(y,y,t) = F(x,y,t) oldugundan F(zy.,t) > F(x,y,t) — 6 > F(x,x,t)—e—6 dir.
F(x,z,t) = F(x,z,t) *m F(y,y,t) = F(x,y,t) *m F(z,y,t)

> (F(x,x,t) — €) *u F(z,y,t) > (F(x,x,t) — € — 8) * (F(x,x,t) — € —0)
=Fxxxt)—e—2§6

olur. Buradan z € Bg(x,e + 6,t) dir. Yani Bg(y,8,t) € Bg(x,e + 6,t) dir.

Teorem 4.2.4: (X, F, %) bir kismi bulanik metrik uzay ve (X,tr) bu kismi bulanik

metrigin iirettigi topolojik uzay olsun.

i) (X, t¢) topolojik uzay1 bir Ti-uzayidir, yani her A c X i¢in A’nin tiirev kiimesi
2

d(A), (X, 1¢)’de kapalidir.

i) (X, 1¢) topolojik uzaymin T,-uzay1 olmasi igin gerek ve yeter kosul her x,y,z € X

icin inf,ex {F(x,x,t) — F(x,z,t) + F(y,y,t) — F(y,z,t)} > 0 olmasidir.

Ispat: i) A © X olmak iizere d(A)’nin kapali oldugunu ispatlamak i¢in x € X olmak
tizere d({x})’in kapali oldugunu gostermek yeterlidir. x € X keyfi olsun. Eger
y € d({x}) ve x #y ise en az bir e € (0,1) ve t> 0 i¢in Br(y,&,t) N {x} = @ dir.
Her z € Bi(y,&,t) i¢in Bg(y,et), z’nin bir agik yuvandir ve Bg(y,et) N {x} =0
oldugundan z ¢ d({x}) dir. Buradan d({x})’in tiimleyeni agiktir. Yani d({x})
kapalidir. Dolayisiyla d(A) kapalidir. Boylece (X, t¢) bir T% -uzayidir.

i) (X,tp) T,-uzayr olsun. Bu durumda her x,y€ X (x#y) ve t>0 igin
Br(x,e,t) N Be(y,e,t) = @ olacak sekilde en az bir £€(0,1) vardir. Yani
F(x,z,t) > F(x,x,t) — € ve F(y,z,t) > F(y,y,t) — € esitsizliklerini ayn1 anda saglayacak
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bir z € X yoktur. Buradan F(x,x,t) — F(x,z,t) + F(y,y,t) — F(y,z,t) = € dir. Yani
inf,ex{F(x,x,t) — F(x,z,t) + F(y,y.,t) — F(y,z,t)} > 0 olur.

Simdi (X,t¢) T,-uzay1 olmadigini kabul edelim. Bu durumda her € > 0 ve t > 0 igin
Br(x,e,t) N Br(y,e,t) # @ olacak sekilde x,y € X (x #y) elemanlar vardir.

1 . , :
z € Br(x,&,t) N Bp(y,e,t) olsun. g, = —,ne€ N olmak iizere z’ye yakinsayan bir

Z, € Bp(x,&,t) N Be(y,e,t) dizisi vardir. Buradan

inf,ex{F(x,x,t) — F(x,2,t) + F(y,y,t) — F(y,z,t)} < % olur. Boylece infimum degerinin

sifira esit oldugu goriiliir. Bu ise bir ¢eliskidir.

Teorem 4.2.5: (X, F, *y) bir kismi bulanik metrik uzay, (X, tz) bu kismi bulanik

metrigin rettigi topolojik uzay, x,y € X ve (x ), X’de bir dizi olsun.

i) (X,1p) topolojik wuzaymnin T,-uzayr olmasi igin gerek ve yeter kosul

lim,_,,, F(x,x,,t) = F(x,x,t) ve lim,_,,, F(x,,y,t) = F(y.y.t) iken x = y olmasidir.

i) lim,_,,, F(x,,x,t) = F(x,x,t) iken her y€EX icin
lim,_,,, F(x,,y,t) = F(x.y,t) oluyorsa (X,tr) topolojik uzay1 T,-uzayidir.

Ispat: i) (X,tp) topolojik uzayr T,-uzayi1 ve €€ (0,1) olsun. Eger
lim,_,,, F(x,,x,t) = F(x,x,t) ise her n > n, ve t > 0 i¢in x, € Bp(x,&,t) olacak sekilde
ny € N mevcuttur. Benzer sekilde lim,_,., F(x,,y,t) = F(y,y,t) ise her n>n; ve
t>0 igin x, €Bgp(y,gt) olacak sekilde n; €N  mevcuttur. Yani
n = max{ny,n;} i¢in Bg(x,&,t) N Bp(y,e,t) # @ dir. (X,1p) T,-uzayr oldugundan
x = ydir.

(X, Tp) ’nin T,-uzay1 olmadigin1 varsayalim. Bu durumda her € € (0,1) ve t > 0 i¢in
Br(x,&,t) N Br(y,e,t) = @ olacak sekilde Xy EX(X#Y) vardir.
Br(x,&,t) N Br(y,e,t) # @ oldugundan x, € Bp(x,&,t) N Be(y,e,t) olacak sekilde bir
dizi vardir. x, € Bp(x,et) oldugu igin lim,_, F(x,,x,t) = F(xx,;t) dir.
Xp € Br(y,&,t) oldugu igin lim,_,, F(x,,y,t) = F(y,y,t) dir. Hipotezden x =y dir.
Bu ise bir geligkidir.
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i) x ve y, (x,) dizisinin limitleri olsun. Bu durumda lim,,_,., F(x,,x,t) = F(x,x,t) ve
lim,_,, F(x,,y,t) = F(y,y,t) dir. Hipotezden lim,_,, F(x,,x,t) = F(x,x,t) iken
lim,_,,, F(x,,y,t) = F(x,y,t) ve lim,_,,, F(x,,y,t) = F(y,y.t) iken
lim,_,, F(x,,x,t) = F(y,x,t) dir. Boylece F(x,x,t) = F(x,y,t) = F(y,y,t) olur.
(PFM2)’den x = y elde edilir. 1)’den (X,tr) nin T,-uzay1 oldugu goriiliir.

Sonug 4.2.6: (X,F, ;) bir kismi bulanik metrik uzay olsun. F(x.y, -): (0,0) — [0,1]
azalmayan bir doniistim ise bu kismi bulanik metrikten tretilen (X,tz) topolojik

uzay1 T,-uzayidir.

Lemma 4.2.7: (X,F, *y) bir kismi bulanik metrik uzay ve (X,t¢) bu kismi bulanik

metrigin iirettigi topolojik uzay olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
i) (X,tp) topolojik uzay1 birinci sayilabilir uzaydir.

i) A c X ve xy € X olsun. Her t > 0 i¢in F(x(, A,t) = sup{F(x(,x,t)| XxEA} kiimesi
tammlansn. Bu durumda a €A olmast igin gerek ve yeter kosul

F(a,A,t) = F(a,a,t) olmasidir.

Ispat: i) Her x € X igin {B (x,%,%) | neE N+} kiimesi sayilabilir komsuluk tabani

oldugu i¢in (X,t5) birinci sayilabilir uzaydir.

ii) a € A olmasi igin gerek ve yeter kosul her £ € (0,1) icin Bg(a,e,tH)NA = @
olmasidir. O halde F(a,x,t) > F(a,a,t) —€ olacak sekilde x€ A vardir.
e > F(aat) — F(ax,t) de buradan sup{F(a,a,t) — F(a,x,t)| x€EA} = 0,
F(a,a,t) —sup{ F(a,x,t)| x€A} = 0 elde edilir. Yani sup{F(ax,t)| x€EA}=F(a,a,t)
olur. Boylece F(a,A,t) = F(a,a,t) oldugu goriliir.

Teorem 4.2.8: (X,F, ) bir kismi bulanik metrik uzay ve (X,tz) bu kismi bulanik
metrigin Urettigi topolojik uzay olsun. Eger her x;y€X ve t>0 igin
F(x,x,t) = F(y,y,t) ise (X,tr) topolojik uzayinin ikinci sayilabilir olmast i¢in gerek ve

yeter kosul (X,1r) nin ayrilabilir olmasidir.

Ispat: Ikinci sayilabilir her uzay ayrilabilir oldugu i¢in (X,tz) ayrilabilir iken ikinci

sayilabilir oldugunu gostermek yeterlidir. A, X’in sayilabilir yogun bir alt kiimesi,
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x € X ve B = {Bp(a,et)| a€A, e € Q N (0,1),t € Q*} olsun. B nin (X,tp) icin taban
oldugunu gosterelim. y € Bp(x,&,t) olsun. Bu durumda
F(x,y,t) > F(x,x,t) — € dur. § < £ + F(x,y,t) — F(x,x,t) olacak sekilde § € Q* olsun.
Eger yEA ise Br(y,8,t) € Br(x,&,t) dir. yE&A olsun.
A yogun oldugundan her t > 0 igin lim,_,, F(x,,y,t) = F(y,y,t) olacak sekilde bir
(x,) €A mevcuttur. Buradan her t>0 icin

lim,_,,, F(x,,y,t)=lim,_,,, F(x,,Xx,,t)=F(y,y,t) dir. ny € N olmak iizere her n > n,

icin F(x,.y,t) > F(x,.x,,t) — g dir. Boylece her m = n, icin

y € Bg (Xm,g,t) dir.
F(Xm,X,t) = F(Xm,X,t) *M F(yay’t) *M F(Xm’yot) *M F(Xayat)

> (F(xm,xm,t) — g) sy (F(x,x,t) — €) = (F(x,x,t) — €) * (F(x,x,t) — €) oldugundan

Xm € Br(x,e,t) dir. Boylece By (xm,g,t) C Bg(x,&,t) dir. Sonug olarak B’nin (X,t5)

icin bir taban oldugu goriiliir.
4.3. Kismi Bulanik Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda kismi bulanik metrik uzayda Sedghi ve dig. tarafindan elde edilen sabit
nokta teoremleri verilecek ve ardindan Banach, Edelstein, GS-daralma ve -daralma

doniisiimleri ile sabit nokta teoremleri elde edilecektir.

Notasyon: (X,F,*) bir kismi bulanik metrik uzay ve @+ S < X olsun.
Or(S.,t) = inf{F(x,y,t)| xEX} olarak tamimlansin. (X,F, *) kismi bulanik metrik
uzayda A, = {Xp,Xps15 - } 1610 1,(t) = 3p(A,,t) olsun. Her n € N igin r,,(t) sonludur,
(rn(t)) dizisi azalmayandir ve r,(t) — r olacak sekilde r € [0,1] vardir. Ayrica her
k1 > n igin r,(t) < F(xy,xp,t)’dir. y:[0,1] - [0,1] azalmayan, siirekli bir dontisiim
olmak  lizere  her s €[0,1) icin  y(s) >s  kosulunu saglasin.
¢:[0,1] x [0,1] x [0,1] x [0,1] - [-1,1], azalmayan ve F((u,u,u),v) <0 iken
v > y(u) kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. Bu sartlar1 saglayan ¢

fonksiyonlarmin kiimesi @ ile gosterilecektir.
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Teorem 4.3.1: (X,F, *) bir tam kismi bulanik metrik uzay, ¢ € ® ve F, X iizerinde

istten yari stirekli bir fonksiyon olsun. T:X — X doniistimii her x,y € X i¢in
O(FCy,0,F(Tx,x,0,F(Tx,y,0) F(Tx,Ty,)) < 0 (4.7)

sagliyorsa T doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi vardir ve T bu noktada siireklidir

(Sedghi ve dig., 2015).

Sonug 4.3.2: (X,F, *) bir tam kismi bulanik metrik uzay, m € N ve ¢ € ® olsun.

T:X — X doniistimii her x,y € X icin
O(F(x,y,),F(T™x,x,8),F(T™x,y,t),F(T"x,T"y,t)) < 0 (4.8)

sagliyorsa T™ déniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir ve T™, bu noktada siireklidir

(Sedghi ve dig., 2015).

Sonu¢ 4.3.3: (X,F,*) bir tam kismi bulantk metrik uzay olsun.

T:X — X doniisiimii her x,y € X i¢in
F(Tx,Ty,t) = y(min{F(x,y,t),F(Tx,x,0),F(Tx,y,)}) (4.9)

sagliyorsa T donilistimiiniin bir tek sabit noktasi vardir ve T bu noktada siireklidir

(Sedghi ve dig., 2015).
Asagidaki 6rnek Sonug 4.3.3’1i gerceklemek iizere verilmistir.

Omek 43.4: X=R* ve = t-normu axb=ab olsun. F:XxXx(0,0) — [0,1]

doniistimii her x,y € X ve t > 0 igin

_max{x,y}

F(x,y,t) = e t

seklinde tanimlansin. Bu durumda (X,F, *) bir kismi bulanik metrik uzaydir.

Her x € X i¢in T:X —» X doniisimii T(x) =§ ve v:[0,1] = [0,1] déniisimii de

1
v(s) = sz seklinde tanimlansin. Bu durumda T doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi

vardir (Sedghi ve dig., 2015).
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Sonu¢ 4.3.5: (X,F,*) bir tam kismi bulanik metrik uzay ve m € N olsun.

T:X — X doniistimii her x,y € X icin
F(T"x,T"y,t) = y(min{F (x,y,0),F(T"x,x,1),F(T"x,y,)}) (4.10)

ise T doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi vardir ve T™ bu noktada siireklidir (Sedghi

ve dig., 2015).

Sonug 4.3.6: (X, F, *) bir tam kismi bulanik metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim

olsun. k,m,n € R* ve k + m + n = 1 olmak iizere,

F(Tx,Ty,t) = \/ kF (x,y,t)+mF(Tx,x,t)+nF(Tx,y,t) (4.12)

Saglaniyorsa T doniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir ve T bu noktada siireklidir

(Sedghi ve dig., 2015).

Tanim 4.3.7: (X, F, *) bir kismi bulanik metrik uzay ve T:X — X bir doniigiim olsun.

1) Her x,y € X ve t > 0 i¢in
F(Tx,Ty,kt) = F(x,y,t) (4.12)

olacak sekilde en az bir k € (0,1) mevcut ise T doniisiimiine kismi bulanik daralma

doniistimii denir.

2) Herx,y € X (x #y) vet > 0 igin

F(Tx,Ty,t) > F(x,y,t) (4.13)
saglaniyorsa T doniistimiine kismi bulanik Edelstein daralma doniisiimii denir.

3) Her x,y € X ve t > 0 igin

L 1<k(==-1) (4.14)

F(Tx,Ty.t) - F(x,y,t) -

olacak sekilde en az bir k € (0,1) mevcut ise T doniisiimiine kismi bulanik

GS-daralma doniisiimii denir.
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Tanim 4.3.8: (X,F, *) bir kismi bulanik metrik uzay ve (x,), X’de bir dizi olsun.
Hern e Nvet > 0 i¢in

! 1< k(; 1) (4.15)

F(Xn+l »Xn+2 7t) F(Xn »Xn+1 ,t)

olacak sekilde en az bir k € (0,1) varsa (x,) dizisine kismi bulanik GS-daralan dizi

denir.
Asagidaki 6nermede daralma dontisiimleri arasindaki iligki verilmistir.
Onerme 4.3.9: (X,F, *) bir kismi bulanik metrik uzay olsun.

1) Her kismi bulanik GS-daralma doniisiimii bir kismi bulanik Edelstein daralma

dontistimudiir.

2) Her x,y € X i¢in F(x,y,"): (0,00) — [0,1] azalmayan bir fonksiyon ise her kismi

bulanik daralma doniisiimii bir kismi bulanik Edelstein daralma dontistimiidiir.

Ispat: 1) T:X—X doniisiimii kismi bulanik GS-daralma doniisiimii olsun. Bu

durumda,

1
——1Sk<——1)< -1
F(TX, Ty, FGoy.0 FGoy.0

dir. Buradan F(Tx,Ty,t) > F(x,y,t) elde edilir. Béylece T kismi bulanik Edelstein

daralma doniisiimiidiir.

2) F(xy,):(0,0) - [0,1] azalmayan bir fonksiyon olmak iizere

1, X=y

MGoy0 = {F(X,y,t), X#Yy

seklinde tanimlanan M:XxXx(0,00) = [0,1] doniisimi X {izerinde bir bulanik
metriktir. T:X—X doniisimi kismi bulanik daralma doniisiimii ise k € (0,1) igin
F(Tx,Ty,kt) = F(x.,y,t) dir. Buradan x,y € X (x #y) i¢in M(Tx,Ty.kt) = M(x,y,t)
ve x =y i¢in M(Tx,Ty.kt) = M(x,y,t) = 1 oldugu goriiliir. Bu ise T’nin bir bulanik
daralma doniistimii oldugunu gosterir. Her bulanik daralma doniisiimii Edelstein

bulanik daralma doniisimii oldugu i¢in T bir Edelstein bulanik daralma
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donligimiidiir. Yani her x#y i¢in M(Tx,Ty,t) > M(x,y,t) dir. Buradan
F(Tx,Ty,t) > F(x,y,t) dir. Boylece T kismi bulanik Edelstein daralma doniistimiidiir.

Asagidaki 6rnek Onerme 4.3.9 2)’yi gerceklemek iizere verilmistir.

Ornek 4.3.10: X bostan farkli bir kiime, her a,b € [0,1] i¢in * t-normu a x b = ab ve
F:XxXx(0,1) — [0, 1] doniisimi her x,y € X igin

t

Fxyt) =————
(x.y.0 t + max {x,y}

olmak {izere (X,F, *) bir tam kismi bulanik metrik uzaydir. T(x) =§ seklinde
tanimlanan T doniisiimi bir kismi bulanik daralma doniistimudiir. F(x,y,), t’ye gore

azalmayandir oldugundan T doniisiimii ayn1 zamanda bir kismi bulanik Edelstein

daralma doniisiimiidiir.

Onerme 4.3.11: (X, p) bir tam kismi metrik uzay, (X,Fp, *) bir tam standart kismi
bulanik metrik uzay olsun. T:X—X doniisimiiniin kismi bulanik GS-daralma
dontisiimii olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul T’nin kismi daralma doniisiimii

olmasidir.

Ispat: T kismi daralma doniisiimii olsun. Bu durumda k € (0,1) ve her x,y € X igin
p(Tx,Ty) < kp(x.y) dir. Buradan,

k( — — 1) = k(”pT(’"Y) — 1) _ kpeey) o p(TxTy) 1

Fp(x,y,0) t =t F(IxTyn)

bulunur. Boylece T bir kismi bulanik GS-daralma dontigiimiidiir. T bir kismi bulanik
GS-daralma doniigiimii iken bir kismi daralma donlisimi oldugu benzer sekilde

gosterilir.

Teorem 4.3.12: (X,F, *) bir tam kismi bulanik metrik uzay ve her x,y € X igin
lim_,,, F(x,y,t) = 1 olsun. T:X—X bir kismi bulanik daralma doniisiimii ise T’nin bir

tek sabit noktas1 vardir.
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Ispat: x, € X ve her n € N i¢in x, = T"x, olacak sekilde (x,) iterasyon dizisi olsun.

Her X,y € X i¢cin lim_,, F(x,y,t) =1 oldugu igcin
F(Xp,Xp11,t) = F(Txn,Txn_l,t) >F (xn,xn_l,i) =F (Txn_l,Txn_z,i)

t t
=>F (Xn-l’xn-Z’l?) = = F(XI,XO,E)

dir. n—oo iken limit alinirsa her t > 0 i¢in lim,_,., F(x,,x,.;,t) =1 elde edilir.

m,n € N (n < m) olsun.

F(Xp.Xmot) = F(Xp.Xmt) * F(Xpi1.Xne1-t) = F(Xp,X00 150 * F(Xpi1Xm»t)
2 F(Xnaxn+lat) * F(XnJrl:Xm:t) * F(Xn+2axn+27t)

= F(Xnaxn+lot) * F(Xn+laxn+2:t) * F(Xn+29Xmat)

= F(Xnaxlﬁ-lat) * F(Xn+15Xn+25t) * ok F(Xm-laxmat)

dir. Buradan her t > 0 igin limy,, ;. F(X,.xp,t) =1 elde edilir. Yani (x,) dizisi bir
Cauchy dizisidir. (X,F,*) tam kismi bulanik metrik uzay oldugundan
(xy) dizisi bir x € X noktasina yakinsar. Hatta
her t>0 igin lim, . F(X,,X,t) = limy 0 F(XX0,) =F(xx,t) =1  dir.
F(Tx,x,t) = F(Tx,x,t) * F(xp,Xp,t) = F(TX,X,,t) * F(X,,X,t)

> F(TX,TXH_I,'[) * F(x,x,t) = F(x,x t) * F(x,x,t)

n-1°

dir. Buradan F(Tx,x,t) = 1 dir. Bu ise Tx = x demektir. Boylece X, T’nin sabit

noktasidir.

Simdi ise X noktasinin T doniislimiiniin bir tek sabit noktasi oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in X ve y noktalarinin T doniisiimiiniin iki farkli sabit noktasi oldugunu

kabul edelim. Buradan
F(x,y,t) < F(Tx,Ty,t) = F(x,y,t)

elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde x =y olup T doniisiimiiniin bir tek sabit

noktasi vardir.

Asagidaki 6rnek Teorem 4.3.12°yi gerceklemek {lizere verilmistir.
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Omek 4.3.13: X =[0,1), her abe€[0,1] igin * tnormu a*b=ab ve
F:XxXx(0,1) » R* doniigiimii her x,y € X i¢in

t

F(x,y,t) =

t+max {x,y}

seklinde verilsin. Bu durumda (X,F,*) bir tam kismi bulanik metrik uzaydir ve
lim_,o, F(x,y,t) = 1 dir. T:X—X déniisiimii Tx = x? olsun. x,y € [0,1) i¢in x >y
oldugunu varsayalim. Bu durumda,

kt t
_—> =
kt+x2 T t+x F(X’y’t)

F(Tx,Ty,kt) =

olacak sekilde k € (0,1) mevcut oldugundan T doniisiimii bir kismi bulanik daralma

dontisiimiidiir ve gergekten de x = 0 noktas1 T doniisiimiiniin bir tek sabit noktasidir.

Asagidaki ornekte Teorem 4.3.12°nin “lim_,,, F(x,y,t) = 1” kosulunun gereksiz

olmadig1 gosterilmistir.

Omnek 4.3.14: X bostan farkli bir kiime, her ab € [0,1] igin * t-normu
a*b=minf{a,b} ve her xy€X i¢in F:XxXx(0,1) - [0,1] doniisiimii
F(x,y,t) = e~ olsun. (X,F,*) bir tam kismi bulanik metrik uzaydir. T:X—X
doniisiimii Tx = x seklinde tanimlansin. T kismi bulanik daralma doniistimiidiir fakat

lim._,,, F(x,y,t) # 1 dir. Ger¢ekten T doniislimiiniin her noktasi sabit noktadir.

Sonug 4.3.15: (X, p) bir tam kismi metrik uzay, (X,Fp, *) bir standart kismi bulanik

metrik uzay ve T:X—X bir kismi bulanik daralma dontisiimii olsun. Bu durumda

T doniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir.

Ispat: (X, p) tam kismi metrik uzay oldugu i¢in her x,y € X ve t > 0 i¢in

t
t+ p(x,y)

seklinde tanimlanan kismi bulanik metrik ile (X,Fp, *) standart kismi bulanik metrik

F,(x,y,t) =

uzay tamdir ve lim_,,F(x,y,t) =1 dir. T kismi bulanik daralma donisimi

oldugundan Teorem 4.3.12’ye gore bir tek sabit noktasi vardir.
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Teorem 4.3.16: (X,F, *) bir tam kismi bulanik metrik uzay ve T:X—X bir kismi
bulanik GS-daralma doniisiimii olsun. Bu durumda T doéniisiimiiniin bir tek sabit

noktasi1 vardir.

Ispat: x, € X ve n € N i¢gin x, = T"x, olacak sekilde (x,) iterasyon dizisini alalim.

Her t > 0 i¢in

LN P —
F(TXO,T2X0 ,t) N F (Xl sX()ot)
dir. Buradan,

1 2 1
PO et 0 - k<F(X“’Xn-1’t) - 1) = (F(Xn-l’xn-Z’t) 4 1)

<K' (F(xjxo,t) B 1)

elde edilir. n - oo iken limit alinirsa (

1 ..
oo 1) — 0 olur. Boylece her t > 0

igin lim,_,, F(x,, X,:1, t) = 1 elde edilir.
Simdi n,m € N i¢in n < m oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

F(Xp,Xm>t) = F(Xp,Xm,t) * F(Xp41, Xpt1, 1)

= F(Xp, Xpt15 1) * F(Xp, Xpi1, 1)

= F(Xp, Xpt15 1) * F(Xm, Xpi1, 1) * F(Xpi2, Xpi2, 1)
= F(Xp, Xpt1, ) * F(Xpe1> Xpi25 1) * F(Xpa2, X, ©)

= 2 F(Xna Xn+ls t) * F(Xn+19 Xn+25 t) ok F(Xm-laxmat)

elde  edilir. Her t>0 i¢in  lim, ,,F(X,, X, t) =1 oldugundan
limy, o F(XpX,t) =1 olur.  Boylece (x,) dizisi (X,F,*) wuzaymnda bir
Cauchy dizisidir. (X,F, %) tam kismi bulanik metrik uzay
oldugundan (xy) dizisi bir  x€X  noktasina  yakinsar.  Hatta

lim,,_,o, F(xp,X,t) = 1imy, 0 F(Xp,Xm,t) = F(x,x,t) = 1 dir.
Simdi x € X noktasinin T doniisiimiiniin sabit noktas1 oldugunu gosterelim.

F(TX,X,t) = F(TX,X,t) * F(XnaXnat)
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> F(Tx,x,,,t) * F(x,,,X,t)
> F(Tx,Tx,.;.t) * F(x,x,t)
2 F(X’Xn—lat) * F(X,X,t)

>1x1 -1

dir. Buradan F(Tx,x,t) =1 olur. Dolayisiyla Tx = x dir. Yani X, T’nin bir sabit

noktasidir.

Simdi ise X noktasinin T doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in X ve y noktalarinin T doniisiimiiniin X,y € X (x # y) sabit noktalar1

oldugunu kabul edelim. Buradan,
F(x,y,t) = F(Tx,Ty,t) > F(x,y,t)

elde edilir. Bu ise bir geligskidir. O halde x =y olup T doéniisiimiiniin bir tek sabit

noktasi1 vardir.

Omek 4.3.17: X =R*, her abe[0,1] icin = t-normu axb=ab ve
F:XxXx(0,1) » R* doniisiimii her x,y € X i¢in

max{x,y}

F(x,yt) =e ¢

seklinde verilsin. Bu durumda (X,F, *) bir tam kismi bulanik metrik uzaydir.

T:X—X doniisiimii Tx = % olsun. x,y € R* i¢in x > y oldugunu varsayalim.

;—1=ix—1=e%—1Sk<e%—1)
F(TvaY7t) et
() o)

et F(X7Y5t)

olacak sekilde k € (0,1) mevcut oldugundan T doniisimii bir kismi bulanik
GS-daralma doniisiimiidiir ve gergekten de x = 0 noktas1 T doniigiimiiniin bir tek
sabit noktasidir.

Sonug 4.3.18: (X,F, *) bir tam kismi bulanik metrik uzay, her t > 0 i¢in F(x,y,t)
azalmayan bir doniisiim ve her x,y € X i¢in T:X—X bir kismi bulanik GS-daralma

doniisimii olsun. Bu durumda T doniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir.
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Ispat: (X,F, ) bir tam kismi bulanik metrik uzay oldugundan 1-tamdir. O halde

1, X=y

MCoyD) = {F(X,y,t), X#EYy

seklinde tanimlanan bulamik metrigi ile (X,M, *) bulanik metrik uzayr tamdir.

Grabiec’in teoreminden (1988) T doniisiimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir.

Teorem 4.3.19: (X, F, *) bir kismi bulanik metrik uzay, T:X—X bir kismi bulanik
Edelstein daralma doniisimii ve her a,b,c € [0,1] i¢in * t-normu a b < a * ¢ iken
b<c olsun. Xo € X igin (T“xo)neN iterasyon dizisinin
limy, o F(T"X0,%,t) = lim,, o, F(T"X(,T"X0,t) = F(x,x,t) ~ olacak  sekilde bir
(Tnixo)IliEN alt dizisi mevcut ise T doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi vardir ve bu

nokta x = lim,, ., T"'x, dur.

Ispat: (X, F, *), her a,b,c € [0,1] icin a*xb < a=*c iken b < ¢ olacak sekilde bir
kismi bulanik metrik uzay ise her xy € X icin
F(x,y, ") : (0,0) - [0,1] azalmayan  bir  doniigimdir. Bu  durumda

1, X=y

MGoy0 = {F(X,y,t), X#Yy

seklinde tanimlanan M:XxXx(0,0) — [0,1] doniisiimii X iizerinde bir bulanik
metriktir. T doniisiimii kismi bulanik Edelstein daralma donisiimii oldugundan M
dontisiimii de Edelstein bulanik daralma dontisiimiidiir. Grabiec (1988)’den x, € X

igin (T"xg)_, iterasyon dizisinin
limy, o F(T"X0,%,t) = lim,, ., F(T"x0,T"X,t) = F(x,x,t)
olacak sekilde bir (T“ixo)nEN alt dizisi oldugundan T’nin bir tek sabit noktas1 vardir.

2008 yilinda Mihet, bulanik metrik uzaylarda daralma doniisiimlerinin
genellestirilmesi olarak y-daralma doniisiimlerini vermistir. Biz de buna paralel
olarak kismi bulanik metrik uzaylarda y-daralma doniisiimlerinin tanimini asagidaki

sekilde vererek sabit nokta teoremini verdik.
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Tanim 4.3.20: (X,F, *) bir kismi bulanik metrik uzay ve T:X—X bir doniisiim olsun.
y:[0,1] - [0,1] siirekli, azalmayan ve her s € (0,1) i¢in y(s) > s kosulunu saglayan
bir doniisim ve W de bu Ozellikteki doniisimlerin ailesi  olsun.

Her x,y € X ve t > 0 i¢in
F(Tx,Ty,)) = y(F(xy.0) (4.16)
saglantyorsa T doniisiimiine kismi bulanik y-daralma dontistimii denir.

Onerme 4.3.21: Her kismi bulamk wy-daralma déniisimii bir kismi bulanik

Edelstein daralma dontistimudiir.

Ispat: Her s € (0,1) icin y(s) > s oldugundan

F(Tx,Ty,t) = W(F(X,y,t)) > F(x,y,t)

dir.

Onerme 4.3.22: (X,F,*) bir kismi bulanik metrik uzay ve her k € (0,1) igin

S
wk(s) = m (417)

seklinde tamimlanan y, doniistimi W’ nin elemanidir ve her y, -daralma doniisiimii bir

kismi bulanik GS-daralma doniisiimiidiir.

Ispat: T:X—X bir kismi bulanik w, -daralma doniisiimii olsun. Bu durumda,

F(x,y,t)
F(x,y,)+k(1-F(x,y,1))

F(Tx,Ty.) =y, (F(x.y.t)) =

elde edilir. Buradan,

1 1
F(Tx,Ty.,t) =1l+k (F(X,y,t) -1)

dir. Bu ise T’nin kismi bulanik GS-daralma doniisiimii oldugu anlamina gelir.

Teorem 4.3.23: (X,F,*) bir tam kismi bulanik metrik uzay ve T kismi bulanik
y-daralma donilistimii olsun. Bu durumda T doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi

vardir.
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Ispat: xo € X ve her n€N igin x,=T"x, olacak sekilde (x,) dizisini alalim.

Her t > 0 i¢in

F(Xpi1.Xpe2,t) = F(Tx,, TXp4q,t) = \V(F(Xn,xn+1,t))
> F(X,Xpi1-t) > o+ > F(Xg,X1,t)

elde edilir. Burada (F(xn,xnﬂ,t))neN dizisi (0,1] iizerinde azalmayan bir dizidir.

Yani her t >0 igin lim,_ . F(X,,X,:1,t) = a olacak sekilde en az bir a € (0,1]

mevcuttur. T doniisiimii kismi bulanik y -daralma doniisiimii oldugundan

F(Xn,Xlﬁ-l,t) = \I](F(Xn-laxnat))

dir. n—»oo iken limit alinirsa a > y(a) elde edilir. Fakat her s € (0,1) igin
y(s)>s ve vy sirekli oldugundan a=1 olmalidir. (PFM4)’den kolaylikla
limy, 100 F(Xp,Xmot) = 1 oldugu elde edilir. Bu ise (x,) dizisinin (X,F, *) uzaymnda
bir Cauchy dizisi oldugu anlamma gelir. (X,F,*) tam kismi bulamk
uzay oldugundan (x,) dizisi bir x€X noktasina yakinsar. Ayrica

lim,, o, F(xp,%,t) = 1imy, 10 F(X,X,t) = F(x,x,t) = 1 dir. Buradan,

F(Tx,x,t) = F(Tx,x,t) * F(Xy1,Xpe1,t)
2 F(TX,XH+1,t) * F(Xn+laxat)
= F(Tx,Txp,t) * F(Xq41,%,t)

> Y(F(X,Xp,1)) * F(x,,X,t)
> F(x,xp,t) * F(x,,X,t)

elde edilir. n—oo iken limit alinirsa,

lim F(Tx,x,t) = lim F(x,x,,t) * lim F(x,x,,t) = 1*x1=1
n—oo n—oo

n—oo

elde edilir. Boylece Tx=x olur.

Simdi ise X noktasinin T doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in X ve y noktalarinin T doniisiimiiniin iki farkli sabit noktast oldugunu

kabul edelim. Buradan,

F(x,y,t)=F(Tx,Ty,t) =F(x,y,t)
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dir. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde x=y olup T doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi

vardir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢aligmada ilk olarak kismi metrik uzaylar, bu uzaylarin bazi temel 6zellikleri ve
bu uzaylarda bazi sabit nokta teoremleri tanitilmistir. Daha sonra benzer sekilde
bulanik metrik uzaylar ve 6zellikleri verilmistir. Bulanik metrik uzaylardaki temel
sabit nokta teoremleri incelenmistir. Son olarak bu iki uzayin bir genellestirilmesi
olan Sedghi ve dig. anlamindaki kismi bulanik metrik uzaylar tanitilmistir. Kismi
bulanik metrik tarafindan klasik topoloji iiretilmis ve bu topolojik uzayin bazi
ozellikleri elde edilmistir. Bunlara ek olarak kismi bulanik metrik uzaylarda temel

sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

Bunun yani sira kismi bulanik metrik uzaylarin hangi kosullar altinda tamlanabilir
oldugu arastirilabilir. Ayrica bulanik metrik uzaylarda ¢alisilmis olan ortak sabit

nokta teoremleri de kismi bulanik metrik wuzaylara genellestirilebilir.
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