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ONSOZ VE TESEKKUR

Ters problemler fizikte ve miihendislikte cok kullanilan problemlerdir. Ozellikle sinir
kosullarmin periyodiklik sarti ¢ok¢a aranmaktadir. Bu ¢alismada, ters Katsayili bir
hiperbolik denkleme, periyodik sinir kosul kullanarak ¢oziimiin varhigr ve tekligi
incelenmektedir.

Periyodik sinir kosullu hiperbolik ters katsayr probleminin Fourier yontemiyle
¢OzUmU calismasinda destegini esirgemeyen saym degerli hocam Dog¢. Dr. Irem
BAGLAN’a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

May1s 2021 Aysel PEKUZUN



ICINDEKILER

ONSOZ VE TESEKKUR ....cocovviiitieeieteteeseeeete s ete et es et es st es st en st enstasnee s i
ICINDEKILER ......ooviuitiietcteeeceteeee ettt ettt es st n ettt n s en s i
SEKILLER DIZINI ..ottt iii
SIMGELER DIZINI VE KISALTMALAR........cotieeeeeeeeeeeeeeeeeee e WY
(074 = [OOSR v
ABSTRACT et e et a e a e e anees vi
(€] 138 £ RO 1
1. GENEL BILGILER........ceoiitiiiiteeieieeeteeee e, 3
1.1 Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler ............ccoccoviiiiiiiic 3
1.2, FONKSIYON SEIIBIT ...ttt 4
1.3. Ortogonal FONKSIYONIAI ...........coiiiiiiiiiieiee e 5
1.4, FOUIIEr YONTEIMI ..eeiiiiniieiiiie sttt ettt 6
1.5. Sturm-Liouville Problemi ... 8
2. DALGA DENKLEMI ICIN FOURIER YONTEMI .......cccovcvvviiicereeeeene, 11
2.1. Homojen Dalga Denkleminin Fourier Yontemi ile COzUimU ..............ccccue.e. 11
2.2. Homojen Olmayan Dalga Denkleminin Fourier Yontemi ile C6zimdi .......... 13
3. PERIYODIK SINIR KOSULLU DALGA DENKLEMI iCIN FOURIER
YONTEMI ..ottt sttt ettt 16
3.1. Homojen Periyodik sinir kosullu Hiperbolik denklemlerin Fourier
YONtemi 116 COZUMU........oeiiiie e 16
3.2. Homojen Olmayan Periyodik smir kosullu Hiperbolik denklemlerin
Fourier ile COZUMU.........coiireiie e saee e snee e 19
4. PERIYODIK SINIR KOSULLU HIPERBOLIK TERS KATSAYI
PROBLEMI ..ottt ettt st 24
4.1. Periyodik Smir Kosullu Hiperbolik Ters Katsay1 Probleminin
(000 )40 ] 1 11 [PPSR PP 24
4.2. Periyodik Smir Kosullu Hiperbolik Ters Katsay1 Probleminin
VAT 1 e 26
4.3. Periyodik Sinir Kosullu Hiperbolik Ters Katsay1 Probleminin
TOKIIZI .ottt 35
4.4. Periyodik Sinir Kosullu Hiperbolik Ters Katsay1 Probleminin
Kararliligl ... 37
4.5. Periyodik Sinir Kosullu Hiperbolik Ters Katsay1 Probleminin
NUMEFTK COZUMUL.......eieieiie ettt e e e e s aae e 44
SONUC VE ONERILER .......ctiiiiiiieeee ettt ettt 49
KAYNAKLAR ..ottt e et ne e e 50
KISISEL YAYIN VE ESERLER .......oouiiiiiiiie ettt 54
OZGECMIS ... oottt ettt e ettt et e e 55



SEKILLER DiZiNi

Sekil 4.1.
Sekil 4.2.
Sekil 4.3.
Sekil 4.4,

Sekil 4.5.

Numerik ve kesin ¢6ziimiin arasindaki ¢oziimiin yaklasik

(e T 1< 51111 D USRI
Niimerik ve kesin ¢6ziimiin arasindaki farkin %0 gurulti

yiizdesiyle verilen gOSteTimi.........c.oviuivinieiii i,
Niimerik ve kesin ¢6ziimiin arasindaki farkin %0,00001 gurdltd
yuzdesiyle verilen gosterimi............oooiiiiiiiii e
Niimerik ve kesin ¢6ziimiin arasindaki farkin %0,0001 guralti
yuzdesiyle verilen gOSterimi...........oeveriniiiiriitii i,
Niimerik ve kesin ¢6ziimiin arasindaki farkin %0,001 gurlti
yuzdesiyle verilen gosterimi ............ooooiiiiiiiii



SIMGELER DiZiNi VE KISALTMALAR

E(t) :Ek kosul

f(x,t) :Kaynak fonksiyonu
r(t) :Ters katsay1

u(x,t) :Cdziim fonksiyonu
ot :Baslangi¢ kosulu
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PERIYODIK SINIR KOSULLU HiPEl}BQLHg TERS KATSAYI
PROBLEMININ FOURIER YONTEMIYLE COZUMU

OZET

Bu calismada, periyodik sinir ve integral kosullar1 ile ters hiperbolik problem
incelenmistir. Coziim, Fourier yaklasimi ile elde edilmistir. Giris verilerine gore,
¢Oziimiin verisinin varligy, tekligi ve siirekli bagimliligi Fourier yontemi ile
kanitlanir. Ters problem, ilk olarak Fourier yontemi ile daha sonra nimerik ¢ozumuin
acik sonlu fark semasi ile ¢Oziilmiistiir. Ayrica sayisal yaklagimda giirtiltiili
verilerine gore duyarliligi da gosterilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik Denklem, integral Ek Kosulu, Periyodik Smir
Kosul, Ters Katsay1 Problemi.



FOURIER METHOD FOR INVERSE COEFFICIENT HYPERBOLIC
EQUATION WITH PERIODIC BOUNDARY CONDITION

ABSTRACT

In the thesis, the inverse hyberbolic problem has been studied with periodic boundary
and integral overdetermination condition. The solution of the problem was found
with the Fourier approximation. Under the given conditions,

the existence, uniqueness and continuous dependence of the solution has been

proved by the Fourier method. The inverse problem is first used by the Fourier
Method and then the implicit finite difference scheme is used for the numerical
solution. Finally, the sensitivity of the scheme according to the noisy
overdetermination data is shown.

Keywords: Hiperbolic Equation, Integral Addition Condition, Periodic Boundary
Condition, Inverse Coefficient Problem.
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GIRIS

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler fen biliminde ve miithendisligin bir¢ok alaninda
uygulamali matematigin 6nemli inceleme alanlarindan biri olarak goriilmektedir.
Ayrica kismi diferansiyel denklemler bir ortamdaki 1s1 aktariminda, dalga

yayiliminda ve elektrik akimindaki devimbilimde agirlikli olarak kullanilmaktadir.

Dalga yayilimmda kullanilan hiperbolik denklemler de kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin bir sinifidir ve bu uygulamadaki Onemi buyiktir. Hiperbolik
denklemler bir ortamdaki titresimlerin ve Ozellikle dalgalarin nasil yayildigini

tanimlarlar. Dolayisiyla dalga denklemleri olarak da adlandirilirlar [1-3].
Uy + U = H Dalga Denklemi (H = H(x, t, uy, u,)).

Hiperbolik denklemlerinin bir boyutlu en yalin 6rnegi bir yaym belirli bir yonde
hareket etmesidir. iki boyutlu olarak bir gitaristin titrestirdigi gitar teli 6rnek olarak
verilebilir. Ug boyutlu olarak da dagilma halinde olan taneciklerin bir yere ¢arpma
problemi ele almabilir. Bu i¢ durumdaki dalga hareketlerinin de belli bir slre sonra
sirtinme kuvvetinin etkisiyle azalacagi g6zlemlenebilir. Ayrica gdzenekli bir
ortamdaki akiskanlarin ve kirleticilerin atmosferik akislarinda, aecrodinamik akiglarda

ve sinyal yayilimlarinda hiperbolik denklemler ¢okga kullanilmaktadir [3].

Baslangig veya sinir kosullu bir diferansiyel denklemdeki kaynak fonksiyonun
katsayilariin, ¢6ziim i¢in verilen bir ek kosul kullanilarak, belirlenmesi problemine
Ters Problem denir. Bu tir problemler doga biliminde, ¢evre kirliliginin
belirlenmesinde Dbilgisayarli tomografide, deprem biliminde, faydali yer alt1
kaynaklarinin yerinin ve miktarinin tespitinde; uydudan edinilen bilgilere gore bir
bolgenin alt yapisinin arastirilmasi gibi bircok problemde ortaya ¢ikmaktadir [4].
Modern  bilimlerde ve teknisyenlik uygulamalarmin  genelinde  direkt
hesaplayamadigimiz birtakim parametrelerde ters problemlere bagvurulur. Bu
sebeple ters problemler 20. ylzyilin 2. yarisindan baslayarak uygulamali

matematigin glindemdeki zirve konularin arasinda yerini almigtir. Ters problem



klasik  matematigin  ¢esitli dallarinda  kullanilan  uygulamalarn  ¢ogunu
kapsamaktadir. Ters problemler yapilan c¢aligmayla birlikte; dalga boyunun
yogunlugu ve hizi, esneklik ¢alismalari, iletkenlik, elektrik ve manyetik gecirgenlik
katsayisi, ulasilamayan alanlardaki homojensizligin ozellikleri ve yeri, vb. gibi
ortamin Onemli Ozelliklerinin tanimlanmasi sebebiyle bu uygulamaya Onemli bir
katki saglamaktadir [5-11]. Ters problemler birgok problemler {izerinde ¢alisilmistir
[12-35].

Bu tip problemleri ¢bzmede, smir kosullar1 etkili bir yer tutar. Ozellikle lokal
olmayan kosullarla ¢alismak bu tiir problemler i¢in ¢ok zordur [12,13,18,19].
Periyodik simir kosulu lokal olmayan bir siir kosuludur. Periyodik sinir kosullartyla
degisik problemlerle ¢alisilmistir [25-33]. Bu tezde kullanilacak olan periyodik sinir
kosullari, ay teorisinde oOzellikle aym hareketliligini inceleme problemlerinde
kullanilir. Ayrica molekiiler dinamiklerde ve akigskanlar dinamigi simiilasyonlarinda
da bu probleme basvurulur. Yani dongiisel olarak tekrara diisen durumlarda kullanilir
[35].

1. Bolim icerisinde; kismi tdrevli diferansiyel denklemler, fonksiyon serileri,

ortogonal fonksiyonlar ve Fourier yontemi verilmistir.

2. Bolum icerisinde; homojen ve homojen olmayan hiperbolik denklemler igin

Fourier yontemi verilmistir.

3. Bolum icerisinde; periyodik sinir kosullu homojen ve homojen olmayan

hiperbolik denklemler i¢in Fourier yontemi verilmistir.

4. Bolim igerisinde; periyodik smir kosullu hiperbolik ters katsayr probleminin

¢OzUmu, bu ¢ozlimiin varligy, tekligi, kararlig1 ve niimerik ¢6ziimii verilmistir.



1. GENEL BIiLGIiLER

1.1. Kismi Turevli Diferansiyel Denklemler

Bilinmeyen fonksiyon ile bu fonksiyonun turevlerini igeren denklemlere Diferansiyel
Denklem denilmektedir. Bu denklem tek bir bagimsiz degiskene bagli bir
diferansiyel denklem ise Adi Diferansiyel Denklem olarak adlandirilir [36].

En az iki bagimsiz degisken, bir veya birden fazla bagimli degisken ve bu
degiskenlere gore tiirevlerini bulunduran denkleme Kismi Tirevli Diferansiyel
Denklem denir. Ornegin iki boyutlu kismi tlrevli diferansiyel denklem igin x,t
bagimsiz degiskenler, u bagimli degisken olmak iizere kismi tiirevli bilinmeyen

fonksiyon,

G(X; t; U(X, t); ux(X; t); uxx (X, t): ut(X, t): utt(XJ t)) = 0

seklinde yazilabilir. A, B, C, D, E, F ve R bagimsiz degiskenlere bagli, u, x ve t’ye

bagli bilinmeyen fonksiyon olmak tizere, iki boyutlu kismi diferansiyel denklem;
A%, Dugy + 2B(X, uy + C(x, )uge + D(x, uy + E(x, u + F(x,t)u = R(x,t)  (1.1)
seklinde yazilir. Burada diskriminant,

A= B?(x,t) — A(x,t)C(x,t)

olmak lzere A> 0 oldugunda (1.1) denklemi hiperbolik denklem olarak ifade edilir.
Verilen kismi diferansiyel denklemlerle birlikte denklemin t bagimsiz degiskeni i¢in
t = t, aninda u(ty) = u, kosulu verilirse buna baslangig¢ kosulu ve bu kosul altinda

denklemi ¢oziimiiniin aranmasina ise, Baslangic Deger Problemi adi verilir.

Kismi turevli diferansiyel denklemle beraber ¢6ziim bdlgesinin sinirlarinda ¢6ziim
fonksiyonu veya tiirevlerinin degeri, problemi belirleyecek sekilde verilmigse bunlara
smir kosullar1 ve bu kosullar altinda denklemin ¢0ziimiiniin aranmasima da Siir

Deger Problemi denir [36].



1.2. Fonksiyon Serileri

Tanim 1.2.1. f, x degiskene bagli fonksiyon olsun. Terimleri f fonksiyonlarmmdan

olusan seriye fonksiyon serisi denir ve
e fie®) = (0 + () + - + fie(x) + - (1.2)
seklinde ifade edilir [37].

Serinin terimlerinin, herhangi bir bolgede tamimli ve belirli ozelliklere sahip

fonksiyonlar oldugunu varsayalim. (1.1) serisinin kismi toplamint,
Sk(x) = £,(x) + &) + -+ + fi(x)

seklinde gosterelim. {Sy} fonksiyon dizisine (1.2) serisinin kismi toplamlar dizisi
denir. (1.2) serine ait kismi toplamlar dizisinin 6zelligi (1.2) fonksiyon serisinin

Ozelliginin tanimlanmasina olanak verir [37].

Tanmim 1.2.2. Herhangi bir kiimede, Y., fi.(x) fonksiyon serisi verilmis olsun. Bu
serinin {Si} kismi toplamlar dizisi yakinsak ise, 0 zaman )., fi(x) serisine o

kiimede yakmsak seri denir [37].

Tanim 1.2.3. Kismi toplamlar dizisi herhangi bir kiimede diizgiin yakinsak olan

fonksiyon serisine, yine o0 kiimede diizgiin yakinsak seri denir [38].

Teoreml1.2.1. (Weierstrass-M testi): Yp-; fi(x) bir fonsiyon serisi olsun. Eger her
neN ve vx € I igin [fi(x)| < My olacak sekilde bir My sayilar1 meveut ve Yp; My

say1 serisi yakinsak ise Yp-, fi(x) fonksiyon serisi diizgiin yakinsaktir.

Herhangi kiimede smirlanan seri, sozii edilen kiimede mutlak ve diizgiin yakmsaktir

[39].

Teorem1.2.2. Terimleri siirekli fonksiyonlardan olusan Xy, fi.(x) serisi, herhangi

bir kiimede diizgiin yakinsaksa, 0 zaman onun
g(x) =) + H&) + - + () + -

toplami1 da 0 kiimede surekli fonksiyondur [38].



Teorem 1.2.3. Terimleri, [a,b] araliginda siirekli tiireve sahip Yy, fi(x) serisi ve

onun terimlerinin tiirevlerinden olusan,
k=1 fi (%)

serisi diizgiin yakinsaksa, o zaman, Yy, fi (x) serisi s6zii edilen aralikta terim terim

tirevlenebilirdir [38].
1.3. Ortogonal Fonksiyonlar
Tanim 1.3.1.

0 m # nigin
r, m =nicin

12 dm(On(D)dt = {

esitligi saglaniyorsa ¢m(t) ve ¢n(t) fonksiyonlarina (a,b) araliginda ortogonaldir

denir. Ozel olarak r,, = 1 ise ortonormal admi alir [3].
Tanim 1.3.2. (Volterra integral denklemleri)

u(x) bilinmeyen fonksiyon ve K(x,t) cekirdek fonksiyon olmak (zere smirlarinin
degisken veya sabit olmasma gore integral denklemler asagidaki gibi

siiflandirilabilir:
g(x) = f(x) + f; K(x, t)u(t)dt (1. Tip Volterra integral denklemi)
u(x) = f(x) + fox K(x,u(t)dt (2. Tip Volterra integral denklemi)

gibi integral smirlar1 degiskenden olusan denklemlere Volterra integral Denklemleri

denilmektedir. Burada f(x) ve g(x) bilinen fonksiyondur [39].
Teorem 1.3.2. K(x, t) ¢ekirdek fonksiyonu, u(x) bilinmeyen fonksiyonu olmak tizere
ux) = gx) + fg( K(x, u(t)dt (1.3)

2. tip Volterra integral denkleminde K(x,t) ve g(x) fonksiyonu sirekli ise (1.3)

denklemi, verilen aralikta siirekli ve yakinsak bir ¢oziimii vardir [39].



Tanim 1.3.3. f(x) ve g(x) fonksiyonlari, [a,b] araliginda integrallenebilir oldugunda
f(x),g(x) € Ly(a,b),

1 1
b b /2 ( (b / :
|1, fe0geodx| < ()2 0dx) () g2()dx) *, yani
|(£ &)1 < Ifly,Iglw,
esitsizligine Cauchy Esitsizligi denir [40].

Tanmm 1.3.4. [a,b] araliginda ortogonal sistem olusturan o«; (t), <, (t), ..., X} (1), ...

fonksiyonlar1 integrallenebilir ve

f(t) = Dpeq cx i (t) fonksiyonu verilsin. Burada c lar Fourier katsayilar1 olmak

uzere

Yheq il D2 < fab f2(t)dt

esitsizligine Bessel Esitsizligi denir [40].

Tanim 1.3.5. x,,, y,, reelsayilarin ikili n-lisive n = 1,00 olmak lzere

S xnynl < (T 1%al®) V2T, lyn[2) V2

esitsizligine Holder Esitsizligi denir [40].

1.4. Fourier Yontemi

f(x) 2m periyotlu bir fonksiyon olmak tzere

f(x) = a?o + Y- (agcoskx + by sinkx) (1.4)

serisine Fourier sersisi denir. Burada a,, ay, by katsayilarina da Fourier katsayilari
denir. Bir fonksiyonun Fourier serisine agilabilmesi i¢in baz1 6zelliklere sahip olmasi

gerekir.

(1.4) denkleminin her tarafinin mutlak degeri alinsin;

f(x)| = a?o + Y- (agcoskx + bysinkx)



HE =

4o
2

+ ke lag| + byl

Yoy lak| + |by| serisi yakinsak oldugundan (1.4) Fourier Serisi diizglin yakmsaktir
[41].

Tanim 1.4.1. (1.4) denkleminin [—, ] araliginda f(x) in fourier katsayilarini yani

ay, ag, by katsayilarmni bulalim.

Bunun igin (1.4) in her tarafin1 — 7 den m ye x e gore integrali alinirsa;
ffﬂ f(x)dx = ag. m + X, (ax ffn coskxdx + by ffﬂ sinkxdx)

. g g . o
seklinde olur. [ _coskxdx = 0, [ sinkxdx = 0 oldugundan,

ag = lffﬂ f(x)dx (1.5)

T
bulunur. Bu sefer (1.4) denkleminin her tarafini f:T cosnxdx ile ¢arpilirsa;
J f(x)cosnxdx = 2—0 J- coskxdx + 37 (ay [ coskxcosnxdx +by [ sinkxcosnxdx)

0 k#nigin
m k=nic¢in

ffﬂ sinkxcosnxdx = 0 f_nn cosnxdx = 0 ve ffﬁ coskxcosnxdx = {
1w

ag = — J_, f(x)coskxdx (1.6)

bulunur. benzer sekilde (1.4) denkleminin her tarafini f; sinnxdx ile ¢arpilirsa;

) Z f(x)sinnxdx = ? f: sinkxdx + X (a [ Z coskxsinnxdx +by [ Z sinkxsinnxdx)

0 Kk nic
| coskxsinnxdx = 0, [ sinnxdx = 0 ve ["_sinkxsinnxdx = { # nien
- -m - m k= nicin
by = = /" f(x)sinkxdx (1.7)

bulunur. (1.5), (1.6) ve (1.7) ifadelerine (1.4)’tin Fourier Serisinin Katsayilar1 denir
[41].



Tanim 1.4.2. f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda sonlu sayidaki noktalar hari¢ diger tiim
noktalarda siirekli ise f(x) e pargali siirekli fonksiyon (piecewise continuous
function) denir [41].

Teorem 1.4.1. (Dirichlet Teoremi): (1.4)’teki f(x) fonksiyonunun [—m, r] araliginda

kendisi ve tirevleri pargal siirekli fonksiyon ise
1) f(x) in Fourier serisi, siirekli oldugu her noktada yakinsaktir.

2) f(x) in Fourier serisi, siireksizlik noktalarmnda bu noktalarin sag ve sol limitlerinin

ortalama degerine, yani

f(x+0) +£(x—0)
2

degerine esittir.

3) f(x) in Fourier serisi, u¢ noktalarda bu noktalarin sag ve sol limitlerinin ortalama

degerine, yani

f(—m+0)+f(t—0)
2

degerine esittir [41].

1.5. Sturm-Liouville Problemi

kx).y)" + [q(x) + irX)]y = 0 (1.8)
a;y(a) +azy'(a) = 0, byy(b) + byy'(b) =0 (1.9)
k(x) € C'[a,b] k(x),r(x) > 0q(x), r(x) € C[a,b], A € R?

(a;” + 2,2 # 0,by” + b, # 0)

(1.8)-(1.9) probleminin daima asikar ¢6ziimii vardir ve (1.8)-(1.9) problemine
Strum-Lioville problemi denir [42].Strum-Liouville problemine sifirdan farkli ¢oziim
saglayan A’ya Ozdeger, bu o6zdegere karsilik gelen fonksiyonlara da yani (1.8)-

(2.9)’nin ¢cbzimine 0zfonksiyonlar denir [42].



1) Regiiler (Local) Strum-Lioville probleminin 6zdegerleri reeldir.
2) Her bir 6zdegere bir 6zfonksiyon karsilik gelir.
3) Ozfonksiyonlar ortogonaldir.

4) Biitiin 6zdegerler artan olarak seyreder.

y(a) = y(b), y'(a) =y'(b) swmir kosullar1 bu sekilde ise (1.5)-(1.6) problemine
periyodik (Local olmayan) kosullu Strum-Liouville problemi denir [42]. Periyodik
kosulun regiilerden farki bir 6zdegere iki farkli 6zfonksiyon gelebilir [42].

Orneg
y'+ay=0 (1.10)

Strum-Liouville problemini, y(0) = y(#) sinir kosuluyla ¢6zelim. (1.10) problemi
sabit katsayili ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir. Dolayisiyla
karakteristik denkleminden A 6zdegerini bulabilmek igin A nin tiim durumlarina

bakacagiz;

i) A< O0icin A =—m?olsun. (1.10)danr? + A =0r? = m?

ki =-m k, =m

y(x) = c;e™™ 4 c,e™* (1.11)
6zfonksiyondur. (1.11) 6zfonksiyonuna sinir kosullar1 uygulandiginda;

;=0 ¢,=0

bulunur. y = 0 asikar ¢ézumdur.

i) A = 0 icin,

V'x) =0 yX) =c yX) =cx+c, (1.12)
(1.12) 6zfonksiyonuna sinir kosullar1 uygulandiginda;

;=0 ¢,=0

bulunur. y = 0 asikar ¢cozumdur.



iii) A>0icinA=m?olsun.R2+A =0 r?=—m?
k; = —mi k, = mi

y(x) = c,;cosmx + c,sinmx

(1.13) 6zfonksiyonuna sinir kosullar1 uygulandiginda;
c; = 0vec, = c,sinm#

gelir. Buradan,

siimf=0 mf=mnk m= 1T7}(yani
A = (HT}()Z ozdeger,

yr(x) = sin“T}(x 6zfonksiyonu bulunur [42].

10
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2. DALGA DENKLEMI iCIN FOURIER YONTEMI

2.1. Homojen Dalga Denkleminin Fourier Yontemi ile Cozimu

U = a%Uy, 0<x<? 0<t<T (2.1)
u(x,0) = (%), ux0) =y (2.2)
u(0,t) =0, u®t)=0 (2.3)

(2.1)-(2.3) probleminin ¢6ztiimii x ve t degiskenine bagli bir ¢dziim olacagindan;

u(x, t) = X(x).T(t) (2.4)
seklinde yazabiliriz. O halde (2.4)’l (2.1)’de uygulanirsa;

X" =a2X'T £=T-=-1

X"+AX=0

T" + a?AT =0

Strum-Liouville problemleri elde edilir. (2.3) ifadesinden;

X"+2X=0

X(0)=X®) =0

probleminin ¢6zimi
mn 2 . -
Ay = (7) ozdeger,
X, (x) = sin"%x vzfonksiyonu ve

anT

T,(t) = A, cosanTnt + By sin—-t

11



oldugu bellidir. X,, ve T, 6zfonksiyonlarini (2.4)’de yerine yazarsak olusan ¢oziim;

u,(x,t) = (An cos%t+ B, sin%t) sin%x , n=12..

seklinde yazilir. Bu ifade,

ulx,t) =X, (An cos%t + B, sin%t) sin“—;x (2.5)
seklinde yazilabilir. (2.2) deki baslangi¢ kosulu (2.5) ifadesinde kullanilirsa;

u(x,0) =) =X A, sin%x

seklinde yazilir. Bu ifade bir Fourier serisidir ve,

A, =@, = %f;(p(x)sin%xdx

¢, Fourier katsayisidir. (2.5)’in 1. Mertebeden t’ye gore tlirevini alinirsa;

u(x,t) =20, (—An¥sin¥t + Bn¥cos¥t) sin%x
(2.2)’den;

antmT . Tn
u(x,0) =yx) =X, BnTSme

seklinde yazilir. Benzer sekilde Bn¥ ifadesi de bir Fourier katsayisidir;
¢ .
B,.— =y, = %fo L|J(x)sm“7}1xdx

2 ot .
B, =y, = Efo Lb(X)Sln“T}lxdx

Y, Fourier katsayisidir. Son olarak ¢, ve Y, Fourier katsayilar1 (2.5) ¢6zuminde
yerine yazilirsa,;

—yo (2 o()sin™ anm 20l din™ wdxsin® t) sin ™
ulx, t) = X5, ({J Jy @®)sin S xdxcos——t + — Jy W(x)sin S xdxsin= t) sin—x

£

(2.1)-(2.3) probleminin ¢ozimdi elde edilir.
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2.2. Homojen Olmayan Dalga Denkleminin Fourier Yontemi ile Cozumu

U —aluy, = f(x,t) 0<x<? 0<t<T (2.6)
u(x,0) = @), u(x,0) = P(x) (2.7)
u(0,t) =u(,t) =0 (2.8)

(2.6)- (2.8) probleminin ¢ozumanu
u(x,t) = Yo uy(b) sin %X (2.9

seklinde arayalim. (2.9)’u (2.6)’da yerine yazilirsa;
anTt 2 . Tn
o lun )+ ( ) u, (t) | sin y <= f(x,t) (2.10)
ede edilir. (2.10)’un her iki tarafi f; sin%x dx ile carpilirsa;

) + () 0y = 1,0 (2.11)

seklinde elde edilir. Burada f,(t) == fsm—x f(x,t)dx dir. (2.11) ifadesi

parametrelerin degisimi metoduyla ¢oziiliir. Ilk olarak f,(t)’nin homojen hali

almirsa;

u () + (2) (0 = 0

4 () =0 m = ()i n = ()
u,(t) =C (t)cosan—nt +D (t)sman—“t
¢6zimi elde edilir.

Cl’l(t)cosanTHt + D{l(t)sinaHTHt =0

(an") D} (t)sm—t (am) Cr (t)cos—t = f(0)

13



Cramer yonteminden,

anT

0 sinTt
fa (D (an_n)cosan_nt £ anm
Ci(v) = Lo ! = ——f, (t)sin—t
cosanTnt sm(anTH) anT £

_(ann)sinannt (ann)cosannt
£ £ 2 2

olacaktir. Son ifadede her iki yanin 0’dan t’ye gore integrali alinirsa,

Ca(®) = —— [ fo(Dsin == 1dT + C,(0)

bulunur. Benzer sekilde,

cosan7nt 0
~(55F)sin®7t fa(®) ¢ A
Dy(t) = L = f (t)cos—t
cosTt sm(T) anT ’4

_(ann)sinannt (anﬂ)cosannt
£ & [ [

anT

D,(t) = ﬁfot fn(T)COSTTdT + D, (0)

katsayilar1 bulunmus olur. u,(t)’de C,(t) ve D, (t) yi yerine yazilirsa;
f t . anm anm
u,(t) = [_Efo fn(r)sm71dr + Cn(O)] cos=~t
+ [ﬁ fot fdt)cos%rdr + Dn(O)] sin#t
anTt

2t . .
u,(t) = ﬁfo f,(t) [sm?t. cos?r — cos?t. SIHTT] dt

+C, (O)cosEmTHt + D,(0)sin an7“t

u,(t) = ﬁ fot f, (1) [sinanT1T (t— r)] dr + Cn(O)cos:’ant + Dn(O)sinaHTKt
seklinde ¢ozliimii bulunur. (2.7)’den,

Un(0) = @ = Ca(0), @y =7 J; @()sin"y xdx

(2.12)’nin t’ye gore tiirevi alinirsa;

ul (t) = C,(0) (aHTR) sinan7nt + D,(0) (aHTH) cos aHTHt

14

(2.12)

(2.13)



seklinde bulunur. (2.7)’den,

UR(D) = o = Da(0), Wi = oo f Wx)sin 7 xdlx (214)

(2.13) ve (2.14)’1 (2.12)’de yerine yazarsak,

£ t . anm anT £ . anm
u,(t) = Efo fo(Dsin == (t — 1)dt + @pcos=~t+ —,sin—-t

u, (t)’yi (2.9)’da yerine yazarsak,

e : ¢ . .
ulx, t) = Yo, (E fo fﬂr)sm% (t—odt + cpncosgt + mwnsm%t) sm%x

(2.6)-(2.8) probleminin ¢oziimi elde edilir.
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3. PERIYODIK SINIR KOSULLU DALGA DENKLEMIi iCiN FOURIER
YONTEMI

3.1. Homojen Periyodik sinir kosullu Hiperbolik denklemlerin Fourier YOntemi

ile CozUmu

D={(x1t]|0<x<?¥ 0<t<T}hbdlgesinde homojen dalga denklemi ele alalim.

Upe = Uyy (3.1)
u(x,0) = e(x), u(x0) = P(x) (3.2)
u(0,t) = u(£,t), uy(0,t) = u (4, t) (3.3)

sisteminde (3.3) periyodik sinir kosuludur. (3.1)-(3.3) probleminin ¢dzimand,

u(x,t) = XX)T(t) (3.4)
seklinde arayabiliriz. (3.4) ifadesi (3.1)-(3.3) sistemine uygulanirsa,

T"+ AT=0

X" +AX =0

X(0) =X(®) X'(0) =X'(¥)

Strum-Liouville problemi elde edilir. Bu problemin ¢éziimii i¢in 6zdeger ve 6zvektor

arayalim;

i) A<0icin (m? =-));
X(x) = ce™™* + c,e™

X'(x) = —mce™™ 4+ mc,e™

(3.3) periyodik smir kosulunu uygulanirsa,
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c; + ¢y =cie™™ + g e™

—c; + ¢y = —c ™™ + c,e™

denklem sistemi olusur. A < 0 ¢6ztm yoktur.

i) A=0igin;
X(x) =ax+b
¢c6zimu elde edilir.
X'(x) =a

(3.3)’teki periyodik sinir kosulundan,

b=af+b
a=0b=#0
XO(X)=b0

A=0ic¢in T = 0 oldugundan,

Ty (t) = cot + d

yazabiliriz.

iii) A>0icin (m? =2);

X(x) = Acosmx + Bsinmx

X'(x) = —mAsinmx + mBcosmx
(3.3)’teki periyodik sinir kosulundan,
A = Acosm¥ + Bsinm?

B = —Asinm? + Bcosm#

gelir. Burada,
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A(1 — cosm?#) — Bsinm? = 0
Asinm? + B(1 — cosm¥#) = 0

Sisteminin ¢0ziimiiniin lineer bagimsiz olmasi i¢in A, B katsayilar determinanti sifir

olmalidir;
1 —cosmf —sinm? _
sinm? 1 — cosm?

1 — 2cosm? + cos’m# + sin’m# = 0

2
cosmf =1m = Z%k yani A, = (%) Ozdegeri gelir.

Bu 6zdegere karsilik iki 6zfonksiyon sinz%kx ve cosz%kx dir. Dolayisiyla olusan

6zfonsiyon,
X (%) = akcosz%kx + bksinz%kx (3.7)

seklindedir. Ozdeger T fonksiyonunda yerine yazilirsa,

T + (Z%f‘)ZT =0

T (D) = ckcosz%}{t + d@in%}t (3.8)
bulunur. Elde edilen (3.6), (3.7), (3.8) ve (3.9)’u (3.5)’te kullanilirsa,

u(x,t) = bo(cot +dg) + Xpry (akcos#x + bksin#x) (ckcos %t + dksin%t)
genel ¢c6zimi elde edilir ve

bo(cot + dp) ===
u(x,t) = BTO + Xhe1 (Bck cosz%}( (x —1t) + By sinz%k (x+ t)) (3.9)

seklinde yazilabilir.
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3.2. Homojen Olmayan Periyodik simir kosullu Hiperbolik denklemlerin Fourier

ile Cozuimu

U — Uy = f(x,1), 0<x<¥ 0<t<T (3.10)
u(x,0) = @(x), u(x0) =9 (3.11)
u(0,t) = u(£,t), u(0,t) = u(#,t) (3.12)

(3.10)-(3.12) probleminin genel ¢ozimiind,

u(x ) =29 4 772 (ue(Dcos 2 x + ug (Dsin - x) (3.13)

seklinde arayalim. (3.13) ifadesini (3.10)’de kullanilirsa,

f(x,t) = u“ © 4 Zl‘fzo( (t)cos . K+ usk(t)sinz%kx)

+ (sz) 2ik=o (uck(t)cos X+ usk(t)SIDTR)()

f(x,t) = u° © 4 Dhe 0( (O + (an) uck(t)> cos 2y

4

+ Xreq (u t) + (an) usk(t)> sin TRX

elde edilir. Burada ug,u. Ve ug, katsayilirt bulunacaktir. Fourier metoduyla elde

edilen katsayilar;

ug (6) = 2 [ f(x, )dx (3.14)
2

ug (t) + (2%}() ug(t) = %f: f(x, t)cosz%kxdx (3.15)
2

ug (V) + (2%}() ug () = %f: f(x, t)Sinz%kxdx (3.16)

seklindedir. (3.14)tin ¢6zUmMU igin, % f; f(x, t)dx = f,(t) olsun;

ug (t) = fo (1)
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denkleminin her iki tarafin1 0’dan t’ye integralinin alalim;
up(®) — up(0) = f; fo(dt
burada uq(0) ifadesi (3.12) den;
, t
up () = Yo + [, fo(D)dt
seklinde yazilir. Tekrar integral alinirsa,
o (1) — ug(0) = Yot + f, fo (Bdt

seklinde yazilir. (3.12)’den,

uo(t) = @o + Yot + fot fot fo()dt

(3.17)

seklindedir. Simdi fot fot f,(t)dt ifadesine kismi integrasyon yontemi uygulanirsa;

up(t) = @ + Yot + fot(t — D)fy()dt

seklinde bulunur.

(3.15)’in ¢dzlimi icin; %f: f(x,t)cos 2%‘xdx = f.(t) olsun. Yani,

uh® + (22 40 = fu®

Bu denklemin homojen halinin ¢ézumu,

K
u(t) = Cckcos Kt + Dcksmzlt

seklinde yazilir. (3.18)’e parametrelerin degisimi metodu uygulanirsa,

C’kcos St 4 Déksmzikt =0

2mk k(2K o Tk
(%)Dd{ OS{’ (H)C #X_ka
seklinde yazilir. Cramer yonteminden,
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21tk
0 smLt

fer(® (25 cosoTe

2Tk 21'[1(
co —t sm( 7 )

_(an) . 21'[kt (an) 21tkt
? 7 )c°

Cox(®) =

. 2mk
p— fex (t)sin > t

2mk
coslt 0

~(F)sinFe_fae®
co ﬂt sin(zgk)

_(an) . ant (an)c ant
I3 (1

D (D) =

Y K
fck(t)cosz%t

yazilir. Cly (t) ve D¢y (t) ifadelerinin her iki yanin 0°dan t’ye integrali alinirsa;
¢t . 2mk
C(t) = _zn_kfo fck(r)sm%rdr + C (0)

K
Do (b) = z%kfot fck(r)cosz%rdr + D (0)
bulunur. (3.18)’den;

ug(t) = (—mi;kf;fck(r)sinm;fkrdr + Cck(0)> cos@t

¢t k K
+ (ﬁ Jo fck(r)cosz%rdr + Dck(0)> smzit

u(t) = Cck(O)cos—t + Dck(O)sm@t
+ —f fo (D) (sinitcoslkr cos—tsm ﬁr) drt
2mk J0 "¢k ¢ ¢ ¢

uq(t) = Cck(O)cosz%}(t + Dck(O)sinz%kt +— f f. (T) sin ( ) (t—1)dr
(3.16)’nin ¢oziimii i¢in benzer sekilde; % f: f(x,t)sin 2%kxdx = f, (t) olmak Uzere,
ug (t) = Csk(O)cos—t + Dsk(O)sm—t +5- kf fo (T) sm( ) (t—t)dtdt

seklinde bulunur. ug(t), ug(t) ve ug(t) katsayilarimi (3.13)’te yerine yazarsak,

u(x, t) = %(cpo + Yot + fot(t — r)fo(r)d‘t)

o 2mk .2 k
+ Do (Cck(O)cos%t + Dk (0)sin 1; t+ - kf o (1) sm( 7 ) (t— T)d‘[) cos %x
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+ Yo (Csk(O)cos %t + Dsk(O)sin 2n f o (T) sin ( ) (t— r)dr) smTkx

Genel ¢ozumu elde edilir. (3.11)’den,

u(x,0) = @) = 2 4 T2 1t (0)c0sZx + ugg (0)sin 2 x
olur ve buradaki uy(0), u(0),ug (0) katsayilar1 Fourier metodundan,
2
P = uy(0) = Efo @(x)dx
£ k
Pk = u(0) = %fo q)(x)cosz%xdx

¢ . k
Psk = Ugk(0) = %fo (p(X)Slnz%xdx

olur. (3.13)’iin t’ye gore trevi,

u(x,t) = Pp(x) = uo(t) + Yreo uck(t)cos Ky + usk(t)sm7kx

( K®=— Ck(O)smﬂt +— Ck(O)cosm;fkt)

( «(®) =— Sk(0)51n2lkt+@Dsk(0)c s—t)

seklinde bulunur. (3.11)’den,

u(x,0) = Pp(x) = UO(O) + Dol Ck(O)cos Kx+ usk(O)smTkx

olur. Fourier yonteminden,

o = up(0) =2 [ Y(x)dx

4mk

Yok = ug(0) = — ) w(x)cosm;kadx

Pg = ug (0) = Mkf L|J(x)sm—xdx

katsayilar1 bulunur. Buradan,
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u(x,t) == [(po + Yot + ft(t - ‘r)fo(‘r)d‘r]
+ Vet [cpckcos CuLS pw—y L|Jck51n Kt 4 zkf fa (1) sm— (t—1) dr] cos Tkx

+ Vet [cpskcos—t + - kL|JSkSIIl Kt 4+ zkf fo (T) sm— (t—1) dr] sm7kx (3.19)

(3.10)-(3.12) probleminin genel ¢coztimi elde edilir.
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4. PERIYODIK SINIR KOSULLU HIPERBOLIK TERS KATSAYI
PROBLEMI

4.1. Periyodik Sinir Kosullu Hiperbolik Ters Katsay1 Probleminin Coziimii

D={(xt]|0<x<m 0<t<T} bolgesinde kaynak fonksiyonlu dalga denklemi

ele alalim,
Uge — Uyx = F(Of(x, 1) (4.1)
u(x,0) = e(x) ux0) =y (4.2)
u(0,t) = u(m,t), uy(0,t) = u,(mt) (4.3)
E(D = [ x u(x )dx (4.4)

Tanim 4.1.1. (4.1)-(4.4)’de goriilen {r(t),u(x,t)} ciftinin bulunmasi problemine,

Ters Problem denir.

Tanim 4.1.2 (4.1)-(4.4) problemini ve r(t) =0 , Vt € [0,T] kosulunu saglayan
{r(t), u(x, t)} ¢coziimiine (4.1)-(4.4)’un klasik ¢6zimi denir. Bu ¢dzim,

u(x,t) = %((po + Yot + fot(t — T)r(r)fo(r)dr)
+ Xreq ((kaCOSZkt + % sin2kt + i fot r(t)f. (t)sin2k(t — T)d‘t) cos2kx

+ Xreq ((pskCOSZkt + % sin2kt + i fot r(t)fg (t)sin2k(t — T)d‘t) sin2kx (4.5)

dir. Burada r(t) € C1[0,T] ve u(x,t) de x ve t degiskenine gore ikinci mertebeden
stirekli kismi tiirevlere sahiptir. r(t)’yi bulmak icin (4.1) in her iki tarafin1 x ile

carpilip 0’dan m’ye integrallenirse,
fon X. UpedX — fon X. Uy dx = 1(t) f(:t x. f(x, t)dx (4.6)

seklinde yazilir. (4.6) ifadesinde,
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E"(t) = fonx. U dx 4.7
oldugu agiktir. f(;T X. Uy, dX i¢in kismi integrasyon uygulanirsa;
fonx. Uydx = (x. ug(x, t))g — f: u, (%, t)dx

= 1 uy(m,t) — (u(m,t) —u(0,1)
elde edilir. (4.3)’den,
foﬂ X. Uy dX = T U, (T, t) (4.8)
(4.7) ve (4.8) ifadesini (4.6)’da kullanilirsa,

E"(t) — mu,(mt) = r(t) foﬂ x. f(x, t)dx

_ E'()-mug(mt)
r(t) = f:x.f(x,t)dx (4.9)

ters katsayis1 bulunur. u,(m, t)’yi bulabilmek icin (4.5)’in X’e gore tiirevini alip x

yerine T yazilirsa;

uy(x,t) = Xpe,(—2k) [(kaCOSZkt + == sm2kt + o f r(t)f (t)sin2k(t — r)dr] sin2kx

+ Yreq 2k [(pSkCOSZkt + == sm2kt + o f r(t)fg (t)sin2k(t — T)d‘[] (2k)cos2kx

uy(m,t) = X5, (2k) [(pskCOSZkt + q;(k sin2kt + ifotr(t)fsk(r)sinZk(t - T)d‘t]

bulunur. Son olarak u, (m, t) ifadesi (4.9)’da yazilirsa;

E'()-mype 1(Zk)[cpskcoszkt+ﬁsm2kt+

f x.f(x,t)dx

- fs r(Dfg (Dsinzk(t-)dt]

r(t) =

ters katsayisi, ayni zamanda {r(t), u(x,t)} ¢ifti bulunmus olur.
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4.2. Periyodik Sinir Kosullu Hiperbolik Ters Katsay1 Probleminin Varhg:

Lemma 4.2.1. (4.1)-(4.4) probleminin varligint ve tekligini bulmak i¢in asagidaki

kosullar saglanmalidir.

1) (%), P (x) [0, 7] de taniml1 olsun.

a) @(x) ikinci mertebeye kadar tiirevlenebilir, stirekli ve

©(0) = o(m), ¢'(0) = ¢'(m), ¢"(0) = ¢" (W)

b) P (x) birinci mertebeye kadar tiirevlenebilir, sirekli ve

Y(0) = Y(m), ¥'(0) = y'(m)

uyum kosullar1 saglansin.

2) E(t) € c2[0,T], r(t) € C[0, T]

3) f(x, t) ve fin birinci mertebeden tiirevi D bolgesinde stirekli olsun.
If(x, )] <M, M > 0 ve foﬂx. f(x, t)dx # 0 olsun.

Teorem 4.2.1. Eger Lemma 4.2.1 in kosullar1 saglaniyorsa, (4.1)-(4.4) probleminin

¢6zUmi var ve tektir.

Ispat: Lemma 4.2.1 in kosullar1 saglansin. ilk olarak (4.5)’in her tarafinin mutlak

degeri alinirsa,;

[, 01 <[5 (00 + Wot + [t = Dr(0fo(Ddr)|
|Zk 1 ((kaCOSZkt + == stkt + o f r(t)f. (1) sin 2k(t — 1) dr) coskal

|Zk 1 ((pSkCOSZkt + == sm2kt + o f r(t)fg (1) sin 2k(t — 1) d‘[) 51n2kx|

G, O < |2 (@ + wot + 2 1 [t ~ DG Dr(v)dxdr )|
llJck

+ Y, (I(pckl + | fot fon f(x, t)r(t)cos2kx sin 2k(t — 1) dxd‘tl)

quk

+ Y, (I(pskl + | fot fon f(x, t)r(t)sin2kx sin 2k(t — 1) dxd‘tl)
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elde edilen esitsizlige Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

1

lu(x, t)| < l‘p"l + N"’tl l(fot(t — T)ZdT) /2 (fotf; fz(x,r)rz(r)dxdr)l/2

'~|Jck
2k

+ Xke1l @kl + 2ieq

1,

1
+ Z{f’zli (fot dr) /2 (fot f(;T £2(x, t)r2(t)cos?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr)

L|—'sk
2k

+ Yke1l @s| + Xieq

1

1
+ fo’:li (fot dT) /2 (fot foﬂ £2(x, T)r2(t)sin?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr) /2

lu(x,t)| < |(p°| + 2= Njotl f(f f f2(x, T)I‘Z(T)dXdT) 2

+ 2 el + B [ e
Vigio 1( bt T ) 2 2 (2 "2
+;Zk=1;(f0 fo f2(x, t)r*(t)cos?2kx ssin? 2k(t — 1) dxdr)
+ ieal@sil + 2kt q;";k
1,

+ %Z]"f:li(fot fon f2(x, )r?(t)sin?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr)

bulunur. Son esitsizlige Holder esitsizligi uygulanirsa,

|u(X,t)|S|q;—°| Wotl \/E(ff f2(x, r)rz(r)dxdr) 2

2

+ el + 5 (T 1k2) EaddYz + 3 e

= 1k2) ORMDRE

2
1

%(Zl‘f’:lk—lz) % (Z]‘f:l fot fon f2(x, T)r?(t)cos?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr) 2

1

1
+%(Zl?:1k_1z) 2 (Z]‘f’:l fot fon f2(x, Dr?(t)sin®2kx sin? 2k(t — 1) dxdr) /2
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1

luCe, t)] < ol 4 Moty i\/t;s(fot Jy £2(x, Dr? (v dxdr) &

2

[ ™ [
+ Yreql @kl + G ne1 Wkl

1,

+\E (Zl()(O:l fot f;fz(x, Dr?(t)cos?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr)

) ™ [
+ Yieql skl + Z—%Zn=1|¢sk|

1,

+ ﬁ (S J7 I £206 Dr2(Dsin? 2k sin? 2k(t — 1) dxdr)

elde edilir. Son esitsizlige Bessel esitsizligi uygulanirsa,

3 T 1/
luCe t)] < 1ol Bty 2 \/g (S5 Jg' £ Dr? (Ddxdr)

2 u

/2

1
+ B l0ad + Bl + (1 1 o0 @)

1

+ B 0wl + 2 Tl + (5 7 20 0 @axar)

elde edilir. Simdi son esitsizligin her tarafin t ye gére maximumu almirsa,

llpoll g2 Wollc1ro Tl 1 T3
e, o < 2eleton , Woleom® L 2 [Ty, 0 cago (O leaonny

(o] T o0 T
+ 32 loelcaom + = Esadlcipo + 7 ﬁ ITHEGK, Ollcago.my (D s o

(o] T [o'e) T
+Xiall@sillczom + 5z ZnzallWsllcrpor + ﬂﬁ ITHIEE Ollctom Ir (Dl o,y

”‘pO”cZ[O.T] + ”1110”(:1[0"1*] |T|
2 2

- o T3 T
+2i\/g(2n=1||‘~|1ck||c1[o,T] + Zn=1||l|lsk||c1[0.T]) + <\/;+ Zﬂ\/;> ITIMlIr (™ llc2porry

luGx, DIl <

+ Zliozln(Pck”cZ[o,T] + 21?:1”(Psk“c2[0,T]

bulunur. Lemma 4.2.1 kosullar1 geregi u(x,t)’nin sag tarafi sinirh olacagindan,
Weierstrass-M testine gore verilen D bdlgesinde u(x,t) diizgiin yakinsak olacaktir,
u(x,t) € C(D) bulunur.
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u(x,t) = Yo, (—2k) ((kaCOSZkt + % sin2kt + ifot r(t)f . (1) sin 2k(t — 1) dr) sin2kx

+ Y-, 2k (cpskc052kt + 4;(“ Pgisin2kt + ifot r(t)fg (1) sin 2k(t — 1) dr) cos2kx

esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa,

lux (%, O] < Xl 2kloe] + [Wer)

+ Yoy Efot fon f(x, t)r(t)cos2kx sin 2k(t — 1) dxdr|
+ 2z 1 Ckl@si| + [Wskl)

+ ¥, Efot fon f(x, T)r(t)sin2kx sin 2k(t — 1) dxdr|

elde edilir. Son esitsizlige Cauchy esitsizligini uygulanirsa,

|ux(X; t)l < Z]io=1 Zkl(Pckl + 21?:1|1|-’ck|

1,

1
+ foﬂ%(fot dr) /2 (fot foﬂ f2(x, T)r?(t)cos?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr)

+ Zl?:l Zkl(Pskl o Z]?:lllpskl
1 1/
+ fozli(fot dr) ? (fot foﬂ f2(x, T)r?(t)sin?2kx sin? 2k(t — t) dxdr) 2

|ux(X; t)l < Z]?:l Zkl(Pckl + Z]c?=1|1|—’ck|
1

+ ZTﬁzﬁo:l (fot f; f2(x,)r2(t)cos?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr)

+ Z}o:=1 Zkl(Pskl + Z]O::llq}skl

/2

1

/
+ %Zﬁoﬂ (fot fon f2(x, )r?(t)sin?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr) 2

elde edilir. Son esitsizlige Bessel esitsizligi uygulanirsa,

1

Jux(x, O] < TE2y 2kl + Zilad + 25 (5 fF2(x, r2(v)dxde)

/2

n 1
+ 30 2Kl pgd + T gl + 22 (5 2 (x, r2(mdxde) (4.10)

Pk = %foncp(x)coskadx

T 1

Pk = %(((p(x)z—lksinka) 0~ ﬁf: @’(x)sinkadx)
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¢@(m) = @(0) oldugundan,

Pk = —ﬁf; @' (x)sin2kxdx (4.11)
Benzer sekilde,
Pk = éf; @' (x)cos2kxdx (4.12)

(4.12) ve (4.11)’1, (4.10)’da yerine yazilirsa,

(e O] < Tizy |2 [ ' (Osinzkxdx| + B2 Wl

1

/
+ ZTﬁ (fot f:fz(x, T)r2(t)cos?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr) 2
Y1 E fy (p’(X)COSkade + 30 Wl

1

/
+ 2?\/{ (fot f(;T f2(x, t)r?(t)sin?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr) 2
elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafinin maksimumu alinirsa,
”ux(X; t)” <2 Z?;)=1“(P;k”c2[o T] + 21?:1”1|Jck”c1[0,1‘]
+—1T|T|||f(X Ol crjo,m Ir Il capo.m
+ 2 Xkl ckllcajory + 2n=allWskllciom +22 |T|||f(X Dllcror I llcrpom
”ux(X; Dl < 2(2?:1“(‘[)::](”(:2[01']‘] + 2?:1”([);k”c2[0;1‘])
+(ZRoaWekllcror + ZazallWskllciory) + 4VTITIMIr®lcgo.ry

elde edilir. Weierstrass-M Testi ve Lemma 4.2.1 kosullar1 geregi u,(x,t) verilen D
bolgesinde diizgiin yakinsak olacaktir, uy(x,t) € C(D) bulunur.
lu (%, D) = |Zk 1(—4Kk?) ((kaCOSZkt + == sm2kt) coskal
+ Y, (—4k?) (—f r(t)fq (1) sin 2k(t — 1) dr) cos2kx
|Zk 1(—4k?) ((pSkCOSZkt + == sm2kt) sm2kx|

+ Y, (—4k?) (ﬁ fo r(t)fg (1) sin 2k(t — 1) d‘[) sin2kx
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e G O] < 22 (4K2 |l + 2Kl + 2k | (0 (1) sin 2k(t — ©) )

+ 2 (42 pad + 2kl + 2k | [ T (1) sin 2K(t — ) die])

©ckr Osk» Wek Ve Pg fonksiyonlarma kismi integrasyon uygulanirsa,
2 (m

Pk = ;fo ¢@(x)cos2kxdx

1

. T N
Qe = %(((p(x)z—lkngkx) 0" ;f:cp (x)stkxdx)
@(m) = @(0) oldugundan,
_ 1 ™ . ZkXd
Pek = — 1 Jy @' (OsinZkxdx

elde edilir. @y ifadesine tekrar kismi integrasyon uygulanirsa;

1

1 1 "
Qo = _ﬁ((_ﬁ(p (X)COSZkX)g + Ef;cp (x)coskadx)

elde edilir. @' (1) = ¢’(0) oldugundan,

1
2k?m

1 11
P = =55 Jy @ ()cos2kxdx, Qg =

f; ¢@" (x)sin2kxdx
1 T, . 1 e,

Yok = _Gfo ' (x)sin2kxdx, Pg = Gfo U’ (x)cos2kxdx

f(t) = —ﬁf; f'(x,t)sin2kxdx, fg (t) = éf: f'(x, t)cos2kxdx

dir. Biitiin bu fonksiyonlar yerlerine yazilirsa,

[u (x, D] < Zif:l% |f(;T @" (x)cos2kxdx| + Zl‘f;l%”; P’ (x)sin2kxdx|
+ Zl‘f’:l% |f0t fon f'(x, t)r(t)sin2kx sin 2k(t — t) drdxl
4 Z;o:l% |Jy " (Xsin2kxdx| + z;f:l% /5" W' () cos2kxdx]

+ Zl‘f’:l% |f0t fon f'(x, t)r(t)cos2kx sin 2k(t — 1) drdxl

elde edilir. Son esitsizlige sirasiyla Cauchy ve Bessel esitsizlikleri uygulanirsa,
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e (D1 < B2, 2 | " () cos2lexdx] + B2, 2| ' (9)sinZkxdx]
1,
+ ZT\/E (fot fon 2 (x, T)r? (T)dXdT) + Zl‘le 2 |f1T @" (x)sin2kxdx|
s
+ Y 1 |f U’ (x)cos2kxdx| A (f f 2 (x, T)rz(r)dxdr)
elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafinin maksimumu alinirsa,

lux (6 Ol < 2 X5 lpcll 2o + 2 Xiza Wkl cipom
+2VTITIIE & Ollcr o It o + 2 Zizall@gillcziom
+2 X0 Wl + 2VTITIIE (%, Ollctpomllr®llcijom

e % DI < 2(E5Z 1 llocillczrom + Zizallogillczgo;ry)

+2( R IV ellcigomy + 2o a W sllcjory) + 4VTITIMIr®llcagomy

bulunur. Weierstrass-M Testi ve teoremin kosullar1 geregi u,,(x,t) verilen D

bolgesinde diizgiin yakimsak olacaktir, uyx(x,t) € C(D) bulunur.

u (%, 0) = (Yo + r®fH©)

+ X re cos2kx ((—Zk)cpcksiHZkt + (2k) % cos2kt + i r(r)fck(r))

+ Yreq sin2kx ((—Zk)cpsksiHZkt + (2k) %cosZkt + ir(r)fsk(r))

f,
Jug(x, O] < ol B0 %0 (2Kl @erd + [Wad + 52 Ir(@fac(D])

+ 2521 (2Kl Qg + e + 5 Ir (@ (D)

JueGe )] < Mol 2ir(o) [ f(x, x| + Xy (27 @' (Osinzked] + [P
+Z§°=1K |;r(r) fon f(x, t)coskadx| + ey (%U(:T @' (x)cos2kxdx| + |L|J5k|)

+ Zl‘f’:li E r(t) fon f(x, t)sin2kxdx|

Son esitsizlige sirasiyla Holder ve Bessel esitsizlikleri uygulanirsa,
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JueGe O] < Mol 2r(o) [ f(x, x| + X2y (217 @' (sinzked] + [

b (P 7 000 7 4 B (11 o Cocosziond] + )

1 n Y,
+ - (rz (t) fo f2(x, t)dx)
elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafinin maksimumu alinirsa,

|N10||C2[0_T
2

||ut(X; vl < ] + M”r(T)”cl[o,T] + Z;‘fﬂ(z”@’sk”cz[o,ﬂ + ||L|Jck||C1[0,T])

M o , M
+ ZlIr@llcrpom + Y1 (lleiliczrory + IWskllcrpory) + + = It@llerpom

elde edilir. Weierstrass-M Testi ve teoremin kosullar1 geregi u.(x,t) verilen D

bolgesinde diizgiin yakinsak olacaktir, u.(x,t) € C(D) bulunur.
(6, 1) = 2 (1 (OF (©) + r(OF o (1))

+ Ype; cos2kx ((—Zk)zq)cksiHZkt + (—2k)? % cosZkt)

+ 32, cos2kx (ir’(t)fck(t) +d r(t)f’ck(t)>

+ Ype; sinkx ((—Zk)chsksiHZkt + (=2k)? % cosZkt)

+ Yoy sin2kx (i r' (H)fg(t) + 2—1k l‘(t)f'sk(t)>

[r(Of o (D)
2

IHOING]
|utt (X) t) | S 2

+ + 21?:1(4k2|(Pck| + Zqujckl)
+ 22 (2 I ©F O] + 2 e OF 0 (O]) + Zi, (4K2 ol + 2Kl )

+ 32, (S 10 O] + = [k OF 4 )]

luee (D1 < = [r'(0) [ f(x, Odx] + = |r(0) 5 £ (x, O)dx]

+ Zl‘f’:l% |f0n @"" (x)cos2kxdx| + Zl‘f’:l%UgT P’ (x)sin2kxdx|

+ Y, (iEr’(t) fon f(x, t)coskadx| +%|%r(t) f; f'(x, t)coskadxl)
+ Zl‘f’:l% |f0n @" (x)sin2kxdx| + 21?=1% |f(:T U’ (x)cos2kxdx|

+ 300 (R @ [ 60 Dsin2lods] + £ [Fr(0) [ G, Dsin2kodx] )
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Son esitsizlige sirasiyla HOlder ve Bessel esitsizlikleri uygulanip, her iki tarafin

maksimumu alinirsa,

2 !
e G Ol < (14 =) (M O llcajory + MlIr© llergor)

+2 Zl?ﬂ(”(ng”cz[o,T] + ”‘-P;,k”CZ[O,T])
+2 Zl?:l(lllp::kllcl[o,T] + ”Lp;kllcl[O,T])

elde edilir. Weierstrass-M Testi ve teoremin kosullar1 geregi u.(x,t) verilen D

bolgesinde diizgiin yakinsak olacaktir, uy(x,t) € C(D) bulunur.

Wsk . 1t .
_ E”(t)—n.Zl"f:l(zk)[cpskcoszkt+2ikksm2kt+ﬁ Jo r(fsi (Dsin2k(t-1) d‘t]

r(®) = Jo xf(xt)dx

F(t) = E”(t)—11.21;“’:1(2k)}5151;.<;(();i)l:;11.2§°=1 g sin2kt (4.13)
K(t, ) = SO (4.14)
r(t) = F® + [;r(OK(tDdt, te[0,T] (4.15)

olmak Uzere (4.15) integral denklemi, 2. tip volterra integral denklemidir. 2. tip
volterra integral denklemine gore r(t)’nin ¢ozimunin var ve tek olmasi i¢in F(t) ve
K(t,t) nin yakinsak olmasi yeterlidir. Bunun igin (4.13) ve (4.14)’teki F(t) ve
K(t, ©)’nin her iki tarafinin mutlak degerini alinirsa;

|E" (O)]+|-1t.35 1 (2K) @i | +|—T0. X5 ; Wsk]
<
|F(t)| - |f:x.f(x,t)dx|

2 ) .
TTE|21°<°=1 sin2k(t-1) f: f(x,t)sin2kxdx|

IK(t, D) = |/ xf(x,0)dx]

elde edilir. Sirasiyla F(t) ve K(t, T) ifadelerinin her iki tarafinin maksimumu alinirsa,

|E” Ol c2go.my N ¥zl ocll ez N TR skl 1gory

IFIl <

2 2 2
TT TT T
M M M

2 n 2 [ee] !
IFON < =2 1B O lezporm + — B l@bcllczgon + Isidllcro
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bulunur. Ayni iglemler K(t, T) igin yapilirsa,

”K(t )” < 2Ol 21'[ ||f(Xt)||
—|| fx Ol T[

bulunur. Buradan F(t), K(t,t) € C[0,T] elde edilir. Teorem 1.3.2. geregi F(t) ve
K(t, t) fonksiyonu sirekli oldugundan, r(t)’nin verilen aralikta siirekli ve yakinsak

bir ¢6ziimii vardir.
4.3. Periyodik Simir Kosullu Hiperbolik Ters Katsay1 Probleminin Tekligi

Lemma 4.3.1. Teorem 4.2.1. kosullar1 saglandiginda, (4.1)-(4.4) probleminin ¢ozima
tektir.

Ispat. (1)-(4) probleminin tekligini gdstermek igin iki ¢6ziimii oldugunu varsayalim.
Bunlar (u,r) ve (v, q) olsun.
t
u—v= %fo fo()(t—1)(r—q)dr
o 1t .
+ Xreq (ﬁ fo fa (0 (r— q) sin 2k(t — 1) dr) cos2kx

+ Yke1 (i fot fa (O (r — q) sin 2k(t — 1) dr) sin2kx

Son esitsizligin mutlak degeri alinirsa,

lu—v| < % |f0t f;(t - Df(x,t)(r — q)dxdr|
+ Yy |if0t fon f(x, ) (r — q)cos2kxsin2k(t — t)dxdrl

+ Xk 1| f f f(x, T (r — )stkxstk(t—r)dxdrl

elde edilir. Son esitsizlige Cauchy esitsizligi uygulanirsa,

lu—v| <- (f (t—t)zdr)l/2 (fotfsfz(x,r)(r— q)zdxdr)l/2

1

+= Zk 1k<f ) 2 (f f f2(x,t)(r — q)?cos?2kx sin? 2k(t — 1) dxd‘t) /2

1

+%Zﬁ° 1%0 dr) /- (fotf(:T f2(x, 1) (r — q)?sin?2kx sin? 2k(t — 1) dxd‘t) /2
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3 s 1
u-vl<z \E(f; G0 - dnar)

1

+ gzl‘f:l%(fot fon f2(x,7)(r — q)?cos?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr)

/2

1

/
+ gZi?:l%(fot fon f2(x, ) (r — q)?sin?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr) g

bulunur. Son esitsizlige Holder esitsizligi uygulanirsa,

3 1
lu—v| < i\/g(f(jf;fZ(x,T)(r — q)%dxdr) &

1,

1
+€(Z§°=1k—12) 2 (210::1 fot foﬂ f2(x,T)(r — q)?cos?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr)

1,

1/
+ g (Zf:;l k—12) 2 (fo’:l fot f; f2(x,T)(r — q)?sin?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr)

3 1
[lu—v| Si\/g(fotfonfz(x,r)(r— q)zdxdr) /2

1/2

+\/§ (Zlio=1 fot f(;T f2(x, T)(r — q)?cos?2kx sin® 2k(t — 1) dxd‘t)
1

+\E (Zﬁoﬂ fot f(;T f2(x, ) (r — q)?sin?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr) /2

bulunur. Son esitsizlige Bessel esitsizligi uygulanirsa,

1

lu—v| < i\/?(fotf; f2(x,1)(r — q)zdxdr) /2
1 1
+\/§ (fotfon f2(x, 1) (r — q)zdxdr) f2 + \E(fotf; f2(x, ) (r — q)dedT) &

elde edilir. Son esitsizlikte her iki tarafin maksimumu alinirsa,

T3 T
lu — vl < F ITHIECS, Oller oy IF — allcrpy + 2 f TG Dl oy It — aller oy

T3 T
u—vll < (F+ om f) TG, Dlles e = aller o
3
hu— vl < (ﬁ +2n ﬁ)anr ~dllci (4.16
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elde edilir.

2 woo t . .
- Yke1 fo fo f(x,t) (r—q)sin2kx sin 2k(t—t)dxdt
Jo xf(x)dx

r—-q=

esitliginde her iKi tarafin mutlak degerini alip Bessel esitsizligi uygulanirsa,

1
|2(f0tf(;T 2 (x,1) (r—q)?sin?2kx sin? 2k(t—‘l:)dxd‘t) /2

—q| <
Ir—al < |f; xf(xt)dx]

bulunur. Her iki tarafin maksimumu alinirsa,

20 IR O g1y 17—l 1y

Ir — allcrpy < 2
(D) “7||f(x,t)||c1(o)

4|T
I = allrpy < S lir = qlla

1

=aom 1 <1

llr — qucl(])) <€, €

(4.17)

bulunur. Son esitsizlikten r — q elde edilir. (4.17), (4.16)’da yerine yazilirsa, u = v

elde edilir. Dolayisiyla (4.1)-(4.4) probleminin ¢ozumi tektir.

4.4, Periyodik Simir Kosullu Hiperbolik Ters Katsay1 Probleminin Kararhhg:

Bilindigi gibi bir problemin iyi tanimli problem olmasi i¢in ¢dziimiin, varhigi ve

tekliginin yaninda giris verilerine gore siirekli bagimli yani kararli olmasi gerekir.

Simdi bunu gdsterelim:

Teorem 4.4.1. Lemma 4.2.1. in kosullar1 gegerli olsun. Buna gore (4.1)-(4.4)

probleminin {u(x,t), r(t)} ¢oziim gifti giris verilerine siirekli bagimlidir.
ispat. @ = {o, Y, f,E} ve ® = {3, |, E} olsun.

loll < My, [[W]l < My, |IE|l < M3, |Ifll €M esitsizlikleri saglansin.

DNl = lloll + Il + IEN + AL, D1 = @Il + 1Pl + IEN + [|F]] ile gosterilsin;
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u—us %((Po — @ + (o — Pt + fot(t - - 17)fod‘f)

+ Vet <(cpck — P )cos2kt + % sin2kt + i fot(r — )f sin 2k(t — 1) dr) cos2kx
+ Xy <(cpsk — Pgr)cos2kt + %siﬂkt + ifot(r — P)fgy sin 2k(t — 1) dr) sin2kx

Yukaridaki esitsizligin mutlak degeri alinirsa,

lu—1l < E ((Po — P + (W — Yot + fot(t - - f)fod'f)|

+

Dheq <((ka — Pcr)cos2kt + %sinZkt + i fot(r — D)fg sin 2k(t — 1) dr) coska‘

+

Dheq (((psk — @gr)cos2kt + %sinZkt + ifot(r — Dfgy sin 2k(t — 1) dr) SiHZkX‘

Ju—l < 2o — Fol + 1o — olt + 2| Jo(t — DG, ) (r — Pdxdr|
+ 30l Pa — Perdl + T [ W = B

+ %fo:l |§f0t fon f(x, t)(r — F)cos2kx sin 2k(t — 1) dxdr|

+ 30l 0gc = Bordl + T2y [ g = T

+23e, [0 G ) (@ — Dsin2kx sin 2k(t — ©) dxdr]
elde edilir. Son esitsizlige Cauchy esitsizligi uygulanirsa,
- 1 _ 1 —
lu—al < El(Po — @l +E|1|Jo —Yolt
1 Y
t 2 t ~ 5
+2 (fo (t— T)de) (fo Jy 2D (r — r)zdxdr)

— 1 -
+ Zliozll(Pck - (Pckl + Zliozl |£| N—’ck - L|Jck|

1 Y,
+%Zl‘f’=1i<fot dr) /2 (fot fon f2(x,t)(r — r)%cos?2kx sin? 2k(t — 1) dxd‘t)

+ Zliozllcpsk - (_Pskl + Z]?:l |2_1k| N—’sk - LT"skl
1 1t \V2 ot om 2
+— kg (fo dr) (fo Jy f2(x, D (r — F)?sin*2kx sin® 2k(t — 1) dxd‘t)

bulunur. Son esitsizlige Holder esitsizligi uygulanirsa,
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_ 3 T _ 1/2
lu—1l < %|(Po — ®ol +%|¢o - q’ol‘“‘%\/g(fotfo f2(x 0 (r - r)dedT)

1/ _
+ 204100 = Pad +5 (Ziiz) | Cialber — Bad®) V2

1 1
+%(Zﬁ°=1k—12) /2 (fo’:l fot f(;T f2(x, 1) (r — )2cos?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr) /2
1/ _
+2al0s = Fad +5 (Zaiz) T Cialba — Bad 2
1/,

1/
+ % (fo:lk—lz) 2 (Zl"f:l fot foﬂ f2(x, 1) (r — r)?sin?2kx sin? 2k(t — 1) dxdr)

elde edilir. Son esitsizlige Bessel esitsizligi uygulanirsa,

lu—1l < 1o — ol + 1o - moltﬁ\[éﬁﬂf(x, (- ) dr

+ T8 1Pk — Pl + 5= T W — Beael + 2 f3 [ FCx, O = P de
T84 Ps = Pl + 5= T Wi — P + S [3 7, O = P dre
bulunur. Son esitsizligin her iki yaninin maksimumu alinirsa,

=Gl < (5 llpo = Boll + Ziy Ulpei — Bl + lpg = Bsill)

+ (1o = BollI T+ = B2 Ulrese = Bl + e = Bl

+ (\E+ Zn\@Mmur— ol

bulunur.

r(t) = F(V) + f, r(OK(t dr

E' -T2 (2K)@gsrcos2kt—Tt Yo, P sin2kt
f(? xf(x,t)dx

F(t) =

- YR, fsesin2k(t—1)
f; xf(x,t)dx

K(t, 1) =
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in 1 " 0 2k ’ o) .
F—F= fT[Xf(T)dX (E - T[Zk=1 (Z) (kaCOSZkt - T[Zk=1 lIJSkSIHZkt)
o )

1 =, o  (2K\ —; o = .
- m (E — T Zk:l (E) (pckCOSZkt —T Zk:l l.lekSankt)
o ,

f (:T xf(x,t)dx

XD ax o0 (E" — mXpq @crcos2kt — Tt Yp; g sin2kt)
0 ’ 0 ’

F-F=

Jo xE(x,t)dx
- Tm T_=
fo xf(x,t)dx fo xf(x,t)dx

(E" — Y2 @rcos2kt — X | Wgsin2kt)

nm (T_F [ li ™ =
. 1 (E fo xf(x, )dx — T Y52 ; @Lcos2kt fo xf(x, t)dx)

o xfGendx [ xfotdx \ —qp Y, Wgrsin2kt f: xf(x, t)dx

. " E” foﬂ xf(x, )dx — T Y e ; P cos2kt f: xf(x, t)dx
Jo xfetdx [ xfx0dx \ —qp Y Pgsin2kt f; xf(x, t)dx

E” f;xf(x, t)dx — E” f: xf(x, t)dx
+E” f; xf(x,t)dx — E” f: xf(x, t)dx
—TE YR QrCOS2KE f; xf(x, t)dx
+10 YR @ COs2kt f: xf(x, t)dx

L —T Y p; @l COS2kt f; xf(x, t)dx
Jo XExDdx [ xfxOX [ 41 ¥ Bl cos2kt f; xf(x, t)dx
—mt p; Wgesin2kt f; xf(x, t)dx
+1 Vg Wercos2kt f; xf(x, t)dx
—T Y Pgrsin2kt f; xf(x, t)dx
+10 Ype 1 Wgiesin2kt f: xf(x, t)dx

F—F=

E"” f;x (f(x, t) — f(x, t)) dx
+(E" —E") [, xf(x,Ddx
FoFe— L +T Y5 @rSin2kt f;x (f(x, t) — f(x, t)) d
Joy xfGetydx fy xfxtdxt - ppye  (of — ol )sin2kt f; xf(x, t)dx
+1 Y5 Pesin2kt f;x (f(x, t) — f(x, t)) d
+1t Yp; (s — Wi )sin2kt f; xf(x, t)dx

<

»

Son esitligin her iki tarafinin maksimumu alinirsa,
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eI -l + SR HE — B \
IF —F|l < 4M2| +—||f il i il + == Zk el — @il |
_”f f”Zk 1”1~|—’sk” + Zk 1”l~|—’sk lI—’sk”

IF —Fll < " IIE” E"||
— Zl?:l(”q)::k — Pl + Wk — Wl
IIF = F| < —oM s||f = 1| +—-IE" — E”| +— ||f fll(My + M)

+H_MZ?=1(||<P21< — Pl + Wk — WD

= 2 0 1 —7 T 2 " T
IF = Fll < 25522, (ot — Pacll + 1Wrsic — WD) + = IIE” = B
2 2 =
+ (—M Mj + 2 (M, + M2)> e =
elde edilir.

—Tt ¥ a4 cos2kxfg sin2k(t—1)
f: x.f(x,t)dx

K(t, 1) =

K-K=

+1 Yo, cos2kxsin2k(t — 1) = f f(x, r)stkxdxf xf(x, t)dx\|
—Tt Y4 cos2kxsin2k(t — 1) = f f(x, r)stkxdxf xf(x, t)dx |
+1 Y pe; cos2kxsin2k(t — 1) ;fo f(x, T)sin2kxdx fo xf(x, t)dx/

1
T ™=
fo xf(x,t)dx fo xf(x,t)dx

/ T Ype; cos2kxsin2k(t — 1) Efﬂ f(x, T)sin2kxdx fﬂ xf(x, t)dx
|
|

. 2%, cos2kxsin2k(t — ) foﬂ f(x, T)sin2kxdx foﬂx (f(x, t) — f(x, t)) dx
Jo xfGendx [ xfendx | 4 o Y, cos2kxsin2k(t — T) fon (f(x, 1) — f(x, ‘r)) sin2kxdx fon xf(x, t)dx

Son esitsizligin mutlak degeri almip, Cauchy esitsizligi uygulanirsa,
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IK—-K| <

4

/ 237, (J; dx) /z(f £2(x, T)sin?2kxdx) : (J, x?dx) /2( (f(x ) — f(x,t))2 01")1/2 \|

M2 /2 1
\+2 i (fy dx) ( (f(x T) — f(x, 1:)) sin22kxdx) (J, x?dx) /Z(fonfz(x, t)dx) /2

ede edilir. Son esitsizlige sirasiyla Bessel esitsizligi uygulanip, her iki tarafin

maksimumu alinirsa,

< e (v [ =1+ 2 - ) = 25 =)

IK—KIl <

bulunur.

r(t) = F(®) + [, r(OK( Ddt

F(t) = F(®) + [, F(OR(, Ddt
r—F=F—l_7+fotrKdr—fothdr+f0thdr—fotFKdT

r—t= F—F‘+fOt(K—K)fdr+fotK(r—F)dr

son esitligin her iki tarafinin maksimumu alinirsa,

lIr — Fll < IF = FIl + ITHIK = KI[Ir| + [THKIHIr — Tl

lIr — Fll(1 = ITHIKID < [F = Fl + [TIIK = KIl[Ir]l

elde edilir. Burada yeterince kiicuk T ler icin T||K|| < 1 saglanmalidir;

I IF —Fll + ITHIK = KIllirll

i By )

1 T 2 n_gn
I =71l < iy (g 2 (lptac = @l + g = Wil + 2 I — B

+ e (v Ma + ez (M + M) + 2250 el [~ ]

|[r — F|[’yi |lu — Tl|’de yerine yazarsak,
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lu —all <5 llpo = Foll + Zizs Npek — Percll + lpsic — Perell)

+5 o = Wolll Tl + 5= Ty (b = el + g = Pl

T3 T 1 2 %) ’ —7 e
" (\E + 2“\/;) MlTl mmz:kzl(”@ck - (Pck” + ”l'l'ISk - qJSk”)

T3 T 1 2 n_Tn
+<\E+ZK\E>M|T|(1—ITIIIKII) HZMHE E”l

T3 T 1 2 2 16|T| T
+ (\E + 211\/%) e (7 Ma + —o (My + M) + =0 i) |- i

elde edilir. Burada,

lo — 3l = lloo — Poll + ZiZa ok — Pexll + lpsic — PsiclD)
+ izl c — Pl ITI

Iy =Wl = W — Woll + Ty (Weke — ekl + Wk — Wil
+ Zl?:l”d"sk - LTjsk” |T|

& = @Il = llo =l + Il — Il + IE” —E"[| + [|f — f]

M, = max{%,l, <E+ 2n\/§>M|T|m%}

M; = max{%,%,(\/?+ 21‘[\/§>M|Tlm%}
M, = {(\E+ 2n\/§>MITIm1§M}
M7= {<\/§ * 2“\/3 (1—|T1|||K||) (nzzmz My + 5 (M + M) V;Tl;l“ ”r”)}

olarak alinirsa,

lu —all < Mylle — @Il + Mslly — §ll + MgllE” — E”[| + M, ||f — |

seklinde yazilabilir ve Mg = max{M,, Mg, M¢, M} seklinde kabul edilirse,
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lu—all < Mgll® — @
Seklinde yazilabilili. Buna goére ® — & igin u - U kararhdur.

4.5. Periyodik Smmir Kosullu Hiperbolik Ters Katsayr Probleminin Niimerik

Céziimi

U = Uxy + T(OF(x, 1) (4.18)
ux0) = e(x) ux0) =Y (4.19)
u(0,t) = u(mt) ug(0,t) = uy(mt) (4.20)
E(D) = [ x u(x )dx (4.21)

(4.17)-(4.20) problemini niimerik olarak ¢ozmek i¢in sonlu farklar metodundan agik
sema yontemi kullanilacaktir. Oncelikle r(t)’yi bulmak icin (4.17) nin her iki tarafini

x ile ¢arpip 0’dan m’ye integralleyelim;

_ —E"()—mux(m,t)
r(t) = f:x.f(x,t)dx (4.22)

Ik olarak [0, 7] araligmi M tane h = % esit uzunluklu, [0, T] aralig1 N tane T = %

esit uzunluklu alt arali§a boliiniir. Problemin niimerik yaklagimi i¢in kararli olan h ve

T ya gore ikinci mertebeden kesinlige sahip agik sema kullanilabilir [43].
(4.17)-(4.20) probleminin agik sema karsihig1 asagidaki gibidir;

]+1 j—1

_ j
ZT‘; N M Zh“z et pif) (4.23)
2_y1
Uiy = @; ultul = (4.24)
N .
up = uy —uiH;N‘l = u) (4.25)

(4.23)’de, ui“ ’yi gekersek,

j+1_ﬁ _ T~ jfl _ -1
u; 2 ul, 2h2u1+h2u11+‘trf +2u u;
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2
elde edilir. Burada % = k2 olmak Uzere,

ui“ = kzu];_1 + (1 - 2k2)ui + kzu];+1 - u];_l + Tzrjfij ,i=1,..,n

elde edilir. Buradan asagidaki sistem bulunur.

( ujl+1 = kzu];, +(1- 21{2)uj1 + kzuj2 + B,

ujz+1 = kzuj1 + (1 - 21{2)uj2 + kzuj3 + B,
) u]3+1 = k2u, + (1 — 2kH)u), + k?u, + B;

U= k2 + (1 -2k, + kzu];l+1 + B,

— 1 2.jf
\ B, = —u, +t°rf]

(4.22)’in agik sema karsihig;

j+1_ o, -1 i _J
_ Ei 2E1+Ei . UN—UN_q
. T2 h
) =

(fin)j

r

seklindedir. Burada,

(fin)j = f(;TX f(x, t)dx, El = E(tj), j=1,..,N

(4.26)

(4.27)

(4.28)

dir. (4.27) lineer denklem sistemi ¢ozillr. (4.23)-(4.28) problemi av-aver modeli ile

j+1 . . Q) .
¢Ozalur. Burada u; ~ leri bulmak igin r’ degerine ihtiyag vardr. r’®) jle s. iterasyon

j+1(s)

. j+1 < .. . o J
adimu, u; ile u]i degerlerinin s. iterasyon adimi gosterilir.

j=0,

1 0 -1 0 0
_<Ei —2E{ +E; )_ <uN—uN_1>
2 T h
0 _ T

= (fim)°

elde edilir. Niimerik hesaplamalarda zaman adimu ¢ok kiigiik oldugu igin ri(® = rJ,

i+1(0 i+1 .
u]i © _ u]i almabilir.
(At k)
. 2 h
P+ — ,s=0,1,2, ...

(fin)!
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j+1(s+1
u]i (s+1)

= kzui(_si + (- 2k2)ui(s) + k2 — O Tzrj(s)fij (4.30)

i+1 i

. S T
jo_ 0 WitUn—g
Uy =uy —— —=1u (4.31)

olur. (4.29)-(4.31) sistemi Gauss-Seidel ile ¢oziiliir. Bu hesaplamalar yakinsama

saglayana kadar devam edilir. Tanimlanan toleransi saglayan s degerinde

ui+1(s+1)ve rIG*D degerleri sirasiyla u];+1 ver) kabul edilir. Bu j. adimdan (j + 1).

adima hareketin tamamlanmasini saglar.

Ornek 4.5.1. ug = uyy, + r(t) exp(t?) sin2x

u(x,0) = sin2x

u(0,t) = u(mt) uy(0,t) = uy(m,t)

E(t) = —gexp(tz) , x€[0,m], te[0,T] ¢oziimleri olsun. Burada;
f(x,t) = exp(t?) sin2x, @(x) = sin2x

—gexp(tz) — fonx.u(x,t)dx ,0 <t<T?

{r(t),u(x,t)} = {6 + 4t?, exp(t?) sin2x} h = 0,02t = 0,02

i¢cin uygulamay1 baslatalim:

Sekil 4.1. NUmerik ve kesin ¢oziimin arasindaki ¢oziimiin yaklasik gosterimi
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E(t)’yi E(t), = E(D)(1 +v8), 6 € [-1,1] olarak tanimlayalim:
y : Guraltd ylzdesi

0 : Degisken

1 D T T T T T T T T T

95

ot Exact

55 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

t

Sekil 4.2. NUmerik ve kesin ¢6zimin arasindaki farkin %0 gurilti yizdesiyle
verilen gosterimi

1 D T T T T T T T T T

95
Exact A

—-—- = 0.00001 y
9r

85 e

5.5 | | | 1 | 1 | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9

Sekil 4.3. Numerik ve kesin ¢6zumin arasindaki farkin %0,00001 guralti
yuzdesiyle verilen gosterimi
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1 0 T T T

Exact
—-—- v =10.0001

4 | | |
0 0.1 0.2

0.3

0.4
t

0.5

0.6

0.7

0.8

Sekil 4.4. Nimerik ve kesin ¢6ziimun arasindaki farkin %0,0001

yuzdesiyle verilen gésterimi

0.9 1

gardltd

25 T T T
20 |
15

10F

Exact

—— -y =0.001

-15 ! ! !
0 0.1 0.2

0.3

0.4 0.5
t

0.6

0.7

0.8

0.9 1

Sekil 4.5. Numerik ve kesin ¢dzimln arasmdaki farkin %0,001 gurdlti

yuzdesiyle verilen gdsterimi

Sekil 4.2, 4.3, 4.4, 4.5°te r(t)’nin kesin ve niimerik ¢oziimleri arasindaki farki

giiriiltii verileriyle gosterilmistir. Burada sirasiyla giiriiltii ylizdeleri;

Y = %0 %0,00001 %0,0001 %0,001 dir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada periyodik sinir kosullu ters lineer hiperbolik denklem ig¢in problemin
Fourier yontemi ile incelenmesi ele alinmistir. Bu periyodik sinir kosullu hiperbolik
problem smir ve baslangic problemine c¢evrilip Fourier metodu kullanilarak
problemin ¢oziimiiniin ve ters katsaymnin varligi, tekligi ve kararliligi gosterilmistir.
Ayrica probleme sonlu farklar yontemi uygulanarak gercek ¢oziime olan yakmsaklig:

niimerik ornekle gosterilmistir.

Bu problem farkli smir kosullariyla ¢oziilebilir ayrica problemin nimerik ¢6zimi
icin kapali ve Crank Nicolson semalar1 da kullanilabilir, tabi bu ayr1 bir inceleme

konusu olacaktir.

49



KAYNAKLAR

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

Epstein B., Partial Differential Equations., 1th ed., McGraw - Hill Book
Company, Inc., Newyork, 1962.

Strauss W.A, Partial Differential Equations, 2th ed., Wiley, United States of
America, 2008.

Aliyev G., Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler, 1. Cilt, Milli Egitim
Basimevi, Istanbul, 1995.

Lavrent’ev M. M., Some Improperly Ill-Posed Problems of Mathematical
Physics, Springer, Berlin, 1967.

Alifanov O. M., Artyukhin E. A., Rumyantsev S. V., Extreme Methods for
Solving 1llI-Posed Problems with Applications to Inverse Problems, Begell
House Inc., Newyork, 1995.

Engl H. W., Hanke M., Neubauer A., Regularization of Inverse Problems,
Kluwer Academic Publishers, Netherlands, 1996.

Romanov V. G., Inverse Problems of Mathematical Physics, 1st ed., VSP,
Utrecht, 1987.

Romanov V. G., Investigation Methods for Inverse Problems, 1st ed., VSP,
Utrecht, 2002.

Isakov U. M., Inverse Problems in Partial Differential Equations, Springer,
Berline-New York, 1998.

Kabanikhin S. I., Lorenzi A., Identification Problems of Wave Phenomena,
1st ed., VVSP, Utrecht, 1999.

Lavrent’ev, M. M., Romanov, V. G., IlI- Posed Problems of
Mathematical Physics and Analysis, American Mathematichal Society,
Moscow, 1986.

Denisov A. M., Inverse Problem for a Quasilinear Hyperbolic Equation with
a Nonlocal Boundary Condition Containing a Delay Argument, Differential
Equations, 2013, 49(9), 1053-1061.

Denisov A. M., Integral-Functional Equation Arising in The Study of An

Inverse Problem for a Quasilinear Hyperbolic Equation, Differential
Equations, 2018, 54(9), 1180-1190.

50


https://www.nadirkitap.com/kitapara.php?ara=kitaplari&tip=kitap&yazar=Bernard+Epstein
https://www.nadirkitap.com/kitapara.php?ara=kitap&tip=kitap&yayin_Evi=McGraw+-+Hill+Book+Company,+Inc.&siralama=fiyatartan
https://www.nadirkitap.com/kitapara.php?ara=kitap&tip=kitap&yayin_Evi=McGraw+-+Hill+Book+Company,+Inc.&siralama=fiyatartan
https://www.nadirkitap.com/kitapara.php?ara=kitap&tip=kitap&yayin_Evi=M%DDLL%DD+E%D0%DDT%DDM+BASIMEV%DD&siralama=fiyatartan
https://www.nadirkitap.com/kitapara.php?ara=kitap&tip=kitap&yayin_Evi=M%DDLL%DD+E%D0%DDT%DDM+BASIMEV%DD&siralama=fiyatartan

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

Denisov A. M., Existence of a Solution of the Inverse Coefficient Problem
for a Quasilinear Hyperbolic Equation, Computational Mathematics and
Mathematical Physics, 2019, 59(4), 550-558.

Tekin 1., Determination of a Time-Dependent Coefficient in a Wave Equation
with Unusual Boundary Condition, Filomat, 2019, 33(9), 2653-2665.

Tekin I., Existence and Uniqueness of An Inverse Problem for a Second
Order Hyperbolic Equation, Universal Journal of Mathematics and
Applications, 2018, 1(3), 178-185.

Mansur 1. and Tekin I, Inverse Coefficient Problems for a First Order
Hyperbolic System, Applied Numerical Meathematics, 2016, 106, 98-115.

Pulkina L.S., A Nonlocal Problem for a Hyperbolic Equation with Integral
Conditions of the 1st Kind with Time Dependent Kernels, Russian
Mathematics, 2012, 56(10), 26-37.

Assanova A.T., Solvability of a Nonlocal Problem for a Hyperbolic Equation
with Integral Conditions, Electronic Journal of Differential Equations, 2017,
2017(170), 1072-6691.

Yildiz M., A Coefficient Inverse Problem for a Hyperbolic Type Equation,
Karaelmas Science and Engineering, 2014, 4(2), 59-63.

Cannon J. R., Lin Y., Determination of Parameter p(t) in Holder classes for
Some Semilinear Parabolic Equations, Inverse Problems, 1988, 45(11), 595-
606.

Kanca F., Baglan I., An Inverse Problem for a Quasilinear Parabolic Equation
With Nonlocal Boundary and Overdetermination Conditions, Journal of
Inequalities and Applications, 2014, 2014(76), 12-23.

Baglan I., Kanca F., Mishra V. N., Determination of an Unknown Heat
Source from Integral Overdetermination Condition, lranian Journal of
Science and Technology Transaction A-Science, 2018, 42, 1373-1382.

Baglan 1., Analysis of Two-Dimensional Non-Linear Burgers Equations,
Twms Journal of Applied and Engineering Mathematics, 2019, 9(1), 38-48.

Kanca F., Baglan I., Inverse Problem for Euler-Bernoulli Equation with
Periodic Boundary Condition, Filomat, 2018, 32(16) ,5691-5705.

Baglan I., Determination of a Coefficient in a Quasilinear Parabolic Equation
with Periodic Boundary Condition, Inverse Problems in Science and
Engineering, DOI: 10.1080/17415977.2014.947479.

Baglan 1., Kanca F., An Inverse Coefficient Problem for a quasilinear
Parabolic Equation with Periodic Boundary and Integral Overdetermination
Condition, Mathematical Methods 1 the Applied Sciences, 2013,
DOI: 10.1002/mma.3112

51



[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

Baglan 1., Kanca F., Solution of the Boundary-Value Problem of Heat
Conduction with Periodic Boundary Conditions, Ukrainian Mathematical
Journal, 2020, 72, 232-245.

Baglan 1., Determination of a coefficient in a Quasilinear Parabolic Equation
with Periodic Boundary Condition, Inverse problems in science and
engineering, 2015, 23(5), 884-900.

Baglan 1., Kanca F., Two-Dimensional Inverse Quasilinear Parabolic
Problem with Periodic Boundary Condition, Applicable analysis, 2019, 98(8),
1549-1565.

Baglan 1., An Inverse Coefficient Problem for a Quasilinear Parabolic
Equation with Periodic Boundary and Integral Over Determination Condition,
Mathematical methods in the applied sciences, 2015, 38(5), 851-867.

Kanca F., Baglan 1., Inverse Problem for Euler-Bernoulli Equation with Periodic
Boundary Condition, Filomat, 2018, 32(16), 5691-5705.

Baglan 1., Kanca F., Fourier Method for Higher Dimensional Inverse Quasi-
Linear Parabolic Problem, Numerical Methods for Partial Differential
Equations, 2021, 37(3), 2222-2234.

Kanca K., Baglan 1., Analysis for Two-Dimensional Inverse Quasilinear
Parabolic Problem By Fourier Method, Inverse problemlems in science and
engineering, 2021, DOI: 10.1080/17415977.2021.1890068.

Hill G.W., On The Part of the Motion of The Lunar Perigee Which is a
Function of The Mean Motions of The Sun and Moon, 8. Cilt, Acta
Mathematica, Cambridge U. S. A., 1-36, 1886.

Cagliyan M., Celebi O., Kismi Diferansiyel Denklemler, 2. Baski, Dora
Yaymlari, Bursa, 31-32, 2010.

Halilov H. Ve Hasanoglu A., Can M., Cok Degiskenli Fonksiyonlarin Analizi,
2. Cilt, Literatiir Yayinlari, Istanbul, 2009.

Halilov, H. ve Hacisalihoglu, H., Ylksek Matematik Klavuzu, 1. Cilt, Elfi
Yayinevi, Ankara, 2009.

Aksoy Y., Integral Denklemler, 1. Cilt, Yildiz Teknik Universitesi Yaynlari,
Istanbul, 1983.

Mitrinovi¢ D. S., Pecari¢ J. E., Fink A. M., Classical and New Inequalities in
Analysis, Kluwer Academic Publishers, 1993, DOI: 10.1007/978-94-017-
1043-5.

Brown JW. and Churcill R.V., Fourier Series and Boundary Value
Problems, 5th ed., McGraw-Hill Education, 1993.

Altin A., Uygulamali Matematik, Gazi Kitabevi, Ankara, 2011.

52



[43] Smith G. D., Numerical Solution of Partial Diffrential Equations: Finite
Difference Methods, 3th ed., 0-19-859650-2, 1985.

53



KISISEL YAYIN VE ESERLER
[1] Baglan 1., Pekiiziin A., Fourier Method for Inverse Coefficient Hyperbolic

Equation with periodic boundary condition, International Conference on Life
and Engineering Sciences (ICOLES), istanbul, Turkey, December 11-13, 2020.

54



OZGECMIS

Ik, orta ve lise dgretimini Istanbul’da tamamladi. 2013 yilinda girdigi Kocaeli
Universitesi Matematik Boliimii’nden 2018 yilinda mezun oldu. 2018 yilinda
Kocaeli Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali’nda Yiiksek
Lisans 6grenimine basladi. 2020 yilindan beri Esentepe Ortaokulu’nda matematik
O0gretmeni olarak gorevini siirdiirmektedir.

55



	ÖNSÖZ VE TEŞEKKÜR
	İÇİNDEKİLER
	ŞEKİLLER DİZİNİ
	SİMGELER DİZİNİ VE KISALTMALAR
	ÖZET
	ABSTRACT
	GİRİŞ
	1. GENEL BİLGİLER
	1.1.  Kısmi Türevli Diferansiyel Denklemler
	1.2. Fonksiyon Serileri
	1.3. Ortogonal Fonksiyonlar
	1.4. Fourier Yöntemi
	1.5. Sturm-Liouville Problemi

	2. DALGA DENKLEMİ İÇİN FOURİER YÖNTEMİ
	2.1. Homojen Dalga Denkleminin Fourier Yöntemi ile Çözümü
	2.2. Homojen Olmayan Dalga Denkleminin Fourier Yöntemi ile Çözümü

	3. PERİYODİK SINIR KOŞULLU DALGA DENKLEMİ İÇİN FOURİER YÖNTEMİ
	3.1. Homojen Periyodik sınır koşullu Hiperbolik denklemlerin Fourier Yöntemi ile Çözümü
	3.2. Homojen Olmayan Periyodik sınır koşullu Hiperbolik denklemlerin Fourier ile Çözümü

	4. PERİYODİK SINIR KOŞULLU HİPERBOLİK TERS KATSAYI PROBLEMİ
	4.1. Periyodik Sınır Koşullu Hiperbolik Ters Katsayı Probleminin Çözümü
	4.2. Periyodik Sınır Koşullu Hiperbolik Ters Katsayı Probleminin Varlığı
	4.3. Periyodik Sınır Koşullu Hiperbolik Ters Katsayı Probleminin Tekliği
	4.4. Periyodik Sınır Koşullu Hiperbolik Ters Katsayı Probleminin Kararlılığı
	4.5. Periyodik Sınır Koşullu Hiperbolik Ters Katsayı Probleminin Nümerik Çözümü

	5. SONUÇ VE ÖNERİLER
	KAYNAKLAR
	KİŞİSEL YAYIN VE ESERLER
	ÖZGEÇMİŞ

