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ONSOZ VE TESEKKUR

Matematigin en eski alanlarindan biri olan sayilar teorisinin temelleri milattan 6nceye
dayanmaktadir. Bu alanda uzun yillar boyunca harmonik sayilar ve Catalan sayilar gibi
birgok 06zel saymmin ve bu sayilar arasindaki iligkilerin incelendigi calismalar
yapilmistir. Bu calismada, yapilan ¢alismalarin yardimi ile bu 6zel sayilar igeren
esitlik ve denklikler elde edilmistir.

Calismalarimda bana yol gdsteren degerli hocalarim Saymn Prof. Dr. Nese Omiir ve
Sayin Dog. Dr. Sibel Koparal’a ve her zaman yanimda olup bana destek olan sevgili
aileme tesekkiirlerimi sunarim.

Haziran-2020 Zehra Betiil GUR
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TABLOLAR DiZiNi

Tablo 1.1. B, sayilar



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi
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: Dogal Sayilar Kiimesi

: Tam Sayilar Kiimesi

: Rasyonel Sayilar Kiimesi
: Reel Sayilar Kiimesi

: Elemanidir

: Denktir

: Toplam Sembolii

: Carpim Sembolii

: k’nin q-Benzeri

: Binom Katsayisi

: -Binom Katsayis1

: g-Pochhammer Sembolii

: Fermat Orani

: g-Fermat Orani

: Harmonik Say1

: m Mertebeli Harmonik Say1

. Alterne Harmonik Say1

: g-Harmonik Say1

: g-Harmonik Say1

: Alterne g-Harmonik Say1

: m Mertebeli g-Harmonik say1

: m Mertebeli g-Harmonik Say1

: m Mertebeli Alterne g-Harmonik Say1
: Catalan Sayis1

: Genellestirilmis Catalan Sayis1

: g-Catalan Sayis1

: g-Genellestirilmis Catalan Sayis1



q-GENELLESTIRILMiS CATALAN SAYILARI VE q-HARMONIK
SAYILARINI ICEREN DENKLIKLER

OZET

Bu calismada, bilinen denklikler ve kombinatoriyal 6zdeslikler kullanilarak q-
genellestirilmis Catalan sayilari, g-harmonik sayilar ve alterne q-harmonik sayilar ile
ilgili baz1 g-denklikler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Denklik, g-Genellestirilmis Catalan Sayilari, q-Harmonik
Sayilar.



CONGRUENCES INVOLVING g-GENERALIZED CATALAN NUMBERS
AND g-HARMONIC NUMBERS

ABSTRACT
In this study, it is obtained some g-congruences related to g-generalized Catalan
numbers, g-harmonic numbers and alternating g-harmonic numbers by using some

well-known congruences and combinatorial identities.

Keywords: Congruence, g-Generalized Catalan Numbers, g-Harmonic Numbers.
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GIRIS

Harmonik sayilar ve Catalan sayilari, sayilar teorisinde ilgi ¢ekici bir konu olup bu
sayilar ile ilgili yapilan ¢alismalar 6nem teskil etmektedir. q-Analog tanimu ile birlikte
bu sayilarin yeni genellestirmeleri yapilmis olup g-harmonik sayilar, q-Catalan sayilari
ve g-genellestirilmig Catalan sayilar1 tanimlanmistir. Bu ¢alismada, bu 6zel sayilar

hakkinda bilgiler verilmis ve bazi sonuglar elde edilmistir.

Bu tez genel bilgiler, g-genellestirilmis Catalan sayilari ve q-harmonik sayilari igeren

denklikler, sonuglar ve 6neriler olmak iizere ti¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde bazi temel tanimlarin yaninda, harmonik sayilar ve Catalan sayilari
gibi baz1 dzel sayilar ve bu sayilarin genellestirmeleri verildi. Ornegin, H,(q) ile
gosterilen g-harmonik say1 ve C,(q) ile gosterilen g-Catalan sayisi sirastyla harmonik
sayilarin ve Catalan sayilarinin birer genellestirmesidir. Ayrica bu 6zel sayilar ile ilgili

yapilmis olan ¢aligmalar arastirilarak bazi boliimlerine yer verildi.

Ikinci boliimde, birinci boliimde tanimlar1 verilmis olan q-genellestirilmis Catalan
sayilar1 ile gesitli toplamlar olusturularak bu toplamlarin [p]é moduna gore elde
edilmis olan denklikleri verildi. Ayrica bu denklikler elde edilirken karsilasilan, (-
harmonik sayilar1 da igeren bazi toplamlarin [p]y Ve [p]a moduna gére denklikleri

gosterildi.

Ucgiincii boliimde ise elde edilen sonuglar ile birlikte ilerideki ¢alismalar icin dneriler

verildi.



1. GENEL BIiLGILER
1.1. Temel Tanimlar

Tanim 1.1. a,b € Z ve a # 0 olsun. Bir k tam sayisi1 i¢in b = ka oluyor ise “a béler
b” denir ve a|b seklinde yazilir. Eger herhangi bir k tam sayisi i¢in b = ka olmuyor

ise “a bolmez b dir” denir ve a 4 b seklinde yazilir.

Tanim 1.2. n € Z*/{1} ve a,b € Z olmak iizere n|(a — b) ise “a ile b mod n’ye

gore Z ‘de denktir” denir ve bu
a = b(mod n)

seklinde yazilir. Eger, n 4 (a — b) ise “a ile b mod n’ye gore Z ‘de denk degildir”

denir ve

a # b(mod n)

seklinde yazilir [19].

Tanim 1.3. n € Z*/{1} vex,y € Q olsun.
“x=y(modn) & Zden|pay(x—y)”
yani

“x =y (modn) & pay(x —y) € nZ”

oluyorsa “ x ile y sayilart mod n’ye gore Q’da denktir ” denir. Aksi durumda ise “ x

ile y sayilart modn’ye gore Q’da denk degildir ” denir ve
X # y (mod n)

seklinde gosterilir [18, 20].



Kolaylikla goriiliir ki Q tizerindeki (mod n) denklik bagntisi, Z iizerinde tanimlanan

denklik bagintisina indirgenir. X,y € Z igin

pay(x —y) =x—y

oldugundan Q tizerindeki (mod n) denklik Z'de de tanimlanir [18].
Teorem 1.1. n € Z" i¢in

Z, = {x € Q : (payda(x),n) = 1} kiimesi alinirsa

ZcZ,c Q veZ,, Qnun alt halkasidir.

Ozel olarak n = p (p asal say1) alinirsa Z,={x€Q : ptpayda(x)} halkasmnin

elemanlar1 p-sel sayilar olarak adlandirilir.

Tanim 1.5. x € R olsun. y < x <y + 1 olacak sekildeki y tam sayisina “ x in tam

degeri ” denir ve y = |x| seklinde gosterilir [22]. A¢iktir ki x € Z ise |x| = x olur.
Tanim 1.6. q bir degisken olmak iizere n € Z* U {0} tam sayisinin g-benzeri
[nlg=1-qgMW/A-q) =1+q+q*+--+q""" (1.1)
seklindedir. Burada [0], = 1 dur.

Ayrica

lim [n]q = llrrl_ (1 + q + q2 + 4 qn—l) =n
q—1- q—1

oldugu goriiliir. Ornegin,

2

[1g=1120q =1

=1+q
olur. Ayrica (1.1) ile

_1-d
-1

[plq

oldugu goriiliir. Buradan



1-—¢P
1-q

= O(mod [p]q)

olup

1 —gP = 0(mod [ply)

denkligi elde edilir. Buradan da

qf = 1(mod [p]q) (1.2)
elde edilir.

Tanim 1.7. n,k € N ve n > k olmak iizere Binom katsay1s1

(n) _ n!
k/  k!(n—k)!
seklindedir.

Teorem1.2. a,b € Z olsun. n pozitif tam say1 olmak iizere (a + b)™ ifadesinin Binom

acgilimi

> n
(a+b)" = kz:(; (1) kb
seklindedir.

Yukarida verilen binom katsayisina karsilik gelen Gaussian katsayilari ve Gaussian
binom katsayilar1 olarak adlandirilan g-binom katsayilarinin tanimi  asagida

verilmistir.

Tanim 1.8. n > k olacak sekildeki n, k € N i¢in g-binom katsayilari

[, = et
k k]q n — k]!
seklindedir.

Ozel olarak k = 1 alinirsa



n
= [n]

[1] q a

esitligi goriiliir. Ornegin,

=1+q+2¢*°+q*+q*

[4] _(1-¢0-9Y
2l A-91-9g%

dir. Ayrica 1 < k < n igin g-binom katsayilari arasinda

1
e P
ve

n+1

M e N e P

q

Ozdeslikleri vardir.

Tanim 1.9. x € R ven > 1 tam sayisi i¢in (x; q), = 1 olmak tizere

n-1
[ [a-xa9=0a-00-x..a-x
k=0

sonlu garpimina q-Pochhammer sembolii denir ve (x; q),, ile gosterilir [3].

Tanim 1.10. p bir asal say1 olsun. p + m olacak sekildeki negatif olmayan m tam sayis1

icin Fermat orani

mP~1 —1
qp(m) = ———

seklinde tanimlanir. Fermat oraninin q-benzeri olan g-Fermat orani ise p t m ve m >

0 olacak sekildeki p asal sayist ve m tam sayisi igin

m’ m _1 , 11— 1
Qy(m,q) = (@™;9M)p [;](q Dp
q

seklinde tanimlanir [11].



1.2. Baz1 Ozel Sayilar ve Bu Sayilar iceren Esitlik ve Denklikler

Bu béliimde, bu ¢alismada elde edilen esitlik ve denkliklerde kullanilan baz1 6zel
sayilarm tanimlar1 ve bu sayilar hakkinda bilgiler verilmistir. ilk olarak harmonik
sayilar hakkinda birkag bilgi verelim. Harmonik sayilar, sayilar teorisi baslica olmak
tizere birgok alanda 6nemli bir yer kaplamaktadir. Bu konuda yapilan ilk ¢aligmalar
M.O. 6. yiizylla dayanmaktadir. Harmonik sayilar ilk olarak 1862 yilinda
Wolstenholme tarafindan denkliklere uygulanmis olup Lehmer de bir¢ok denklik elde
etmistir. Son yillarda Z.W. Sun gibi birgok yazar bu denklikler yardimiyla farkli

denklikler {izerine ¢aligmalar yapmuistir.

Harmonik sayilar1 harmonik ortalama ile agiklamak istersek, n-inci harmonik say1, n
tam sayisinin ilk n pozitif tam saymin harmonik ortalamasina boliimii ile elde edilir.
Aynm1 zamanda harmonik sayilar, Riemann-Zeta fonksiyonu gibi baz1 06zel
fonksiyonlarda da karsimiza ¢ikmaktadir. Asagida harmonik sayilar ve bazi

genellestirilmelerinin tanimlar1 verilmistir.

Tanim 1.11. n > 1 bir tam say1 olmak tizere

sonlu toplamina n-inci harmonik say1 denir ve H,, ile gdsterilir. Burada

H, = 0 olup
1
Hn = H + Hn_1

tekrarlama bagintis1 saglanir.

Hom = 0 ven > 1 bir tam say1 olmak iizere n-inci m mertebeli harmonik say1

n

1

im
i=1

sonlu toplami ile tanimlanir ve Hy, , ile gosterilir. Ozel olarak m = 1 igin



oldugu goriiliir.

Ayrica harmonik sayilar, Riemann-Zeta fonksiyonu ile baglantilir. {(s) Riemann-Zeta

fonksiyonu, p asal say1 olmak {izere s # 1 karmasik sayisi igin

o

1 s
=Y == |a-pr
i=1 p
seklinde yazilir.

Tanim 1.12. I, = 0 olmak iizere n > 1 tam sayis1 igin

; (—il)‘

sonlu toplamina n-inci alterne harmonik say1 denir ve 1, ile gosterilir.

Ayrica alterne harmonik sayilar ve harmonik sayilar arasinda

=g~ M

0zdesligi vardir [17].

Alterne Riemann-Zeta fonksiyonu olarak bilinen ve n(s) ile gosterilen Dirichlet-Eta

fonksiyonu ile alterne harmonik sayilar arasindaki iliskiyi incelersek;

[00]

-1 i—-1
N =y = (-2

i
i=1

seklindedir. Burada s = 1 igin
n(s) = In2 olup
alterne harmonik sayiya karsilik gelmektedir.

Simdi harmonik sayilari i¢eren bazi 6zdeslikler verilsin.



Teorem 1.3. n € N olmak lizere

n
Zsz (n+ 1)H, —n,
k=1

n

D -1, 1
;(_1)ka = THn + EH[%J’

n

_n(n+1) n(n—1)
D Ko = =5y~ =
k=1

ve

= 0 (55) = (g =) + 5

esitlikleri vardir [9, 21].
Simdi ileride kullanilacak olan Z,, deki baz1 denklikler verilsin.

Ik olarak, 1862 yilinda Joseph Wolstenholme (1829-1891)’1n bir sonucu asagida

verilmistir..

Teorem 1.4. p > 5 asal sayist i¢in
Hp—1 = 0(mod p?)

denkligi vardir [15].

1850 yilinda Eisenstein, 1 ve p-1 arasindaki tam sayilarin alternatiflerini igeren toplam
ile Fermat orani arasindaki iliskiyi verdi ve daha sonra 1861 yilinda Sylvester

asagidaki denkligi vermistir.

Teorem 1.5. p > 3 asal sayist1 i¢in

i

p-1 .
-1 i—1
Z 1) = 2qp(2)(mod p)



denkligi vardir.

Harmonik say1 ve alterne harmonik sayilarina karsilik gelen g-benzerlerinin tanimi

verilsin.
Tanim 1.13. n € N i¢in

n-inci g-harmonik sayilar ve n-inci g-alterne harmonik sayilar sirasiyla

n n i

I N A | VD
Hn<q)—zﬁ,Hn<q>—;mq, 1(q) = Z i

i=1 4
toplamlartyla tanimlanir. Burada Hy(q) = Hy(q) = I,(q) = 0 dur.

Benzer sekilde, m mertebeli harmonik sayilara ve m mertebeli alterne harmonik
sayilara karsilik gelen m mertebeli n-inci g-harmonik sayilar ve m mertebeli n-inci

alterne g-harmonik sayilar sirasiyla
n n i

I o O Wi N
Hn,m(q) —3 zm ’ Hn,m(q) 3 ; [i]m' In,m(q) - ; [l]gl

i=1 a

toplamlariyla tanimlanir. Burada Hy , (q) = Ho m(q) = Iom(q) = 0 dir.

g-Harmonik sayilar ve g-alterne harmonik sayilar ile ilgili baz1 denklikler asagida

verilmistir.

Teorem 1.6. p > 3 asal sayisi igin

2

-1
Hpoa(@) =22 (1 — )+ 2 (1~ @020l (mod [p]2) (13)
ve p =5 asal say1 olmak iizere
~ p—1 p? —
Ap1(@=——(a-D 4+ 2 (1 — q)%[plq (mod [p]3), (1.4)
Ip-1(q) =2Q,(2,9) - —(1 —q)



p’—1
12

+ (Qp(Z, D*+ Q21 —q) + (1- q)2> [plq (mod [p]3) (1.5)

denklikleri vardir [2, 13, 14].

Catalan sayilarinin taniminit vermeden once birkag¢ bilgi verelim. Catalan sayilart,
ismini Eugéne Charles Catalan’dan almis olup kombinatorik matematikte birgok
problemin ¢ézlimiinde karsimiza ¢ikmaktadir. Adin1 E.C. Catalan’dan alsa da Catalan
sayilarini ilk olarak Euler tanimlamistir. Ardindan Goldbach ve Segner gibi iinlii

matematikgiler Catalan sayilari ile ¢alismiglardir.

Tanim 1.14. n > 0 tam say1 olmak {izere n-inci Catalan sayis1

1 <2n> (2n)!

n+1\n - m

seklinde tanimlanip C,, ile gosterilir ve n > 4 igin
Ch>2n-1

esitsizligini saglar.

Ayrica Cy = 1 olmak tizere

n
Coi1 = ) Gk
k=0

lineer olmayan tekrarlama bagintis1 saglanir. Catalan sayilarinin bir¢ok gosterimi

mevcut olup bunlardan biri de

1 n
“=mTD 1_[(‘““ 2)
k=1

seklindedir.

Catalan sayilarinin birgok genellestirmesi vardir. Ik kez 1976 yilinda Shapiro

tarafindan tanimlanan genellestirilmis Catalan sayilarinin tanimi asagida verilmistir.

Tanim 1.15. n,k € N ve 0 < k < n olmak iizere genellestirilmis Catalan sayilari

10



E( 2n )

n\n—Kk

ile tanimlanir ve By, i ile gosterilir [5].
Buradam > 1 i¢in By, g = By pym = 0 dir.
Ayricak = 2 igin

Bnk = Bn-1k-1 + 2Bn-1x + Bn-1k+1
tekrarlama bagintisi saglanir.

Burada k = 1 almirsa B, ; = C;, olup Catalan sayis1 elde edilir. Catalan {iggeninin

elemanlari olan By sayilar1 Tablo 1.1. de verilmistir.

Tablo 1.1. B, i sayilari

n

1 2 3 4 5
k
1 1 0 0 0 0
2 2 1 0 0 0
3 5 4 1 0 0
4 14 14 6 1 0
5 42 48 27 a 1

Simdi Catalan sayilar1 ve genellestirilmis Catalan sayilarini iceren bazi esitlik ve

denklikler verilsin.

Teorem 1.7.n > 1 i¢in

11



) n(n+1)
k nk :'__72___ nv“n-1
1

-
Il

esitligi vardir [7].

Teorem 1.8. 1 < m < n olacak sekildeki m ve n tam sayilari i¢in

. 2n\ (2(n — 1)
z BniBun+k-m(@ + 2k —m)3 = ( 0 ) o1 (n? + 4n — 2mn + m?)
k=1

esitligi vardir [8].

Asagida Omiir ve Koparal tarafindan elde edilen, genellestirilmis Catalan sayilari,

harmomik sayilar ve genellestirilmis harmonik sayilari igeren denklikler verilmistir.

Teorem 1.9. p bir asal say1 olmak tizere 0 < d < p — 1 olacak sekildeki d tam sayis1
i¢in

p—-1

2
Z Bp,kBp,k—d = 4(—1)d <—2d +p <8d(Hd - 1) + a = 3)) (mOd pz),
k=d+1

p—-1
Z (—1)*BpxBpx-a = 4(—1)¢ (1 + 5(1 + (-9 - ZpHd) (mod p?)
k=d+1

ve

p—-1
Z KB, 1By _q = 2(—1)%(=2d? + p(1 + 8d2(Hy — 1) — 4d)) (mod p?)
k=d+1

dir [9].

Teorem 1.10. p bir tek asal say1 olmak iizere 0 < d < p olacak sekildeki d tam sayis1

i¢cin

p—-1

B, 1By 2
D A = 4 1)40g + By -+ 2+ (48] + 4113, — 2Haz 2oy
k=d+1

12



_H12)+d_H12)+d—1)) (mod p?)
denkligi vardir [10].

Asagida Catalan sayilarinin ve genellestirilmis Catalan sayilarin q-benzeri olan g-

Catalan sayilarinin ve g-genellestirilmis Catalan sayilariin tanimi verilmistir.
Tanim 1.16. Cy(q) = 1 olmak iizere n > 1 tam sayisi igin n-inci g-Catalan sayisi

1—q 2n
6@ = e o |

seklinde tanimlanir [4].

Guo ve Zeng tarafindan tanimlanan ve gq-Catalan sayisinin bir genellestirmesi olan q-

genellestirilmig Catalan sayilariise 1 < k < n olmak {izere

Ba(@) = k[ O, (16)

[n]
seklindedir [6].
Ayrica bu sayilar g-Catalan liggeninin elemanlaridir.

Tanim 1.17. r € R\{1} olmak iizere bir geometrik serinin ilk n terimi toplam1

K 1-r"
ar =a (1.7)

seklindedir.

Simdi g-genellestirilmis Catalan sayilarini,q-harmonik sayilar1 ve g-genellestirilmis
harmonik sayilarini igeren denklikler elde edilirken kullanilan bazi 6nemli esitlik ve

denklikler verilsin.

Teorem 1.11. {ayp}kso V€ {byl}kso iKi dizi ve

n

An=Zak

k=1

13



olmak {izere m < n olacak sekildeki m ve n dogal sayilar1 igin

n n
D abic = Aybnis = Ancibp + ) Alby = bieys) (18)
k=m k=m

dir [1]. Bu esitlige Abel toplami denir.

Lemma 1.1. p asal say1 ve k € R olsun. O zaman

k 2 3
¢ = 1- k(1 = @)lplq + () [plg* (mod [pl,*) (19)

dir [12].

Lemma 1.2. p bir asal say1 ve a € Z* olsun. 0 < k < p — 1 olacak sekildeki k tam

sayisl i¢in

[ap—l

-1 = (—1)%q () (1 - [aplq Hi(@)) (mod [p],”)

q

denkligi vardir [16].
Ayrica Hi(q) = Hi(q) + k(1 — q) esitligi kullanilarak

[ap—l

| = R (1 faplg F@) (mod [pl°) (1.10)

q

denkligi elde edilir.

14



2. ¢-GENELLESTIRILMIS CATALAN SAYILARI VE ¢-HARMONIK
SAYILARINI iICEREN DENKLIKLER

Bu bolimde, g-genellestirilmis Catalan sayilart ile olusturulan toplamlarin [p]a

moduna gore denkleri elde edilmis olup bu denkliklerin ispatinda kullanilan bazi

esitlik ve denklikler ilk olarak verilmistir.

Lemma 2.1. p bir asal say1 ve a,n € Z* olsun. 0 < k < p — 1 olacak sekildeki k tam

sayisl i¢in

— 11" K+1 -
[, = o) (1 - niapl () (mod [o1) 21
denkligi vardir.

Ispat. (1.10) kullanilirsa

[ap—l

| = e ) (1~ aply @) (mod [p13)

q
oldugu goriiliir. Burada Binom ag¢ilimi1 kullanilarak

n

| = nymegennlE) Sy (cymifaply"™ Fy(@)~(mod [p13)
i=0

[ap—l
q

k

denkligi yazilir. m > 2 i¢in

[plq" = 0(mod [p]%) oldugundan

n

] = (—1)nkqers () (1 — nfapl, Flk(q)) (mod [p]2)

[(xp—l
q

k

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Lemma 2.2. p bir asal say1 ve m,n € Z olsun. 0 < d < k < p olacak sekildeki k ve d

tam sayilar1 i¢in

[kIg [k — d]g’
[p —KkI§ [p -k +d]Ig

= (_ 1)m+nqk(m+n)—md

gk-d g~
X <1 + [plq (m k—dl, +n I, +(m+n)(1- q))) (mod [p]q) (2.2)

dir.
Ispat. Esitlik (1.1)’den [p + klq = [plq + aP[klq Ve [p—Kklq = [plq — qp‘k[k]q
esitliklerinin varligi agiktir. O halde

Kl _ [p+kglklg _ [Klq([plq + aPlklq)
[p—klqg [p—Klglp+klg ([plq+ aPlk q)( — qP7*[k]g)

q( plg + qp[k]q)
 [pl2 = [Klg([plq(aP~* — gP) + q?P~K[K],)

yazilir. Burada elementer islemler yapilarak

[k, [pl, + qP[Kl,
p— Kl  [Plg(a® — °9 — q?P

=T (mod [p]3)

denkligi elde edilir. Bu ifade paydanin eslenigi ile garpilip gerekli diizenlemeler
yapilirsa (1.2) denkliginden

k k
ﬁ = —qX (q‘p +[plq ) (mod [p]2)

elde edilir. Ardindan Binom ag¢ilim1 kullanilarak

[k ]n - n nk k(n—i)— iw 2
Tp—1qg - D Z: pmf”mw“%)
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oldugu gbriiliir. Burada m > 2 i¢in [p]2 = 0(mod [p]2) oldugundan

ﬁz _ nnk<—n -p(n-1) q_k> 2
g = (D@ A na? mhwh(mw[MJ

denkligi elde edilir. Boylece (1.2) ve (1.9) denkliklerinden

[k]g
[p —kIg
o~
= (-D"q"*( 1+ n[p], (— +1-— q> (mod [p]3) (2.32)
[klq

olur. Bu denklikte sirasiyla k yerine k — d ve n yerine m yazilirsa

[k — dIg
[p—k+d[P
gk—d
= (-1)mgqnk-d (14 m(plq < +1-— q) (mod [p]é) (2.3b)
[k i d]q

denkligi elde edilir. Son olarak (2.3a) ve (2.3b) denklikleri taraf tarafa ¢arpilirsa

[k]g [k —d]g’
[p —kIg [p —k+d]g

= (- 1)m+nqk(m+n)—md

gkd o
X <1 + [plq (m k—dl, +n s +(m+n)(1- q))) (mod [p]é)

denkligi bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma2.3. n € N igin

n @x
— =H,(q) —q(1 - , 2.4
ghmq (@ - a(t - Dlnl, 24
ﬁ}fi_ﬁ()+{1—)<2—m+1]ggiﬂﬂi3> (2.5)
k=1 [k]q B 1 1 [Z]Q ' .

17



iﬁ“(q) = (Hy(q) ~ "V, (9)) (2.6)

k=1 9 a-1
ve
ﬁ 2
z ;2(1?) = [g] ([2n + 2]qq"®™*?H,(q) — q™"[n]q — n) (2.7)
k=1 a

esitlikleri vardir.

k
ve by = gX almarak (1.8) uygulanirsa g-harmonik say1

Ispat. 11k toplama a) = [k]

tanimindan
S qZk — oD+1ET v O +
ZE = ", (q) +;Hn<q)(qk — gk+1)
= q""Hy(q) + (1 —q) z q*Hi(q)

k=1

n k i
= g™ (q)+(1—q>z DT

i q

_ n ql n
=q""Hy(@) + (1—q) E — > g~
L [i]g
i=1 k=

=" Hy(q) + (1 - q)Z% q< — z q~

elde edilir. Burada Formiil (1.7) kullanilarak

e
-
Il
o
-
Il
o

n 2k n+1

P g BN N N Ed b e
;[k]q—q Ha(g) + (1 q);mq< 1—q 1_q>

qg 1-4d

= "y (@) + (1 - 4" ) a(@) - <1‘Q)Zq —
q

18



_ noj 1— gt
= Fa(@) ~ (1~ @) ) g
i=1 4

ve (1.1) yardimiyla
n qZk n
ZH =Hp(@) - (1 - q)Zqi
k=14 i=1
esitligi elde edilir. Tekrar Formiil (1.7) ile
no 2k

2.1,

k=1

= (@) - (1—q)<%)

~ 1-q"
=Hn(@) —a@-a)

= Hp(q) — q(1 — q)[n]q

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

k
—ve by = q?K alinarak gosterilebilir.

Ikinci esitlik benzer islemler ile (1.8)’de ay = [E]
q

Ucgiincii esitligin ispat1 i¢in g-harmonik say1 tanimindan

ZHk(q) Zn: Zk:q_
=1[

k=1 k=1

yazilir. Burada toplamlar yer degistirilerek

N XEEDN - DX Zq

elde edilir. Ardindan Formiil (1.7) kullanilarak
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elde edilir. Burada g-harmonik say1 yerine yazilirsa ispat tamamlanmis olur.

Dordiincii esitligin ispati da g-harmonik say1 tanimi ile benzer sekildedir.

Lemma 2.4. n € N i¢in

o (- D" _ (D" +1
M, @+ -)—F

k=1

ve

_1k 1)
> = h@- -0 (S5 )
k=1 =~ 4

esitlikleri vardir.

alinarak

Ispat. ikinci toplam igin (1.8)’de ay = g** ve by = [_k]
q

n-—1

1 k
k_l( k]()l Z( 2k _ 2k+2)z ( _|_ anIn(q)

n—1 k .
2 2 (-1 2n
=(1-q );q k;Wﬂl Ih(q)

elde edilir. Burada toplamlar yer degistirilirse

Z(_k]zk = (- 2)2(_ Zq2k+q2“1 (@

k=1

20
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n-1 _1 i n-1 i—-1
=(1-¢9) ; % <l; qk — 1; qz“) +q*"1,(q)

esitligi elde edilir. Formiil (1.7) ile
n

(—Dk
z a0 g2

k=1

n-1 (_1)1 1— q2n 1— q2i
=(1-a9) ). f (1—q2 1 —q2> (@
i-1 4

N D TED

oldugu goriiliir. Burada gerekli diizenlemeler yapilarak

(DX
Klq -

k=1

1)! .
) (1-9%) + ¢*"I,(q)

n-1
=(1-9"h1(@ -1 -0q) Z (1
i=1

n-1
= (1= Py @ = (1= 0) ) (~D(1 +q7) + 0"y (@)
i=1

n—-1

= (1= ¢ (@ — (1 - ) (Z(—ni ' Z(—q)i> + 02"l (@)

i=1
elde edilir. Tekrar Formiil (1.7) ile

n

-k
z Klq )

k=1

D™ -1 1-(-q)"
2,

=(1-9"V1(@-(1-0q) < 1) +q*"1,(q)
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oldugu goriiliir. Burada g-harmonik say1 tanimindan

C(ay o DT
Ih-1(q) =1h(q) D 1-9
olup
v D a1 - gyt — - - 1)
& [klq " (1-q")

DMt -1 1- (=" ,
-1-9q) < > + 2. 1) +q*",(q)

—1)n+1 _ 1 _(_.\n
=In(q)_(1_Q)<(—1)n(1+qn)+( ) L1-C9 _1>

2 [2]q

D™ -1 1= (o 1)

=1, (@-(1-q) ((—D“ + (=" + 2 [2]
q

-1 n __ 3 1— (- n+1
- (@ - @ - (FF =+ 2
q

elde edilir. Son olarak (1.1)’den

1-— (_q)n+1

m+1]_g=—777
! [2]q

oldugundan istenen esitlik elde edilmis olur. Diger esitlik benzer sekilde (1.8)’de ay =

K _ (-k ST
qve by = . alinarak gosterilebilir.
q

Sonug 2.1. p bir tek asal say1 olsun. 0 < d < p — 1 olacak sekildeki d tam sayis1 i¢in

_ p— (=D
Ip-a-1(a) = —2Qp(2,@) — 14(q) — (1 — @) ————(mod [ply), (2.10)
p-1 2k
(—D o
k:ZH [klq
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p-(-D¢ 1+(-q™
2 214

=-2Qp(2 9 —la(@ -1 - q)( )(mod [plg) (21D)

ve

1

i( 1)kq

k=

p

[y

p—3 1+(-q™
[2]4

=-2Q,(2,9) (@) —(1—-q) < ) (mod [p]q) (2.12)

denklikleri vardir.

Ispat. Birinci denkligin ispat1 i¢in g-harmonik say1 tanimi kullanilarak

d d
(—1)pk (=D*
Ip-a-1(Q) = p-a (@) - Zm =l 1(@) + kz o

yazilir. Esitlik (1.1)’den [p — K]q = [plq — qp_k[k]q olup (1.2) denkligi kullanilarak
[p —klq = —q7[k]q(mod [p],) elde edilir. Bu denklik yukaridaki esitlikte yerine

yazilirsa

- (-9
lpeae1(@) = Ips(@) = )~ (mod [pl,)
k=1 a

denkligi elde edilir. Son olarak Denklik (1.5) ve Esitlik (2.8) ile

Ip—d—l(q)
—1(1 - 1 d+1 1
= 20,20 ~ (@) - 22—V g CP XL
_ p— (-1
= ~2Qp(2,) ~ 14(@) — (1 = @) *———(mod [pl,)

elde edilir. Boylece kanit tamamlanir. Ikinci denkligin ispat1 igin
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pi( 1)kq Z(— )k Z( 1)k[‘f{]q

k=d+1

esitliginden ve Esitlik (2.9)’da sirasiylan = p — 1 ve n = d alinirsa

—1)p1 -3
> DR =L@ - (- 9) (% + [p]_q> ~la(@

1- (-1
=l (@ -la@-1-9 ([p]_q —[d+1]_q+ #)

esitligi elde edilir. (1.1) esitligi ve (1.2) denkliginden

Z( 1)kq

k=d+1

— (- — (—a)d+1 _ (—1)d
1-(9? 1-C9™ 1 (1)>

=Ip1(q@) —la(@) —(1—q) ( [2] [2] 2
q q

1 _\d+1 1— _1d
+(=q) N ( )>(mod[p]q)

=l,1(@) —la(@ - (1—-0q) ( [2], 2

oldugu goriiltir. Son olarak Denklik (1.5) ile istenen

Z( 1)kq

k=d+1

1 _\d+1 — (-1 d
=-2Q,(2,9) —Ig(@) — (1 - q)< i Ez]q) +2 (2 ) )(mod [plq)
q

denkligi elde edilir. Benzer sekilde tigiincii denkligin ispati da Esitlik (2.9) ile yapilir.

Lemma 2.5. p bir tek asal say1 olmak lizere 0 < d < p — 1 olacak sekildeki d tam

say1sl igin
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Hp-q-1(q) = Hp_1(q@) + Ha(q) (mod [pl,) (2.13)
ve

Hp-q-1(q) = Hp_1(q) + Ha(q) (mod [pl,) (2.14)
denklikleri vardir.

Ispat. g-Harmonik say1 tanimu ile

d
Hp—d—l(q) = Hp—1 - Z [pq_ K]

k=1 a

oldugu goriiliir. [p — k]q = —q_k[k]q(mod [p]q) denkligi yerine yazilirsa

d
p
Hp_a-1(q) = Hy_y + Z Ui_]q (mod [pl,)
k=1

elde edilir. Son olarak Denklik (1.2) ve g-harmonik say1 tanimi ile denklik gosterilmis

olur.

Ikinci denklik benzer sekilde

1
[p - k]q

d
Hy-q-1(@) = Hy_y(@) = ).
k=1

esitligi kullanilarak gosterilir.
Lemma 2.6. p > 5 bir asal say1 olsun. 0 < d < p — 3 olacak sekildeki d tam sayis1

i¢in

p—-1
~ 1
D X Fyes (@ = o (C)™ Ha(o) — 2Q5(2,0) — 1a(@)

k=d+1 [2]q

1—
——— (- D+ (- 1)(—q)d+1)) (mod [ply) (215)

ve
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> d
D C0* Hpiaa (@ = - ([ V. (20,2, + (@) ~ ()¢ Tlg(@)
k=d+1
—1)2(p—1
A )2(p )>(mod [ply) (2.16)

denklikleri vardir.

Ispat. 1k denkligin ispat1 igin toplam &telenerek

p—d-2

Z( D Py 1ca (@) = P Z( ™ (@)

k=d+1
esitligi elde edilir. g-Harmonik say1 tanimindan
p-d-2 p—-d-2

qplz(quk(q)—qplE(q i[q—

olup toplamlar yer degistirilerek

p-d-2 . p-d-2

k;f D Fpoir (@) = g Z [?Tq kz (—q)*
p-d-2 . /p-d-2 i1

= g Z [?Tq kz (-9 k—kzzo(—qu

p—-1 p—d-2 ;
D O B @ = ) (- (P
k=d+1 i=1
) p—d—Z( N p-d-2 i
_ 4 — a4
2, 2 [ilq Z (il

elde edilir. Alterne g-Harmonik say1 ve g-harmonik say1 tanimmdan
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- qP ~
Z (—)* Hy_k-1(@) = ﬁ(lp—d—Z(q) — (—q)7PT* Hp_g, (Q)),
q
—1)p-d-1
Ip-a-2(q) = Ip—q-1(q) — [IEJTH
q
ve

p—-d-1

~ = q
Hp—d—z(q) - Hp—d—l(q) - [p_d_l]q

oldugu goriiliir. O halde

qp

D GO Py @ = (lpmaa (@) — ()7 s (@)
q

olup Denklik (1.7)’den

p-1
~ 1 ~
D " Fpiea (@ = 5 (Ipoa 1 (@) + (@) Fyg1(@)) (mod [pl,)

k=d+1 [Z]q
elde edilir. Simdi Denklik (2.10) ve (2.13) kullanilirsa

p—-1

~ 1
D GO Py (@) = - (-205(2.0) ~ La(@) + (~0)** @)
k=d+1

— (-1 -
-(1-9) % + (—q)*? Hp_l(q)> (mod [p]q)

denkligi elde edilir. Son olarak Denklik (1.4)’den
p—-1

—_k g :L — _ _ ~\d+1
(-9 Hp_k_l(q)—[z] (—2Q,(2,9) — 14(q) + (=) ***Hq(q)
q

k=d+1

27



_(_—_1\d
-t e 2D )(—1>)(mod 2

denkligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. Benzer sekilde

p—2

Z (~* Fporeraa(@) = aPH41 (- 1>dZ< ™ Fi@

k=d+1

esitligi kullanilarak ve benzer islemler yapilarak ikinci denklik elde edilir.

Lemma 2.7. p = 5 bir asal say1 olsun. 0 < d < p — 3 olacak sekildeki d tam sayis1

i¢in

p-1

> @ pirar (@)

k=d+1

gt 1 g+ 2q—-1-q™

B 1—q<q—1< 2] Ha(@) ~ He —a° 214 )
p— 1 d d qd

———((1—q%) +1+q%) ——=—(d—p) ) (mod [p]g) (2.17)

2 [2]q
ve
p-1

~ 1 1 (. 14+q¥(1—q¥*t +
Z q“[klqHp-k-1() = Tq(ﬁ( Hq(q) — 1 ([2]qq ) Hd>

_ 1 p=1 a+1
2, < (1 +q )(q(l q)[d qt 2)
+q[d]g—p+d+ 2)) (mod [p]q) (2.18)

denklikleri vardir.

Ispat. Ik denkligin ispat1 igin (1.1) kullanilarak
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p—-1

Z qk [k]qﬁp—k+d—1 (Q)

k=d+1
1 =
= 1—q z qk(l - qk)ﬁp—k+d—1(q)
qk=d+1
1 p-1 p—-1
= 1— Z qkﬁp—kﬂi—l(q) - z q2kﬁp—k+d—1(Q)
q k=d+1 k=d+1

elde edilir. Burada toplamlar otelenirse

p—-1
> Mg era-s (@
k=d+1
qp+d—1 p72 r - _
=T q *Hy(q) — qP*4? Z q~*H(q)
q k=d k=d
qp+d—1 p2 _ d-1 _
=T q *Hk(q) - Z q *H(q)
q k=1 k=1

p—2 d-1
—qPtd-t q *Hy(q) — Z q %*Hy(q)
k=1 k=1

olup (2.4), (2.6) ve (2.7) esitliklerinden

p—-1

> g icra-1(@)

Pt g - e
(2 (2@ = 0Py (@) ~ Hara (@) + 47 la-1(@)

qp+d+1

TT1 ([2p — 2]4q* *PH,—2(q) — ¢*7P[p — 214 — [2d]qq~?9H4-1(q)
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+q'd—-1]g—p+d+ 1)) (mod [p]q)

qp
[p_l]q

elde edilir. g-harmonik say1 tanimi geregi ﬁp_z(q)=ﬁp_1(Q)— ve

1 o
Hp-»(q) = Hp—1(q) — = oldugundan

p—-1

> @My oirar (@)

qp+d—1< q

o (g (s @ — 0Py (@) — Hooa (@) + 47 Flas (@)

qp+d+1
[2]q

(I2p — 2149* %PH,-1 (@) — ¢*7P[p — 214 — [2d]qq 29 Hq-1(q)

+q*~4[d - 1q + qtP-p+ d)) (mod [p]q)

~ ~ d
denkligi elde edilir. Benzer sekilde Hy_;(q) = Hq(q) — [3—]q ve Hy-1(q) = Ha(q) —

1

[dlq

esitlikleri kullanilarak

p-1
> gy craa (@)
k=d+1
qp+d—1 q _ .
= o (2 (s @ — PPy @) = Ha(@) + a7 la(@)
qp+d+1 _ _
T ([2p = 2149*"2PHp-1 (@) — ¢*"P[p — 2]q — [2d]qq > Ha(a)
2d]qq7¢
% +qt9[d - 1]q+q'P—p+ d)) (mod [p]q)
q

yazilir. Boylece Esitlik (1.1) ve Denklik (1.2)’den
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p—-1

D Klgfprcea1(@) = 1

k=d+1

qd

—q

1 d 1- . ~
X < — (S Ha(@) — Ha(@) + Hyi (@) + (—a + 0 — g, (@)
q-1 [2]q

qd _ ql—d -1
[Z]q (2 +d-p+q 9+ Tq)) (mod [p]q)

oldugu goriiliir. Son olarak (1.3) ve (1.4) denklikleri kullanilarak istenilen denklik elde
edilir. Diger denkligin ispat1 da (1.1) kullanilarak ve toplamlar Gtelenerek benzer
sekildedir.

Lemma 2.8. p bir tek asal say1 olsun. 0 < d < p — 2 olacak sekildeki d tam sayisi igin

[K] p—1+q(2-qlp- 5))>
2k 9 _ 2d 4
d+2
+q¢ ([d]q — ld+ ]q> (mod [p]q) (2.19)
[2]q
ve
p-1 )
Q. 80 =~ ([pq +aldl,[d + 1) (mod [pI3) (2.20)
k=d+1 a

denklikleri vardir.

Ispat. Birinci denkligin ispat1 i¢in toplam dtelenerek

p-1 p—d-1
2k Zd

), D, @

k=d+1 [k d]q k=1

yazilir. (1.1)’den [k + d]q = [k]q + qk[d],;1 olup

31



k=d+1
p—d-1 K
k=1 !
p—d-1 p—d-1 q3k
=q* Z q** + [d]q Tkl
k=1 k=1 q

elde edilir. Bu esitlikte Formiil (1.7) ve Esitlik (2.5) kullanilirsa

p—-1
Z g2 [klq _ g <q2 — q2p-2d
k=d+1 [k —dlq 1-¢

q@+qwm9+z>

+[d]q Hp—d—1(q) +(1-q <2 —[p- d]q [2]
q

esitligi elde edilir. Burada (2.13) ve

[p — klq = —q7¥[k]4(mod [p],) denklikleri kullanilarak

p—-1

2 [Klg _ 2 q? —g?P~d ~
kzzmq ) [k—dlq q* (1_—qz+ [d]q(Hp-1(a) + Ha(q)

q(1 +qP=1) + 2
2],

) (mod [plq)

+(1—-q) <2 +q79[d],

denkligi elde edilir. Ardindan (1.1) ve Denklik (1.2)’den

p-1
k 2d + 2 5
Z a2 [k[_]g] = g2 <_q—2d% + [d]q(Hp_l(q) + Hq(q)
k=d+1 q
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1+q41)+2
+(1—q)<2+q‘d[d]qq( +;'+1)+ ) (mod [p]y)

oldugu goriiliir. Son olarak Denklik (1.4) kullanilarak istenen denklik elde edilir.

Ikinci denkligin ispat1 i¢in (1.1) kullanilarak

p—-1 1 p—1 1 -1 p—-1
z q“[klq = —— Z a*(1-q)=— z = ) q*
1-q 1-q
k=d+1 k=d+1 k=d+1 k=d+1

oldugu goriiliir. Burada Formiil (1.7)’den

d d
S akiidy = o (L
9 1-q\ 1—¢q 1-¢q?

esitligi yazilir. Son olarak (1.1) esitligi ve (1.2) denkliginden istenen denklik elde

edilerek ispat tamamlanmis olur.

Lemma 2.9. p bir tek asal say1 olmak ilizere o pozitif tam sayisi i¢in

[ap]q = alp]q(mod [p]2) (2.21)
denkligi vardir.

Ispat. Esitlik (1.1)’den

oa—1
[plq = [Plg ) o
k=0

yazilabilir. Burada Denklik (1.9) ile

[ap]q = [plg ) 1 (mod [p]2)

k=0

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmais olur.
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2.1. g-Genellestirilmis Catalan Sayilarim I¢ceren Denklikler

Simdi g-genellestirilmis Catalan sayilarini igeren denklikleri veren ana teoremleri

verelim.

Teorem 2.1. p = 5 bir asal say1 olsun. 0 < d < p — 3 olacak sekildeki d tam sayis1

i¢in

p—-1

Z qk(Zp—d+k) Bp,k (q) Bp,k—d (q)
k=d+1

3q+1

E4(—1)dq_(d;1) <_[d+1]q [plq ( d(Q)

(q+ 1(1+q%)
2

~ q+3
q_

+(-1

—(p+d)q¥*t+d+3p-— 1) (mod [p]3)

denkligi vardir.
Ispat. Esitlik (1.6)’dan

p-1

Z qk(zp_d+k)Bp,k(q)Bp,k—d(q)
K=d+1

p—-1

=Y

k(2p-d+k) - -4t~ -4 [k] [
k=d+1 q

J i,

olup

p—-1
z qk@P=d+OB L (@)Bpx-a(q)
k=d+1
p-1
_ [2p]3 K2+ [k]q[k —dq [Zp—l] [ 2p-1 ]
1 -1

- Pl &2, [p—Klglp —k+dlglp—k—1l lp+d -k

olur. Burada (1.1) geregi [2p]q = (1 + gP)[p]q oldugundan
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p-1
Z qk(Zp—d+k) Bp,k (q) Bp,k—d (q)

k=d+1
p—1

= (1+qP)? Z qk@p=d+1) [Klqlk — dlq [Zp—l] [ 2p—1 ]
A [p—Klg[p—k+dlglp—k—-1] lp+d—k-1

elde edilir. Denklik (1.10) ve (2.2) ile 0 < d < p — 3 igin

p-1 p—-1
d+1
QPR L (B yi-a(@) = (~DA(+ )PP [ T g
k=d+1 k=d+1
Bl qzk p-1 qzk B! r
+[plq Tt at —a- |~ [2Pla Z q“Hp—x-1(q)
k=d+1[ lq k=d+1[ lq k=d+1

+ Z q* Hp—k+da-1(q) | | (mod [p]2)

k=d+1

oldugu goriiliir. Burada bazi toplamlar1 6telenerek

p—-1 p—-1
d+1

> PR (@B, a(a) = (DA +qPy2gP (B[N g
k=d+1 k=d+1

P71 ok PAt ok
A e

a [klq [klq
k=d+1 k=1
p—d-2

—[2p]qa®t Zq “Hy(q) + Z q~“Hi(q) | | (mod [p]3)

olup Denklik (2.21)’den

p—\

qk

d+1

d+1
QPR (@)Bpic_a(@) = (~D(1 +q?)?gP I

p—-1 p-
k=d+1 k=
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2k 2k
q q
| 2, 13,79 2, 1,
k=d+1 - -4 k=1 q
p-2 p—d-2
—2gP7 q¢ ) qKH(q) + Z q *Hk(q) (mod [p]2)
k=d =

elde edilir. Boylece Esitlik (2.4), (2.6), Formiil (1.7) ve Denklik (1.2) kullanilarak

p-1
ey (d+1
qk@P=d+OB | (q)B,k_q(q) = (=1)4(1 + qP)2gPPT~¥ () (~1a+ 1]q
k=d+1

d3q—1
-1

1+2q9)—1_
+[pq((+q)

1_-
H -2 d+1
q-1 1 a(@) q

Hpo1 (@) +q pdl(q)—q+

2

(0 (o1 (@) ~ Ha(@) + Hpas @) + 3)) (mod [p]?)

denkligi elde edilir. Burada Denklik (2.14) kullanilip bazi elementer islemler yapilirsa
p-1

Y d+1
k@40 (B, _a(q) = (~DA(L + g)2gPCP*9-(T) (_pd + 13,
k=d+1

d —
+[p]q<<1+%> p— 1( )_

3
+q¢ qq —Ha(a) +3 —qu“)) (mod [p]3)

2(q¢+1)
q-1

Ha(a) — Hp-1(q)

oldugu goriiliir. Ardindan Denklik (1.3) ve (1.4) ile

p-1
z qk(zp_d+k)Bp,k(q)Bp,k—d(q)
K=d+1

= (-1 + @29 () (- + 1),
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3q+1 +3.
Hd(Q)

+lplq (0 S Ha(a) -

+pT_1(q +1+q%5q+ 1)) +3- 2qd+1)> (mod [p]2)

denkligi elde edilir. Son olarak Denklik (1.1) kullanilarak istenen denklik elde edilir.

Teorem 2.2. p = 5 bir asal say1 olsun. 0 < d < p — 3 olacak sekildeki d tam sayis1

i¢in
p-1
1 — d 1 —_ 1 d, d+1
Z (—D)kgk@P=d+0B | ()Bpx-a(q) = 4(-1)¢ qq (") (=19
' ' [2] 1—q
k=d+1 q

2 ~
+[plq (((—q)d + 1202 @) + @) + =7 (D™ Ha(@) - ()

1
—E(Z(d -~ 1D +pG+q9 - (% p@+D+qd+1) - 1)

~(-1%a~- 1)))) (mod [p])

denkligi vardir.
Ispat. Esitlik (1.6)’dan

p-1

Z (—1)kqk@P~d* 0B 1 (@)Bpk-a(q)
K=d+1

_ pil (—1)kqk@p-d+io a " Ca [k] [

J o

k=d+1 Plg q

olup
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p-1
D (~1)*P B (@)Byg(@)
k=d+1
2 R K[k —d
1 _1

- Ipl§ (&2, [p—Klglp—k+dlglp-k—-1l lp+d-k

olur. Burada [2p]q = (1 + gP)[plq esitligi kullamlirsa

p—-1
z (—1)¥q P~ OB 1 ()Byi-a(@) = (1 +gP)?
k=d+1
p-1
L [p —Klg[p —k+dlglp—k-1 Ip+d-k-1]
elde edilir. Ardindan Denklik (1.10) ve (2.2) kullanilarak
p-1
D (~D¥GCP B ()By 4(a)
k=d+1
) p-1 p-1 ok
1
= DA+ @2 N o ply| ) DA
k=d+1 k=d+1 [Klq

p—-1

- Z D z (—)* Ap__1(q)

k=d+1 k=d+1

2

e @) o o

k=d+1

oldugu goriiliir. Burada bazi toplamlari 6telenerek
p—-1

D (~D*GePB L (), 4(a)
k=d+1
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p—-1

= (- 1) (1+qp)2 p(3p+d-5)— (d+1>< z (_q)k

k=d+1

p—-d-1
plq<2( 1>k—+< ! Z( 1)kq )

k=d+1

p-1 p-1
- 2p]q< D @+ ) (—q)kﬁp_k+d_1(q)>> (mod [p]3)
k=d+1 k=d+1

olup Denklik (2.21) ile

p—-1

Z (—1)kgkEP=d+B 1 ()Bpk-a(q)
K=d+1

p-1

= (DI + qp)qu“p*“)(d?)( Z (-~

k=d+1

1 p—-d-1
p]q<2( 1)k[q—]+< @ Z( 1)“?——2(2( D i1 (0)

k=d+1 d+1

k=d+1

p—-1
+ Z (_q)kﬁp—k+d—1(q)>> (mod [p]2)

elde edilir. Denklik (2.11) ve (2.12) ile

p-1

(—1Dkqk@P~d* OB 1 (@)Bpk-a(q)
K=d+1

p—-1

= (- 1) (1+qp)2 p(3p+d-5)— (d+1)< Z (_q)k

k=d+1
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— (-1 d —3
p]q( (1+ (%) (2,2 @) +1a(@) - (1 - )<%+(—q)dp7

[2]q k=d+1

2+ (—q)d(1 - = N
+ Rl G Vi q)>—2< Z (—)*Hp-k-1(q)

k=d+1

p-1
£y (—q)kﬁpk+d1<q>>> (mod [p]3)

oldugu goriiliir. Burada Formiil (1.7), Denklik (2.15) ve Denklik (2.16) yardimiyla

p—-1

D (~D¥qHE OB, L (B a(@)

k=d+1

= 4(— 1)d qg-—1 p(3p+d_5)_(d;1) 1+ (—q)d+1
[Z]q 1- q

HPly (~ (0 + 1) (20,20 +16@) = = (-0 Ha(@) + a(@)

+%((—q)d(1 —p—99+5pq) +(1-q)((-D%—p) + 6))) (mod [p]3)

denkligi elde edilir. Son olarak Denklik (1.9) kullanilarak ispat tamamlanir.

Teorem 2.3. p = 5 bir asal say1 olsun. 0 < d < p — 3 olacak sekildeki d tam say1s1
i¢cin
p-1

Y gl ()28, a(0) = 8(- 1)t (e <_1+< D

k=d+1 [2]q

1+qp

1 d
+[P]q(1—Q)<1+q<( ) (p-DA-79) —q- 4)—E—3( D+

1
+(2+ Caf (L@ +20,2.0)) - £ (1-2a-D(1 + )
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2
—= (Ha(o) + 2(—q)d+1Hd(q))> (mod [p]3)

denkligi vardir.

Ispat. Esitlik (1.6)’dan

p-1
k —_— —_— —
Z q3(2) k(d-3p 1)Bp,k(q)28p,k—d(q)
k=d+1
p-1
- Z o3(2)-k@-3p-1 [Xla X~ g [ [ ] [
K=d+1 [ a p+ d
3 p—1 2
_[2p]q q3(‘2‘)—k(d-3p—1) [klglk — dlq [ 2p-1 ] [ 2p—1
- . g h o
[plq &2, [p-klglp-k+dlqglp-k—-1l lp+d-k—1l
olup, [2p] = (1 + qP)[p] esitliginden
p_l p_1
K K
Z qg(z)_k(d_gp_l)Bp,k(q)ZBp,k—d(q) — (1 _ q)3 z q3(2)—k(d—3p—1)
k=d+1 k=d+1
» [k]g [k —d]q [Zp—l] [ 2p—1
[p—KklJ4[p—k+dlglp—k-1 p+d—k—1q

oldugu goriiliir. Burada Denklik (2.1) ve (2.2) kullanilirsa

p-1
k — — -
z qg(z) k(d-3p 1)Bp,k(q)zBp,k—d(q)
k=d+1
p—-1
= (- 1)d+1(1+qp)3 9(h)- ()+d(p 1) q 3P Z (_q)k
k=d+1
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k=d+1

p]q<ord Z D g+ Z (- 1)kq )

p-1 p—1
- 2p]q< > Oy g @42 ) (—q)kﬁpk1<q>>> (mod [p12)

k=d+1 k=d+1

denkligi elde edilir. Burada bazi toplamlar 6telenerek ve Denklik (2.21) kullanilarak

p-1
Z qs(lz()_k(d_sp_l)Bp,k(q)zBp,k—d(q)
K=d+1
©

_( 1)d+1(1+qp)3 9() +d(p-1) ( q)k

p—d-1 p-1 p—-1
[p1q<< D ), 1)k[q—+z Z (- 1)kq——z > My a1 (@

k=d+1

p—1
—4 Z (_q)kﬁp—k—l(q)>> (mod [p]é)

k=d+1

elde edilir. Formiil (1.7), Denklik (2.12), (2.13), (2.15) ve (2.16) ile

p—-1

k — — —
z qg(z) k(d-3p 1)Bp,k(q)zBp,k—d(q)

k=d+1

p _ ~\d+1
= (- 1)d+1(1+qp)3 9(B)- ()+d(p 1) <q_3pq +q(+ ‘i)

1 AT -Diq+3)—q+1
O R

_d
+2+( ¢))

i1 Ua(@+2Q2 ) +

20 +1)(( 5)) (1—7q)—2(q—1)))
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q2d+1 _ q—l (_1)d
e A e,

T3 1(Hd(q) —2q(— q)de(q))> (mod [p]3)

denkligi elde edilir. Son olarak Denklik (1.9) kullanilarak istenen denklik gosterilmis

olur.

Teorem 2.4. p = 5 bir asal say1 olsun. 0 < d < p — 3 olacak sekildeki d tam say1s1

i¢in

p—-1

k —_— —_— —_—
> 0RO R (@)%B 4@
k=d+1

+2

11
=8(-1% (%) (1a + 1q ~ [pla (-2 7 Fe@ + P+ a(p~ D +d -3

5q+1 1
+q¢ ( qq_+1 Ha(@ +5(p-q-1D—-qld+ p)) (mod [p]?)

denkligi vardir.

Ispat. Esitlik (1.6)‘dan

p-1
k -— — —
Z (—1)kq3(2) kd-3p 1)Bp,k(Q)ZBp,k—d(q)
K=d+1
Z( 1ykq*(e)Ka-sp-y [k] [Zle o
p+d
K=d+1

-1

PR ST el enapn_ DRI dlg
lpla &, [p—kl&[p —k +d]q
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x[ 2p—1 ]2[ 2p—1 ]
p—k-1l lp+d-k-1l
olup, [2p]q = (1 + qP)[plq esitliginden

p—-1
K)—k(d-3p-
(—1)kq3(2) (@-3p 1)Bp,k(q)28p,k—d(q) =({1+qgP)’
K=dt1

p—-1
vk 3(5)-k(d-3p-1) [k]ﬁ[k—d]q 2p—1 7 2p—1
% Z ') [p—k]q[p—k+d]q[p—k—1]q[p+d—k—l]q

k=d+1
oldugu goriiliir. Denklik (2.1) ve (2.2) kullanilarak 0 < d < p — 3 i¢in

p-1
K)—k(d-3p-
> <)L ()78, 4@
k=d+1
p-1
d
= (_1)d+1(1+qp)3q9(g)—(2)+d(p—1) q—3p z qk
k=d+1

p—-1

+[plg| qa7¢ Z

k=d+1

1
2k p 2k

q q
k—dly T ). i,

k=d+1

p-1 p-1

~[2plq Z q“Hp—k+a-1(q) + 2 Z q“Hp—k-1(a@) | | (mod [p]3)

k=d+1 k=d+1

denkligi elde edilir. Burada bazi toplamlar 6telenerek ve Denklik (2.21) kullanilarak

p—-1
k —_— — e
> 1<l ()78, g(@
k=d+1
p—-1 p—d-1
2k
py_(d _ _ q
e R E W S A R
k=d+1 k=1 -4
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p—d-2

2k
+2 Z [Cll{]q 2gP~ 1<Zq KHi(q) + 2 2 q ka(q)>> (mod [p]a)

elde edilir. Bazi elementer islemler ve Esitlik (2.4) ve (2.6) ile

p-1
k u— — —
(~1)*q* ()30 ()2, _4(a)

k=d+1

= 5q—1
_ q—1._

= (- 1)d+1(1+qp)3 9(%)- ()+d(p 1) <q 3p Z qk_|_ [p]q (qd - Hp—d—l(q)

k=d+1

d+1 p
+2 ((1 + (?_ 1) Hp-1(q) - (1 + qq_ 1) ﬁd(q)>
—q(1-q) (qd[P —d=1]g+2([p—1lq - [d]q))

qp+d

2 — - (247 Hpg-1(@) + Hp-1 (@) - Hd(q)))>(m0d [p]3)

denkligi elde edilir. Burada Denklik (1.2), (2.13), (2.14) ve yardimiyla

p-1

k p— — —
> (1<) R L (@)%B g (@)
k=d+1

p-1

d42
Z q“ + [p]q<—22_+1 Hp-1(q)

k=d+1

= (—1)1(1 + qP)3q 9(8)—(§)+dp-1) <q_3p

d _
+<q (7q—-1)

qQ4(5q+1)
q—1 q

) Ha(®)

2
+2) Hoa (@) + Ha(@) - 125

—q(1-q) (qd[p —d—1lg+2(lp—1q - [d]q))>> (mod [p]3)
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oldugu gériiliir. Formiil (1.7) ve [p — k] = —q7¥[k](mod [p],) denkliginden

p—-1

K _k(d-3p-
> DR ()28, ()
k=d+1

= (-0 + g2y (g + 1y

qd+2

d(5q+1
+[p1q(—z — Hp_l(q>+< T0a* D

+ 2) Hp-1(@) + a1 Ha(q)

q4(7q—1)
1

2
4 (@) - 3q% + 4)) (mod [p]3)

olup Denklik (1.3), (1.4) ve (1.9) kullanilarak ispat tamamlanr.

Teorem 2.5. p = 5 bir asal say1 olsun. 0 < d < p — 3 olacak sekildeki d tam sayis1

i¢in
p-1

Kk(k+2p—d) _ 20-(4) (—-n¢
> IO B (@)Bpic-ala) = 4q 7 - (—ald + 1]q[d],
k=d+1 [2]q

4 (p+1-PFp-D+ql-q@2p-4)

+[p]q<1q_q<p 1P 1_3( DZp +q(p+qd)>

2d /(1 -q)? 2q—1 2d —p(1—
+21q—q<( zq) (p-D+ q—1 +d_p>+%
+[d + 1], ((1 +q"*) (-1 + 2%(})

—1+q2+qGp—3+2d

+[d]q<_qdp +q( +c;( p—3+2d)

qd(qd(l —-39®)+1+4q+ 3q2) + 2
(1-q)?

+q@Bp—-3+d)+1) - Ha(q)
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1+q¢ 1+q \~
-2 ( 1= [d]q — Zw) Hd(Q))) (mOd [p]czl)
denkligi vardir.

Ispat. Esitlik (1.6) ile

p-1
> QDK B (OB -a(@)
k=d+1
p-1 2
_ Z gkk+zp-a) la* — Ta [k] [ ] [
k=d+1 Pl p+ d k
2p)2 O [K[2[k — d] 2p—1 2p—1
_ q qCkrzp=d) q q [ ] [ ]
[plg &, [p—Kklgp—k+dlglp-k—1] [p+d-k-1

olup [2p]q = (1 + gP)[plq esitliginden

p-1

Z gk 2p=D K] B\ (q)Bpx—qa(Q)

k=d+1
p—-1 2

= (1+qP)? z qkk+2p-d) gl = dlg [ P ] [ -k
L [p — k]q[p k+dlglp—k—-1 p+d—k—1q

yazilir. Ardindan Denklik (1.10) ve (2.2) kullanilarak

p—-1
> q<k2P- D[k B, (OB -a(@)
k=d+1
p—1
d
= (—1)9(1 + gP)2qP@P2 (") [ g2p Z q [kl
k=d+1

+[plq Z q*?*+qd Z q°

k=d+1 k=d+1
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p-1
D Klg pca (@) + Z Q“[Klq Fp-scsa-1(a) | (mod [p13)

k=d+1 k=d+1

denkligi elde edilir. Burada Denklik (2.21) kullanilarak denklik

p-1
z q<C+2p=D[k] B 1 (Bpx_a(@)
k=d+1
p-1
d
= (—1I(1 + qP)2PeP () g2 Z 9*[kq
k=d+1

+[plq Zq”‘ +q° Zq

k=d+1 k=d+1

k=d+1 k=d+1

p-1
Z q*[k]q Hp_x-1(q) + Z q*[klq Hp_k+d-1(a) ) (mod [p]3)

seklinde yazilabilir. Daha sonra Formiil (1.7), Denklik (1.9), (2.19) ve (2.20)

kullanilirsa

p-1

> A O B, ()By-a(@)
k=d+1

= (~1)*(1 + gP)2gP@P3+O-(%) <_i[d]q[d+1]q
[2]q

-d d+1 d+1
qg“—q 2+39—q +q+2 q-
+[p]q< ( -1 ) +q7[d]q (—(p—1)+Hd(q)

1+q*1(1— qd — 2q9+1) + qd>
qu[Z]q
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p-1 p-1

-2 > @K Hyia @+ D @ klg Fyiaa (@ | | [ (mod [p]3)
k=d+1 k=d+1

elde edilir. Son adimda ise Denklik (2.17) ve (2.18) kullanilarak istenen denklik

bulunur.
Teorem 2.1 ve Teorem 2.3’un bir genellemesi asagida verilmistir.

Teorem 2.6. p = 5 bir asal say1 ve m,n € N olsun. 0 < d < p — 3 olacak sekildeki
d tam sayist1 igin
p—-1

(g am D) (S, (q) By (@)™

k=d+1

d+1
2

= (_1)m(d+1)+n2m+nq—m( )([d + 1]q

2m + +1)
a “_(ql ) fy(a)

+[p]q(m(d—1+;p)+n(%(q(p—1)—3)+2p)+1—

1 1)+ 2
+q¢ (E (m(p—q—1) —pnq) —qmd + m(q —(: _)1+ L Hd(Q))) (mod [p]é)

denkligi vardir.

Ispat. Ilk olarak (1.6) kullanilirsa

p-1
k+1
(- memg @D, (g Bya()™

k=d+1

p-1
= S (ppmmgroms-a-imamman(e) Wl
m+n
k=d+1 [p]q
S
p—kl lp—k+dl
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p
_+_
[2p]g™" (_1)k(m+n)q—k(dm—1—(p—1)(m+n))+(m+n)(k;f1)

= T[m+n
[Plg k=d+1

[k]g[k — d]g’ Zp—l][ 2p—1 ]m
[p—k+dg[p—klglp—k—1] Ip—k+d—-1

olup, [2p]q = (1 + qP)[p]q esitliginden

p-1
(- pmmg i mm) (S, (q) By -a(@)™

k=d+1

p-1
- q13)m+n Z (_1)k(m+n)q—k(dm—l—(p—1)(m+n))+(m+n)(k;1)
k=d+1
« — Klalk— dlg 2p—1] [ 2p—1 ]m
[p-k+dmp-kalp-k—1] [p-k+d-1

oldugu goriiliir. Ardindan Denklik (2.1) ve (2.2) kullanilarak

p—-1
(- 1)k(m+n)q—k(dm—l—(p—l)(m+n))+(m+n)(k;1)Bplk(q)anlk_d(q)m

k=d+1
p—-1
= (1_l_qp)m+n(_1)m(d+1)+nq3(m+n)(g)_m<(d;1)_dp) q—p(m+n) Z qk
k=d+1
p—-1 p—-1
~2plg(n ) @ Ty @+m Y qFHya@
k=d+1 k=d+1
p~1 2k p-1 qzk
+[plq| mq™? zz +n 2;-——- (mod [p]3)
k=d+1 [k —d]q k=d+1[k]q

denkligi elde edilir. Burada Denklik (2.21) kullanilarak
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p—-1
Kk
(- 1)k(m+n)q—k(dm—l—(p—1)(m+n))+(m+n)( ;1)Bp,k(Q)an,k—d(q)m

k=d+1
p—-1
= (1_l_qp)m+n(_1)m(d+1)+nq3(m+n)(g)_m<(d;1)_dp) q—p(m+n) Z qk
k=d+1
p1 2k Pl ok
k=d+1 4 k=d+1 = -4

\

~2[n > @ Ha@+m > ¢ Hyiiaa(@ | | |(mod [p]3)
k=d+1 k=d+1

yazilir. Daha sonra toplamlar 6telenerek Formiil (1.7), Esitlik (2.4), (2,6) ve Denklik
(1.2) kullanilirsa

p-1
(- 1)k(m+n)q—k(dm—l—(p—l)(m+n))+(m+n)(k;rl)Bplk(q)an,k_d(q)m
k=d+1

3(m+n)(g)—m<(d;—1

=(1+ qp)m+n(_1)m(d+1)+nq )—dp)(_q—p(m+n) [d + 1]q

2 N 2 d+1 _
+pla (@ (m+ =) Fpacs(@) + (n ' Zlf—1> Hy-1 (0)

- (n + %) Ha(q)

qu n
+1-2( 2 (Hp-1(@) — Ha(@)) + pEE G

+(m+n)(1- qd+1))) (mod [p]fl)

elde edilir. Burada Denklik (2.13) ve (2.14) yardimiyla
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p-1
k+1
(- 1)k(m+n)q—k(dm—l—(p—1)(m+n))+(m+n)( 2 )Bp,k(Q)an,k—d(q)m
k=d+1

3(m+n)(g)—m((d'2"1

=(1+ qp)m+n(_1)m(d+1)+nq )—dp)(_q—p(m+n) [d + 1]q

d

~ 2
+plq (n + 27 (qGBm + 2m) - m>) Hp- (@) —

qg—-1

(n + mq¥)H,_(q)

d

+q_1

2 -
(m(q+ 1) + 2nq)H4(q) — (n + ﬁ(m + n)) Hqa(q)

+(m +n)(1 = q¥*) + 1)) (mod [p]3)
yazilir. Son olarak Denklik (1.3), (1.4) ve (1.9) ile istenen denklik goriiliir.

Burada m =n=1vem=1,n=2 alinarak sirasiyla Teorem 2.1 ve Teorem 2.3

acikca goriiliir. Simdi Teorem 2.2 ve Teorem 2.4’un bir genellemesi verilsin.

Teorem 2.7. p = 5 bir asal say1 ve m,n € N olsun. 0 < d < p — 3 olacak sekildeki d
tam sayi1s1 i¢in
p—-1
(_1)k(m+n+1)q—k(dm—1—(p—1)(m+n))+(m+n)(k;1)Bplk(q)anlk_d(q)m

k=d+1

d+1
= (_1)m(d+1)+n2m+nq—m(d;1) q- 1 <1 + (_CI) *
[Z]q q- 1

+[plq(1 = (2Q,(2, @) + La(@))(n + m(—q)¢)

1 _~)d+1
+n (p (1 + ﬂ) —-1- E(—l)d(q -1+ pqd+1) -2 (qq_) T Hd(q)>

2

1 _ 1
+m ((—q)d (5(1 —q—p) - qd) —pH@+a-5@2- 3p))> (mod [p]3)
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denkligi vardir.

Ispat. Ik adimda (1.6) kullanilarak

p—-1

(- 1)k(m+n+1)q—k(dm—1—(p—1)(m+n))+(m+n)(k;1) Bp,k(q)an,k—d(q)m

k=d+1

p-1
_ _ 1 k(m+n+1) ,—k(dm-1-(p-1)(m+n))+(m+n)(¥}*
-1 q

k=d+1

X[k] e [ZPIJ [p k+dl,

[zp]m+n P

k+1
=3 (— 1)k(m+n+1)q—k(dm 1-(p— 1)(m+n))+(m+n)( )
[plg™"

k=d+1

[k]g[k — d]g" 2p—1 2p—1 1™
[p—k+d[[p—Kk[glp—k— 1] [p k—l—d—l]

olup, [2p]q = (1 + gqP)[p], esitliginden

p—-1

(- 1)k(m+n+1)q—k(dm—1—(p—1)(m+n))+(m+n)(k;1)Bplk(q)an’k_d(q)m

k=d+1
p-1
= (14 gP)m*™n Z (- 1)k(m+n+1) —k(dm-1-(p- 1)(m+n))+(m+n)(k+1)
k=d+1
X [klalk — d]q’ 2p-1 ] [ 2p—1 ]m
[p-k+drp—k2lp-k—1] lp-k+d-1
a

oldugu goriiliir. Ardindan Denklik (2.1) ve (2.2) kullanilarak

p—-1

(- 1)k(m+n+1)q—k(dm—1—(p—1)(m+n))+(m+n)(k;1)Bp’k(q)anlk_d(q)m

k=d+1
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p—1
= (1_|_qp)m+n(_1)m(d+1)+nq3(m+n)(g)_m((d;1)_dp) q—p(m+n) 2 (_q)k

k=d+1
p-1 p-1
“(2plg[ 0 D CO Ty @+m D () e (@
k=d+1 k=d+1
p-1 q?< p-1 Q%
-d _1\k _1\kd 2
+[plq | mq kzszrl( 1) [k—d]q+nk;1( 1) i, (mod [p]q)

denkligi elde edilir. Burada Denklik (2.21) ile

p—-1
k+1
(~pKmensgim - Gmem) e (), (q)By (@)

K=qt1
p—-1
= (1 + grymen(—ym@n @ Qm((*3)-00) [ pimeny z (—9)*
K=q+1
p1 q%« p1 Q2
+[plq| mq™® Z (—1)km+n Z (—1)kﬁ
k=d+1 1 k=d+1 1
p—-1 p—-1
—2[n > C* @+ m ) (@) Fpiran@ | | [(mod [p13)
k=d+1 k=d+1

yazilir. Burada ikinci toplam Gtelenirse

p—-1
(- 1)k(m+n+1)q_k(dm_1_(p_1)(m+n))+(m+n)(k;1)Bp,k(Q)an,k_d(Q)m

k=d+1
p—-1

= (1_l_qp)m+n(_1)m(d+1)+nq3(m+n)(g)_m<(d;1)_dp) q—p(m+n) Z (_q)k
k=d+1
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p—d-1

+lplg [ m(-a? Z( 1)k—+n Z( 1)kq

k=d+1

p—-1 p—-1
“2[n Y Cof @+ m ) @) i ian@ | | |(mod [p]3)
k=d+1 k=d+1

oldugu goriiliir. Ardindan Denklik (2.11), (2.12) ve Formiil (1.7) kullanilirsa

p—-1

K+1
(_1)k(m+n+1)q—k(dm—l—(p—1)(m+n))+(m+n)( : )Bp,k(Q)an,k—d(q)m

k=d+1

_~\d+1
= (1 + qPymn (—1ym@sen B E)-m((417)-ap) <q—p<m+n) 1+ EZ]‘D
q

_ _~\—d
0ol (~1 - @ (-t (B2 4+ EC07)

q+1
p—(=D¢ 1+ (=@
+ ( o )

1
[2] ) (2Q,(2,9) + 1a(@))(m(—q)4 + n)
q

p—-1 p—-1
—2[n > C* @+ m ) (@) Fpiran@ | | [(mod [p13)
k=d+1 k=d+1

denkligi elde edilir. Son olarak Denklik (1.9), (2.15) ve (2.16) kullanilarak ispat

tamamlanir.

55



3. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde g-harmonik sayilar ve g-genellestirilmis Catalan sayilari ile ilgili yapilan
caligsmalar arastirilmig, bu sayilarin olusturdugu yeni toplamlar diisiiniilmiis ve bazi
matematiksel yontemler kullanilarak bu toplamlar ile ilgili ¢esitli esitlik ve denklikler
elde edilmistir. Ornegin, q-genellestirilmis Catalan sayilarinin toplami incelendikten
sonra bu sayilarin kuvvetleri alinarak elde edilen sonug¢ genellestirilmistir. Elde edilen
bu sonuglarin, yeni problemler diisiiniilerek yapilacak olan ¢aligmalara yardimci

olmas1 amaglanmustir.

Bu c¢aligmada elde edilen denklikler [p]a modunda incelenebilir. Ayn1 zamanda bu

tezde incelenen toplamlardan farkli olarak, g-genellestirilmis Catalan sayilari ile
birlikte g-harmonik sayilar da kullanilarak yeni toplamlar ve denklikler incelenebilir

ve onlarin genellestirmeleri diisiiniilebilir.
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