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dayanmaktadır. Bu alanda uzun yıllar boyunca harmonik sayılar ve Catalan sayılar gibi 

birçok özel sayının ve bu sayılar arasındaki ilişkilerin incelendiği çalışmalar 

yapılmıştır. Bu çalışmada, yapılan çalışmaların yardımı ile bu özel sayıları içeren 

eşitlik ve denklikler elde edilmiştir. 
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n

k
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[
n

k
]
q
 : q-Binom Katsayısı 

(x; q)n : q-Pochhammer Sembolü 

qp(m) : Fermat Oranı 

Qp(m, q) : q-Fermat Oranı 

Hn : Harmonik Sayı 

Hn,m : m Mertebeli Harmonik Sayı 

In : Alterne Harmonik Sayı 

Hn(q) : q-Harmonik Sayı 

H̃n(q) : q-Harmonik Sayı 

In(q) : Alterne q-Harmonik Sayı 

Hn,m(q) : m Mertebeli q-Harmonik sayı 

H̃n,m(q) : m Mertebeli q-Harmonik Sayı 

In,m(q) : m Mertebeli Alterne q-Harmonik Sayı 

Cn : Catalan Sayısı 

Bn,k : Genelleştirilmiş Catalan Sayısı 

Cn(q) : q-Catalan Sayısı 

Bn,k(q) : q-Genelleştirilmiş Catalan Sayısı 
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q-GENELLEŞTİRİLMİŞ CATALAN SAYILARI VE q-HARMONİK 

SAYILARINI İÇEREN DENKLİKLER 

ÖZET 

Bu çalışmada, bilinen denklikler ve kombinatoriyal özdeşlikler kullanılarak q-

genelleştirilmiş Catalan sayıları, q-harmonik sayılar ve alterne q-harmonik sayılar ile 

ilgili bazı q-denklikler elde edilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Denklik, q-Genelleştirilmiş Catalan Sayıları, q-Harmonik 

Sayılar. 
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CONGRUENCES INVOLVING q-GENERALIZED CATALAN NUMBERS 

AND q-HARMONIC NUMBERS 

ABSTRACT 

In this study, it is obtained some q-congruences related to q-generalized Catalan 

numbers, q-harmonic numbers and alternating q-harmonic numbers by using some 

well-known congruences and combinatorial identities. 

 

Keywords: Congruence, q-Generalized Catalan Numbers, q-Harmonic Numbers. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

1 
 

 

GİRİŞ 

Harmonik sayılar ve Catalan sayıları, sayılar teorisinde ilgi çekici bir konu olup bu 

sayılar ile ilgili yapılan çalışmalar önem teşkil etmektedir. q-Analog tanımı ile birlikte 

bu sayıların yeni genelleştirmeleri yapılmış olup q-harmonik sayılar, q-Catalan sayıları 

ve q-genelleştirilmiş Catalan sayıları tanımlanmıştır. Bu çalışmada, bu özel sayılar 

hakkında bilgiler verilmiş ve bazı sonuçlar elde edilmiştir. 

Bu tez genel bilgiler, q-genelleştirilmiş Catalan sayıları ve q-harmonik sayıları içeren 

denklikler, sonuçlar ve öneriler olmak üzere üç bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölümde bazı temel tanımların yanında, harmonik sayılar ve Catalan sayıları 

gibi bazı özel sayılar ve bu sayıların genelleştirmeleri verildi. Örneğin, Hn(q) ile 

gösterilen q-harmonik sayı ve Cn(q) ile gösterilen q-Catalan sayısı sırasıyla harmonik 

sayıların ve Catalan sayılarının birer genelleştirmesidir. Ayrıca bu özel sayılar ile ilgili 

yapılmış olan çalışmalar araştırılarak bazı bölümlerine yer verildi.  

İkinci bölümde, birinci bölümde tanımları verilmiş olan q-genelleştirilmiş Catalan 

sayıları ile çeşitli toplamlar oluşturularak bu toplamların [p]q
2 moduna göre elde 

edilmiş olan denklikleri verildi. Ayrıca bu denklikler elde edilirken karşılaşılan, q-

harmonik sayıları da içeren bazı toplamların  [p]q ve [p]q
2 moduna göre denklikleri 

gösterildi. 

Üçüncü bölümde ise elde edilen sonuçlar ile birlikte ilerideki çalışmalar için öneriler 

verildi. 
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1.  GENEL BİLGİLER  

1.1. Temel Tanımlar   

Tanım 1.1.  a, b ∈ ℤ  ve  a ≠ 0  olsun. Bir k tam sayısı için b = ka oluyor ise “a böler 

b” denir ve a|b şeklinde yazılır. Eğer herhangi bir k tam sayısı için b = ka olmuyor 

ise “a bölmez b dir” denir ve a ∤ b şeklinde yazılır. 

Tanım 1.2. n ∈ ℤ+/{1}  ve  a, b ∈ ℤ  olmak üzere n|(a − b) ise “a  ile  b mod n’ye 

göre ℤ ‘de denktir” denir ve bu 

  a ≡ b(mod n)  

şeklinde yazılır. Eğer, n ∤ (a − b) ise “a  ile  b mod n’ye göre ℤ ‘de denk değildir” 

denir ve  

a ≢ b(mod n) 

şeklinde yazılır [19]. 

Tanım 1.3.  n ∈ ℤ+/{1}  ve x, y ∈ ℚ olsun.  

“ x ≡ y (mod n) ⟺ ℤ de n|pay(x − y) ” 

yani 

“ x ≡ y (mod n) ⟺ pay(x − y) ∈ nℤ ” 

oluyorsa “ x ile y sayıları mod n’ye göre ℚ’da denktir ” denir. Aksi durumda ise “ x 

ile y sayıları modn’ye göre ℚ’da denk değildir ” denir ve  

x ≢ y (mod n) 

şeklinde gösterilir [18, 20]. 
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Kolaylıkla görülür ki ℚ üzerindeki (mod n) denklik bağıntısı, ℤ üzerinde tanımlanan 

denklik bağıntısına indirgenir. x, y ∈ ℤ için 

pay(x − y) = x − y   

olduğundan ℚ üzerindeki (mod n) denklik ℤ′de de tanımlanır [18]. 

Teorem 1.1. n ∈ ℤ+ için 

ℤn = {x ∈ ℚ ∶ ( payda(x), n) = 1}  kümesi alınırsa 

ℤ ⊂ ℤn ⊂ ℚ  ve ℤn, ℚ’nun alt halkasıdır. 

Özel olarak n = p (p asal sayı) alınırsa ℤp = {x ∈ ℚ ∶   p ∤ payda(x)}  halkasının 

elemanları p-sel sayılar olarak adlandırılır. 

Tanım 1.5. x ∈ ℝ olsun. y ≤ x < y + 1 olacak şekildeki y tam sayısına “ x in tam 

değeri ” denir ve y = ⌊x⌋ şeklinde gösterilir [22]. Açıktır ki x ∈ ℤ ise ⌊x⌋  = x olur. 

Tanım 1.6. q bir değişken olmak üzere n ∈ ℤ+ ∪ {0}  tam sayısının q-benzeri 

[n]q = (1 − q
n) (1 − q) = 1 + q + q2 +⋯+ qn−1⁄                                                 (1.1)  

şeklindedir. Burada [0]q = 1 dır.  

Ayrıca  

lim
q⟶1−

 [n]q = lim
q⟶1̅

 (1 + q + q2 +⋯+ qn−1) = n 

olduğu görülür. Örneğin, 

 [1]q = 1, [2]q =
1−q2

1−q
= 1 + q   

olur. Ayrıca (1.1) ile 

 [p]q =
1 − qp

1 − q
 

olduğu görülür. Buradan 
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1 − qp

1 − q
≡ 0(mod  [p]q) 

olup   

1 − qp ≡ 0(mod  [p]q) 

denkliği elde edilir. Buradan da 

 qp ≡ 1(mod  [p]q)                                                                                                            (1.2)   

elde edilir. 

Tanım 1.7.  n, k ∈ ℕ ve n ≥ k olmak üzere Binom katsayısı 

(
n

k
) =

n!

k! (n − k)!
 

şeklindedir. 

Teorem 1.2.   a, b ∈ ℤ  olsun. n pozitif tam sayı olmak üzere (a + b)n ifadesinin Binom 

açılımı 

(a + b)n =∑(
n

k
) akbn−k

n

k=0

 

şeklindedir. 

Yukarıda verilen binom katsayısına karşılık gelen Gaussian katsayıları ve Gaussian 

binom katsayıları olarak adlandırılan q-binom katsayılarının tanımı aşağıda 

verilmiştir. 

Tanım 1.8.  n ≥ k olacak şekildeki n, k ∈ ℕ için q-binom katsayıları 

[
n

k
]
q
=

[n]q!

[k]q! [n − k]q!
 

şeklindedir. 

Özel olarak  k = 1 alınırsa  
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[
n

1
]
q
= [n]q 

eşitliği görülür. Örneğin, 

[
4

2
]
q
=
(1 − q3)(1 − q4)

(1 − q)(1 − q2)
= 1 + q + 2q2 + q3 + q4 

dır. Ayrıca 1 ≤ k ≤ n için q-binom katsayıları arasında 

[
n + 1

k
]
q
= qk [

n

k
]
q
+ [

n

k − 1
]
q
 

ve 

[
n + 1

k
]
q
= [
n

k
]
q
+ qn+1−k [

n

k − 1
]
q
 

özdeşlikleri vardır.  

Tanım 1.9.  x ∈ ℝ  ve n ≥ 1  tam sayısı için (x; q)0 = 1 olmak üzere  

∏(1− xqk)

n−1

k=0

= (1 − x)(1 − xq)… (1 − xqn−1) 

sonlu çarpımına q-Pochhammer sembolü denir ve (x; q)n  ile gösterilir [3]. 

Tanım 1.10. p bir asal sayı olsun. p ∤ m  olacak şekildeki negatif olmayan m tam sayısı 

için Fermat oranı  

qp(m) =
mp−1 − 1

p
 

şeklinde tanımlanır. Fermat oranının q-benzeri olan q-Fermat oranı ise p ∤ m ve m ≥

0 olacak şekildeki p asal sayısı ve m tam sayısı için 

Qp(m, q) =
(qm; qm)p−1 (q; q)p−1 − 1⁄

[p]q
 

şeklinde tanımlanır [11]. 
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1.2. Bazı Özel Sayılar ve Bu Sayıları İçeren Eşitlik ve Denklikler 

 Bu bölümde, bu çalışmada elde edilen eşitlik ve denkliklerde kullanılan bazı özel 

sayıların tanımları ve bu sayılar hakkında bilgiler verilmiştir. İlk olarak harmonik 

sayılar hakkında birkaç bilgi verelim. Harmonik sayılar, sayılar teorisi başlıca olmak 

üzere birçok alanda önemli bir yer kaplamaktadır. Bu konuda yapılan ilk çalışmalar 

M.Ö. 6. yüzyıla dayanmaktadır. Harmonik sayılar ilk olarak 1862 yılında 

Wolstenholme tarafından denkliklere uygulanmış olup  Lehmer de birçok denklik elde 

etmiştir. Son yıllarda Z.W. Sun gibi birçok yazar bu denklikler yardımıyla farklı 

denklikler üzerine çalışmalar yapmıştır. 

 Harmonik sayıları harmonik ortalama ile açıklamak istersek, n-inci harmonik sayı, n 

tam sayısının ilk n pozitif tam sayının harmonik ortalamasına bölümü ile elde edilir. 

Aynı zamanda harmonik sayılar, Riemann-Zeta fonksiyonu gibi bazı özel 

fonksiyonlarda da karşımıza çıkmaktadır. Aşağıda harmonik sayılar ve bazı 

genelleştirilmelerinin tanımları verilmiştir. 

Tanım 1.11. n ≥ 1 bir tam sayı olmak üzere 

∑
1

i

n

i=1

 

sonlu toplamına n-inci harmonik sayı denir ve  ile gösterilir. Burada 

H0 = 0 olup 

Hn =
1

n
+ Hn−1 

tekrarlama bağıntısı sağlanır. 

H0,m = 0  ve n ≥ 1 bir tam sayı olmak üzere n-inci m mertebeli harmonik sayı 

∑
1

im

n

i=1

 

sonlu toplamı ile tanımlanır ve Hn,m ile gösterilir. Özel olarak m = 1 için  
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 Hn,1 = Hn 

olduğu görülür. 

Ayrıca harmonik sayılar, Riemann-Zeta fonksiyonu ile bağlantılır.  ζ(s) Riemann-Zeta 

fonksiyonu, p asal sayı olmak üzere s ≠ 1 karmaşık sayısı için 

ζ(s) =∑
1

im

∞

i=1

=∏(1 − p−s)−1

p

 

şeklinde yazılır. 

Tanım 1.12.  I0 = 0 olmak üzere n ≥ 1 tam sayısı için  

∑
(−1)i

i

n

i=1

 

sonlu toplamına n-inci alterne harmonik sayı denir ve In ile gösterilir. 

Ayrıca alterne harmonik sayılar ve harmonik sayılar arasında 

In = H⌊𝑛
2
⌋
− Hn 

özdeşliği vardır [17]. 

Alterne Riemann-Zeta fonksiyonu olarak bilinen ve η(s) ile gösterilen Dirichlet-Eta 

fonksiyonu ile alterne harmonik sayılar arasındaki ilişkiyi incelersek; 

η(s) =∑
(−1)i−1

i

∞

i=1

= (1 − 21−s)ζ(s) 

şeklindedir. Burada s = 1 için  

η(s) = ln2 olup 

alterne harmonik sayıya karşılık gelmektedir. 

Şimdi harmonik sayıları içeren bazı özdeşlikler verilsin. 
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Teorem 1.3. n ∈ ℕ olmak üzere 

∑Hk

n

k=1

= (n + 1)Hn − n, 

∑(−1)kHk

n

k=1

=
(−1)n − 1

2
Hn +

1

2
H
⌊
n
2
⌋
, 

∑kHk

n

k=1

=
n(n + 1)

2
Hn −

n(n − 1)

4
 

ve 

∑(−1)kkHk

n

k=1

= (−1)n (
n

2
+
1

4
)Hn −

1

4
(H

⌊
n
2
⌋
− Hn) +

(−1)n − 1

4
 

eşitlikleri vardır [9, 21]. 

Şimdi ileride kullanılacak olan ℤp deki bazı denklikler verilsin. 

İlk olarak, 1862 yılında Joseph Wolstenholme (1829-1891)’ın bir sonucu aşağıda 

verilmiştir.. 

Teorem 1.4. p ≥ 5 asal sayısı için 

Hp−1 ≡ 0(mod p
2) 

denkliği vardır [15]. 

1850 yılında Eisenstein, 1 ve p-1 arasındaki tam sayıların alternatiflerini içeren toplam 

ile Fermat oranı arasındaki ilişkiyi verdi ve daha sonra 1861 yılında Sylvester 

aşağıdaki denkliği vermiştir. 

Teorem 1.5. p ≥ 3   asal sayısı için 

∑
(−1)i−1

i

p−1

i=1

≡ 2qp(2)(mod p) 
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denkliği vardır. 

Harmonik sayı ve alterne harmonik sayılarına karşılık gelen q-benzerlerinin tanımı 

verilsin. 

Tanım 1.13. n ∈ ℕ için 

 n-inci q-harmonik sayılar ve n-inci q-alterne harmonik sayılar sırasıyla 

Hn(q) =∑
1

[i]q

n

i=1

 , H̃n(q) =∑
qi

[i]q
,

n

i=1

 In(q) =∑
(−1)i

[i]q
 

n

i=1

 

toplamlarıyla tanımlanır. Burada H0(q) = H̃0(q) = I0(q) = 0 dır. 

Benzer şekilde, m mertebeli harmonik sayılara ve m mertebeli alterne harmonik 

sayılara karşılık gelen m mertebeli n-inci q-harmonik sayılar ve m mertebeli n-inci 

alterne q-harmonik sayılar sırasıyla 

Hn,m(q) =∑
1

[i]qm

n

i=1

 , H̃n,m(q) =∑
qi

[i]qm
,

n

i=1

 In,m(q) =∑
(−1)i

[i]qm
 

n

i=1

 

toplamlarıyla tanımlanır. Burada H0,m(q) = H̃0,m(q) = I0,m(q) = 0 dır. 

q-Harmonik sayılar ve q-alterne harmonik sayılar ile ilgili bazı denklikler aşağıda 

verilmiştir.   

Teorem 1.6. p ≥ 3   asal sayısı için 

Hp−1(q) ≡
p − 1

2
(1 − q) +

p2 − 1

24
(1 − q)2[p]q (mod [p]q

2)                                 (1.3) 

ve  p ≥ 5  asal sayı olmak üzere 

H̃p−1(q) ≡
p − 1

2
(q − 1) +

p2 − 1

24
(1 − q)2[p]q (mod [p]q

2),                                (1.4) 

Ip−1(q) ≡ 2Qp(2, q) −
p − 1

2
(1 − q) 
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+(Qp(2, q)
2 + Qp(2, q)(1 − q) +

p2 − 1

12
(1 − q)2) [p]q (mod [p]q

2)                (1.5) 

denklikleri vardır [2, 13, 14]. 

Catalan sayılarının tanımını vermeden önce birkaç bilgi verelim. Catalan sayıları, 

ismini Eugéne Charles Catalan’dan almış olup kombinatorik matematikte birçok 

problemin çözümünde karşımıza çıkmaktadır. Adını E.C. Catalan’dan alsa da Catalan 

sayılarını ilk olarak Euler tanımlamıştır. Ardından Goldbach ve Segner gibi ünlü 

matematikçiler Catalan sayıları ile çalışmışlardır. 

Tanım 1.14.  n ≥ 0 tam sayı olmak üzere n-inci Catalan sayısı  

1

n + 1
(
2n

n
) =

(2n)!

(n + 1)! n!
 

şeklinde tanımlanıp Cn ile gösterilir ve  n > 4 için 

Cn > 2n − 1 

eşitsizliğini sağlar. 

 Ayrıca  C0 = 1 olmak üzere 

Cn+1 =∑CkCn−k

n

k=0

 

lineer olmayan tekrarlama bağıntısı sağlanır. Catalan sayılarının birçok gösterimi 

mevcut olup bunlardan biri de 

Cn =
1

(n + 1)!
∏(4k − 2)

n

k=1

 

şeklindedir. 

Catalan sayılarının birçok genelleştirmesi vardır. İlk kez 1976 yılında Shapiro 

tarafından tanımlanan genelleştirilmiş Catalan sayılarının tanımı aşağıda verilmiştir. 

Tanım 1.15. n, k ∈ ℕ ve 0 ≤ k ≤ n olmak üzere genelleştirilmiş Catalan sayıları 
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k

n
(
2n

n − k
) 

ile tanımlanır ve Bn,k ile gösterilir [5]. 

Burada m ≥ 1 için Bn,0 = Bn,n+m = 0  dır. 

 Ayrıca k ≥ 2 için 

Bn,k = Bn−1,k−1 + 2Bn−1,k + Bn−1,k+1 

tekrarlama bağıntısı sağlanır. 

Burada k = 1  alınırsa Bn,1 = Cn olup Catalan sayısı elde edilir. Catalan üçgeninin 

elemanları olan Bn,k  sayıları Tablo 1.1. de verilmiştir. 

                  Tablo 1.1. Bn,k sayıları 

 

 

1 2 3 4 5 
 

1 
 

0 0 0 0 
 

2 
  

0 0 0 
 

3 
   

0 0 
 

4 
    

0 
 

5 
      

       

 

Şimdi Catalan sayıları ve genelleştirilmiş Catalan sayılarını içeren bazı eşitlik ve 

denklikler verilsin. 

Teorem 1.7. n ≥ 1 için 
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∑kBn,k
2  

n

k=1

=
n(n + 1)

2
CnCn−1 

eşitliği vardır [7]. 

Teorem 1.8. 1 ≤ m ≤ n  olacak şekildeki m ve n tam sayıları için 

∑Bn,kBn,n+k−m(n + 2k − m)
3

n

k=1

= (
2n

n
) (
2(n − 1)

m − 1
) (n2 + 4n − 2mn +m2) 

eşitliği vardır [8]. 

Aşağıda Ömür ve Koparal tarafından elde edilen, genelleştirilmiş Catalan sayıları, 

harmomik sayılar ve genelleştirilmiş harmonik sayıları içeren denklikler verilmiştir. 

Teorem 1.9. p bir asal sayı olmak üzere 0 < d < p − 1 olacak şekildeki d tam sayısı 

için 

∑ Bp,kBp,k−d

p−1

k=d+1

≡ 4(−1)d (−2d + p(8d(Hd − 1) +
2

d
− 3)) (mod p2), 

∑ (−1)kBp,kBp,k−d

p−1

k=d+1

≡ 4(−1)d (1 +
p

d
(1 + (−1)d) − 2pHd) (mod p

2) 

ve 

∑ kBp,kBp,k−d

p−1

k=d+1

≡ 2(−1)d(−2d2 + p(1 + 8d2(Hd − 1) − 4d)) (mod p
2) 

dır [9]. 

Teorem 1.10. p bir tek asal sayı olmak üzere 0 < d < p olacak şekildeki d tam sayısı 

için 

∑
Bp,kBp,k−d

k

p−1

k=d+1

≡ 4(−1)d(Hd + Hd−1 +
2

p
+ p(4Hd

2 + 4Hd−1
2 − 2Hd,2 − 2Hd−1,2 
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−Hp+d
2 −Hp+d−1

2 )) (mod p2) 

denkliği vardır [10]. 

Aşağıda Catalan sayılarının ve genelleştirilmiş Catalan sayıların q-benzeri olan q-

Catalan sayılarının ve q-genelleştirilmiş Catalan sayılarının tanımı verilmiştir. 

Tanım 1.16.  C0(q) = 1 olmak üzere n ≥ 1 tam sayısı için  n-inci q-Catalan sayısı 

Cn(q) =
1 − q

1 − qn+1
[
2n

n
]
q
 

şeklinde tanımlanır [4]. 

Guo ve Zeng tarafından tanımlanan ve q-Catalan sayısının bir genelleştirmesi olan q-

genelleştirilmiş Catalan sayıları ise  1 ≤ k ≤ n  olmak üzere 

Bn,k(q) =
[k]q
[n]q

[
2n

n − k
]
q
                                                                                                    (1.6) 

şeklindedir [6]. 

Ayrıca bu sayılar q-Catalan üçgeninin elemanlarıdır. 

Tanım 1.17. r ∈ ℝ\{1} olmak üzere bir geometrik serinin ilk n terimi toplamı 

∑ark
n−1

k=0

= a
1 − rn

1 − r
                                                                                                              (1.7) 

şeklindedir.  

Şimdi q-genelleştirilmiş Catalan sayılarını,q-harmonik sayıları ve q-genelleştirilmiş 

harmonik sayılarını içeren denklikler elde edilirken kullanılan bazı önemli eşitlik ve 

denklikler verilsin. 

Teorem 1.11.  {ak}k≥0 ve  {bk}k≥0 iki dizi ve 

An =∑ak

n

k=1
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olmak üzere m ≤ n olacak şekildeki m ve n doğal sayıları için 

∑ akbk

n

k=m

= Anbn+1 − Am−1bm + ∑ Ak(bk − bk+1)

n

k=m

                                             (1.8) 

dır [1]. Bu eşitliğe Abel toplamı denir. 

Lemma 1.1.  p asal sayı ve k ∈ ℝ olsun. O zaman 

qkp ≡ 1 − k(1 − q)[p]q + (
k

2
) [p]q

2
(mod [p]q

3
)                                                      (1.9) 

dır [12]. 

Lemma 1.2.  p bir asal sayı ve α ∈ ℤ+ olsun. 0 ≤ k ≤ p − 1 olacak şekildeki k tam 

sayısı için 

[
αp − 1

k
]
q
≡ (−1)kq−(

k+1
2 ) (1 − [αp]q Hk(q)) (mod [p]q

2
) 

denkliği vardır [16]. 

Ayrıca  Hk(q) = H̃k(q) + k(1 − q)  eşitliği kullanılarak 

[
αp − 1

k
]
q
≡ (−1)kqαpk−(

k+1
2 ) (1 − [αp]q H̃k(q)) (mod [p]q

2
)                          (1.10) 

denkliği elde edilir.  
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2. q-GENELLEŞTİRİLMİŞ CATALAN SAYILARI VE q-HARMONİK 

SAYILARINI İÇEREN DENKLİKLER 

Bu bölümde, q-genelleştirilmiş Catalan sayıları ile oluşturulan toplamların [p]q
2 

moduna göre denkleri elde edilmiş olup bu denkliklerin ispatında kullanılan bazı 

eşitlik ve denklikler ilk olarak verilmiştir. 

Lemma 2.1. p bir asal sayı ve α, n ∈ ℤ+ olsun. 0 ≤ k ≤ p − 1 olacak şekildeki k tam 

sayısı için 

[
αp − 1

k
]
q

n

≡ (−1)nkqαnpk−n(
k+1
2 ) (1 − n[αp]q H̃k(q)) (mod [p]q

2)                      (2.1) 

denkliği vardır. 

İspat. (1.10) kullanılırsa 

[
αp − 1

k
]
q

n

≡ (−1)nkqαnpk−n(
k+1
2 ) (1 − [αp]q H̃k(q))

n

(mod [p]q
2) 

olduğu görülür. Burada Binom açılımı kullanılarak 

[
αp − 1

k
]
q

n

≡ (−1)nkqαnpk−n(
k+1
2 )∑(−1)n−i[αp]q

n−i

n

i=0

 H̃k(q)
n−i(mod [p]q

2) 

denkliği yazılır.  m ≥ 2  için 

[p]q
m
≡ 0(mod [p]q

2)  olduğundan  

[
αp − 1

k
]
q

n

≡ (−1)nkqαnpk−n(
k+1
2 ) (1 − n[αp]q H̃k(q)) (mod [p]q

2) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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Lemma 2.2.  p bir asal sayı ve m, n ∈ ℤ olsun. 0 ≤ d ≤ k ≤ p olacak şekildeki k ve d 

tam sayıları için 

 [k]q
n [k − d]q

m

 [p − k]qn [p − k + d]qm
 

≡ (−1)m+nqk(m+n)−md 

× (1 + [p]q (m
qk−d

[k − d]q
+ n

qk

[k]q
+ (m+ n)(1 − q))) (mod  [p]q

2)                   (2.2) 

dır. 

İspat. Eşitlik (1.1)’den  [p + k]q = [p]q + q
p[k]q  ve  [p − k]q = [p]q − q

p−k[k]q 

eşitliklerinin varlığı açıktır. O halde 

[k]q
[p − k]q

=
[p + k]q[k]q

[p − k]q[p + k]q
=

[k]q([p]q + q
p[k]q)

([p]q + qp[k]q)([p]q − qp−k[k]q)
 

=
[k]q([p]q + q

p[k]q)

 [p]q
2 − [k]q([p]q(q

p−k − qp) + q2p−k[k]q)
 

yazılır. Burada elementer işlemler yapılarak 

[k]q
[p − k]q

≡
[p]q + q

p[k]q
[p]q(qp − qp−k) − q2p−k[k]q

(mod  [p]q
2) 

denkliği elde edilir. Bu ifade paydanın eşleniği ile çarpılıp gerekli düzenlemeler 

yapılırsa  (1.2) denkliğinden 

[k]q
[p − k]q

≡ −qk (q−p + [p]q
qk

[k]q
) (mod  [p]q

2) 

elde edilir. Ardından Binom açılımı kullanılarak 

 [k]q
n

 [p − k]qn
≡ (−1)nqnk∑(

n

i
) qk(n−i)−pi

[p]q
n−i

[k]q
n−i

n

i=0

(mod  [p]q
2) 
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olduğu görülür. Burada  m ≥ 2 için  [p]q
m ≡ 0(mod  [p]q

2) olduğundan 

 [k]q
n

 [p − k]qn
≡ (−1)nqnk (q−pn + nq−p(n−1)[p]q

qk

[k]q
) (mod  [p]q

2) 

denkliği elde edilir. Böylece (1.2) ve (1.9) denkliklerinden 

 [k]q
n

 [p − k]qn
 

≡ (−1)nqnk (1 + n[p]q (
qk

[k]q
+ 1 − q)) (mod [p]q

2)                                           (2.3a) 

olur. Bu denklikte sırasıyla k yerine k − d ve n yerine m yazılırsa  

 [k − d]q
m

 [p − k + d]qm
 

≡ (−1)mqm(k−d) (1 +m[p]q (
qk−d

[k − d]q
+ 1 − q)) (mod [p]q

2)                         (2.3b) 

denkliği elde edilir. Son olarak (2.3a) ve (2.3b)  denklikleri taraf tarafa çarpılırsa 

 [k]q
n [k − d]q

m

 [p − k]qn [p − k + d]qm
≡ (−1)m+nqk(m+n)−md 

× (1 + [p]q (m
qk−d

[k − d]q
+ n

qk

[k]q
+ (m+ n)(1 − q))) (mod  [p]q

2) 

denkliği bulunur. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Lemma 2.3.  n ∈ ℕ  için 

∑
q2k

[k]q
= H̃n(q) − q(1 − q)[n]q,

n

k=1

                                                                                  (2.4) 

∑
q3k

[k]q
= H̃n(q) + (1 − q)(2 − [n + 1]q

q(1 + qn) + 2

[2]q
) ,

n

k=1

                                  (2.5) 
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∑
H̃k(q)

qk
=

q

q − 1
(Hn(q) − q

−(n+1)H̃n(q))

n

k=1

                                                              (2.6) 

ve 

∑
H̃k(q)

q2k
=
q2

[2]q
([2n + 2]qq

−(2n+2)H̃n(q) − q
−n[n]q − n)

n

k=1

                                  (2.7) 

eşitlikleri vardır. 

İspat. İlk toplama ak =
qk

[k]q
 ve  bk = q

k alınarak (1.8) uygulanırsa q-harmonik sayı 

tanımından 

∑
q2k

[k]q
= qn+1H̃n(q)

n

k=1

+∑H̃n(q)(q
k − qk+1)

n

k=1

 

= qn+1H̃n(q) + (1 − q)∑qkH̃k(q)

n

k=1

 

= qn+1H̃n(q) + (1 − q)∑qk
n

k=1

∑
qi

[i]q

k

i=1

 

= qn+1H̃n(q) + (1 − q)∑
qi

[i]q

n

i=1

∑qk
n

k=i

 

= qn+1H̃n(q) + (1 − q)∑
qi

[i]q

n

i=1

(∑qk
n

k=0

−∑qk
i−1

k=0

) 

elde edilir. Burada Formül (1.7) kullanılarak 

∑
q2k

[k]q
= qn+1H̃n(q)

n

k=1

+ (1 − q)∑
qi

[i]q

n

i=1

(
1 − qn+1

1 − q
−
1 − qi

1 − q
) 

= qn+1H̃n(q) + (1 − q
n+1)H̃n(q) − (1 − q)∑

qi

[i]q

n

i=1

1 − qi

1 − q
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= H̃n(q) − (1 − q)∑
qi

[i]q

n

i=1

1 − qi

1 − q
 

ve (1.1) yardımıyla 

∑
q2k

[k]q
= H̃n(q)

n

k=1

− (1 − q)∑qi
n

i=1

 

eşitliği elde edilir. Tekrar Formül (1.7) ile 

∑
q2k

[k]q

n

k=1

 

= H̃n(q) − (1 − q) (
q − qn+1

1 − q
) 

= H̃n(q) − q(1 − q)
1 − qn

1 − q
 

= H̃n(q) − q(1 − q)[n]q 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

İkinci eşitlik benzer işlemler ile (1.8)’de ak =
qk

[k]q
 ve  bk = q

2k alınarak gösterilebilir. 

Üçüncü eşitliğin ispatı için q-harmonik sayı tanımından 

∑
H̃k(q)

qk
=∑q−k

n

k=1

∑
qi

[i]q

k

i=1

n

k=1

 

yazılır. Burada toplamlar yer değiştirilerek 

∑
qi

[i]q

n

i=1

∑q−k
n

k=i

=∑
qi

[i]q

n

i=1

(∑q−k
n

k=0

−∑q−k
i−1

k=0

) 

elde edilir. Ardından Formül (1.7) kullanılarak 
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∑
H̃k(q)

qk
=

n

k=1

∑
qi

[i]q

n

i=1

(
1 − q−n−1

1 − q−1
−
1 − q−i

1 − q−1
) 

=
q

q − 1
(−q−n−1H̃n(q) +∑

1

[i]q

n

i=1

) 

elde edilir. Burada q-harmonik sayı yerine yazılırsa ispat tamamlanmış olur.  

Dördüncü eşitliğin ispatı da q-harmonik sayı tanımı ile benzer şekildedir. 

Lemma 2.4. n ∈ ℕ için 

∑
(−q)k

[k]q

n

k=1

= In(q) + (1 − q)
(−1)n+1 + 1

2
                                                                  (2.8) 

ve 

∑
(−1)k

[k]q
q2k

n

k=1

= In(q) − (1 − q) (
(−1)n − 3

2
+ [n + 1]−q)                                  (2.9) 

eşitlikleri vardır. 

İspat. İkinci toplam için (1.8)’de ak = q
2k ve bk =

(−1)k

[k]q
  alınarak  

∑
(−1)k

[k]q
q2k

n

k=1

=∑(q2k − q2k+2)∑
(−1)i

[i]q

k

i=1

n−1

k=1

+ q2nIn(q) 

= (1 − q2)∑q2k∑
(−1)i

[i]q

k

i=1

n−1

k=1

+ q2nIn(q) 

elde edilir. Burada toplamlar yer değiştirilirse 

∑
(−1)k

[k]q
q2k

n

k=1

= (1 − q2)∑
(−1)i

[i]q

n−1

i=1

∑q2k
n−1

k=i

+ q2nIn(q) 
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= (1 − q2)∑
(−1)i

[i]q

n−1

i=1

(∑q2k
n−1

k=0

−∑q2k
i−1

k=0

) + q2nIn(q) 

eşitliği elde edilir. Formül (1.7) ile 

∑
(−1)k

[k]q
q2k

n

k=1

 

= (1 − q2)∑
(−1)i

[i]q

n−1

i=1

(
1 − q2n

1 − q2
−
1 − q2i

1 − q2
) + q2nIn(q) 

= (1 − q2n)∑
(−1)i

[i]q

n−1

i=1

−∑
(−1)i

[i]q

n−1

i=1

(1 − q2i) + q2nIn(q) 

olduğu görülür. Burada gerekli düzenlemeler yapılarak 

∑
(−1)k

[k]q
q2k

n

k=1

 

= (1 − q2n)In−1(q) − (1 − q)∑
(−1)i

(1 − qi)
(1 − q2i)

n−1

i=1

+ q2nIn(q) 

= (1 − q2n)In−1(q) − (1 − q)∑(−1)i(1 + qi)

n−1

i=1

+ q2nIn(q) 

 = (1 − q2n)In−1(q) − (1 − q)(∑(−1)i
n−1

i=1

+∑(−q)i
n−1

i=1

) + q2nIn(q) 

elde edilir. Tekrar Formül (1.7) ile 

∑
(−1)k

[k]q
q2k

n

k=1

 

= (1 − q2n)In−1(q) − (1 − q) (
(−1)n+1 − 1

2
+
1 − (−q)n

[2]q
− 1) + q2nIn(q) 
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olduğu görülür. Burada q-harmonik sayı tanımından 

In−1(q) = In(q) −
(−1)n

(1 − qn)
(1 − q) 

olup 

∑
(−1)k

[k]q
q2k

n

k=1

= (1 − q2n)In(q) − (1 − q
2n)

(−1)n

(1 − qn)
(1 − q) 

−(1 − q) (
(−1)n+1 − 1

2
+
1 − (−q)n

[2]q
− 1) + q2nIn(q) 

= In(q) − (1 − q) ((−1)
n(1 + qn) +

(−1)n+1 − 1

2
+
1 − (−q)n

[2]q
− 1) 

= In(q) − (1 − q) ((−1)
n + (−q)n +

(−1)n+1 − 1

2
+
1 − (−q)n

[2]q
− 1) 

= In(q) − (1 − q) (
(−1)n − 3

2
+
1 − (−q)n+1

[2]q
) 

elde edilir. Son olarak (1.1)’den 

[n + 1]−q =
1 − (−q)n+1

[2]q
 

olduğundan istenen eşitlik elde edilmiş olur. Diğer eşitlik benzer şekilde (1.8)’de ak =

qk ve bk =
(−1)k

[k]q
 alınarak gösterilebilir. 

Sonuç 2.1.  p bir tek asal sayı olsun. 0 < d < p − 1 olacak şekildeki d tam sayısı için 

Ip−d−1(q) ≡ −2Qp(2, q) − Id(q) − (1 − q)
p − (−1)d

2
(mod [p]q),                  (2.10) 

∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−1

k=d+1
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≡ −2Qp(2, q) − Id(q) − (1 − q) (
p − (−1)d

2
+
1 + (−q)d+1

[2]q
) (mod [p]q)    (2.11) 

ve 

∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−d−1

k=1

 

≡ −2Qp(2, q) − Id(q) − (1 − q) (
p − 3

2
+
1 + (−q)−d

[2]q
) (mod [p]q)               (2.12) 

denklikleri vardır. 

İspat. Birinci denkliğin ispatı için q-harmonik sayı tanımı kullanılarak  

Ip−d−1(q) = Ip−1(q) −∑
(−1)p−k

[p − k]q

d

k=1

= Ip−1(q) +∑
(−1)k

[p − k]q

d

k=1

 

yazılır. Eşitlik (1.1)’den [p − k]q = [p]q − q
p−k[k]q olup (1.2) denkliği kullanılarak 

[p − k]q ≡ −q
−k[k]q(mod [p]q) elde edilir. Bu denklik yukarıdaki eşitlikte yerine 

yazılırsa 

Ip−d−1(q) ≡ Ip−1(q) −∑
(−q)k

[k]q

d

k=1

(mod [p]q) 

denkliği elde edilir. Son olarak  Denklik (1.5) ve Eşitlik (2.8) ile 

Ip−d−1(q) 

≡ −2Qp(2, q) − Id(q) −
(p − 1)(1 − q)

2
− (1 − q)

(−1)d+1 + 1

2
 

= −2Qp(2, q) − Id(q) − (1 − q)
p − (−1)d

2
(mod [p]q) 

elde edilir. Böylece kanıt tamamlanır. İkinci denkliğin ispatı için 
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∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

=∑(−1)k
q2k

[k]q

p−1

k=1

−∑(−1)k
q2k

[k]q

d

k=1

 

eşitliğinden ve Eşitlik (2.9)’da sırasıyla n = p − 1 ve n = d alınırsa 

∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

= Ip−1(q) − (1 − q) (
(−1)p−1 − 3

2
+ [p]−q) − Id(q) 

+(1 − q) (
(−1)d − 3

2
+ [d + 1]−q) 

= Ip−1(q) − Id(q) − (1 − q)([p]−q − [d + 1]−q +
1 − (−1)d

2
) 

eşitliği elde edilir. (1.1) eşitliği ve (1.2) denkliğinden 

∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

 

= Ip−1(q) − Id(q) − (1 − q)(
1 − (−q)p

[2]q
−
1 − (−q)d+1

[2]q
+
1 − (−1)d

2
) 

≡ Ip−1(q) − Id(q) − (1 − q)(
1 + (−q)d+1

[2]q
+
1 − (−1)d

2
) (mod [p]q) 

olduğu görülür. Son olarak Denklik (1.5) ile istenen 

∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

 

≡ −2Qp(2, q) − Id(q) − (1 − q) (
1 + (−q)d+1

[2]q
+
p − (−1)d

2
) (mod [p]q) 

denkliği elde edilir. Benzer şekilde üçüncü denkliğin ispatı da Eşitlik (2.9) ile yapılır. 

Lemma 2.5. p bir tek asal sayı olmak üzere 0 ≤ d ≤ p − 1 olacak şekildeki d tam 

sayısı için 
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H̃p−d−1(q) ≡ H̃p−1(q) + Hd(q)(mod [p]q)                                                              (2.13) 

ve 

Hp−d−1(q) ≡ Hp−1(q) + H̃d(q)(mod [p]q)                                                              (2.14) 

denklikleri vardır. 

İspat. q-Harmonik sayı tanımı ile 

H̃p−d−1(q) = H̃p−1 −∑
qp−k

[p − k]q

d

k=1

 

olduğu görülür. [p − k]q ≡ −q
−k[k]q(mod [p]q) denkliği yerine yazılırsa 

H̃p−d−1(q) ≡ H̃p−1 +∑
qp

[k]q

d

k=1

 (mod [p]q) 

elde edilir. Son olarak Denklik (1.2) ve q-harmonik sayı tanımı ile denklik gösterilmiş 

olur. 

İkinci denklik benzer şekilde 

Hp−d−1(q) = Hp−1(q) −∑
1

[p − k]q

d

k=1

  

eşitliği kullanılarak gösterilir. 

Lemma 2.6. p ≥ 5 bir asal sayı olsun. 0 < d ≤ p − 3 olacak şekildeki d tam sayısı 

için 

∑ (−q)k  H̃p−k−1(q)

p−1

k=d+1

≡
1

[2]q
((−q)d+1Hd(q) − 2Qp(2, q) − Id(q) 

−
1 − q

2
(p − (−1)d + (p − 1)(−q)d+1)) (mod [p]q)                                           (2.15) 

ve  
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∑ (−q)k  H̃p−k+d−1(q)

p−1

k=d+1

≡ −
(−q)d

[2]q
(2Qp(2, q) + Id(q) − (−q)

−d  H̃d(q) 

+
(q − 1)2(p − 1)

2
) (mod [p]q)                                                                                     (2.16) 

denklikleri vardır. 

İspat. İlk denkliğin ispatı için toplam ötelenerek 

∑ (−q)k  H̃p−k−1(q)

p−1

k=d+1

= qp−1 ∑ (−q)−k  H̃k(q)

p−d−2

k=1

 

eşitliği elde edilir. q-Harmonik sayı tanımından 

qp−1 ∑ (−q)−k  H̃k(q)

p−d−2

k=1

= qp−1 ∑ (−q)−k

p−d−2

k=1

∑
qi

[i]q

k

i=1

 

olup toplamlar yer değiştirilerek 

∑ (−q)k  H̃p−k−1(q)

p−1

k=d+1

= qp−1 ∑
qi

[i]q

p−d−2

i=1

∑ (−q)−k

p−d−2

k=i

 

= qp−1 ∑
qi

[i]q

p−d−2

i=1

( ∑ (−q)−k

p−d−2

k=0

−∑(−q)−k
i−1

k=0

) 

elde edilir. Burada Formül (1.7) kullanılarak 

∑ (−q)k  H̃p−k−1(q)

p−1

k=d+1

=
qp

[2]q
∑

qi

[i]q

p−d−2

i=1

((−q)−i − (−q)−p+d+1) 

=
qp

[2]q
( ∑

(−1)i

[i]q

p−d−2

i=1

− (−q)−p+d+1 ∑
qi

[i]q

p−d−2

i=1

) 

elde edilir. Alterne q-Harmonik sayı ve q-harmonik sayı tanımından 
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∑ (−q)k  H̃p−k−1(q)

p−1

k=d+1

=
qp

[2]q
(Ip−d−2(q) − (−q)

−p+d+1  H̃p−d−2(q)), 

Ip−d−2(q) = Ip−d−1(q) −
(−1)p−d−1

[p − d − 1]q
 

ve 

 H̃p−d−2(q) = H̃p−d−1(q) −
qp−d−1

[p−d−1]q
   

olduğu görülür. O halde 

∑ (−q)k  H̃p−k−1(q)

p−1

k=d+1

=
qp

[2]q
(Ip−d−1(q) − (−q)

−p+d+1  H̃p−d−1(q) 

−
(−1)p−d−1

[p − d − 1]q
+ (−q)−p+d+1

qp−d−1

[p − d − 1]q
) 

olup  Denklik (1.7)’den 

∑ (−q)k  H̃p−k−1(q)

p−1

k=d+1

≡
1

[2]q
(Ip−d−1(q) + (−q)

d+1  H̃p−d−1(q)) (mod [p]q) 

elde edilir. Şimdi Denklik (2.10) ve (2.13) kullanılırsa 

∑ (−q)k  H̃p−k−1(q)

p−1

k=d+1

≡
1

1 + q
(−2Qp(2, q) − Id(q) + (−q)

d+1Hd(q) 

−(1 − q)
p − (−1)d

2
+ (−q)d+1  H̃p−1(q)) (mod [p]q) 

denkliği elde edilir. Son olarak Denklik (1.4)’den 

∑ (−q)k  H̃p−k−1(q)

p−1

k=d+1

≡
1

[2]q
(−2Qp(2, q) − Id(q) + (−q)

d+1Hd(q) 
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−(1 − q)
p − (−1)d

2
+ (−q)d+1

(p − 1)

2
(q − 1)) (mod [p]q) 

denkliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. Benzer şekilde 

∑ (−q)k  H̃p−k+d−1(q)

p−1

k=d+1

= qp+d−1(−1)d∑(−q)−k  H̃k(q)

p−2

k=d

 

eşitliği kullanılarak ve benzer işlemler yapılarak ikinci denklik elde edilir. 

Lemma 2.7. p ≥ 5 bir asal sayı olsun. 0 < d ≤ p − 3 olacak şekildeki d tam sayısı 

için 

∑ qk[k]qH̃p−k+d−1(q)

p−1

k=d+1

 

≡
qd

1 − q
(
1

q − 1
(  
q1−d + qd

[2]q
H̃d(q) − Hd − q

d
2q − 1 − q−d

[2]q
) 

−
p − 1

2
(q(1 − qd) + 1 + qd) −

qd

[2]q
(d − p)) (mod [p]q)                                 (2.17) 

ve 

∑ qk[k]qH̃p−k−1(q)

p−1

k=d+1

≡
1

1 − q
(
1

q − 1
(  H̃d(q) −

1 + qd+1(1 − qd+1 + q)

[2]q
Hd) 

−
1

[2]q
(
p − 1

2
(1 + qd+1)(q(1 − q)[d]q + 2) 

+q[d]q − p + d + 2)) (mod [p]q)                                                                               (2.18) 

denklikleri vardır. 

İspat. İlk denkliğin ispatı için (1.1) kullanılarak 
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∑ qk[k]qH̃p−k+d−1(q)

p−1

k=d+1

 

=
1

1 − q
∑ qk(1 − qk)H̃p−k+d−1(q)

p−1

k=d+1

 

=
1

1 − q
( ∑ qkH̃p−k+d−1(q)

p−1

k=d+1

− ∑ q2kH̃p−k+d−1(q)

p−1

k=d+1

) 

elde edilir. Burada toplamlar ötelenirse 

∑ qk[k]qH̃p−k+d−1(q)

p−1

k=d+1

 

=
qp+d−1

1 − q
(∑q−kH̃k(q)

p−2

k=d

− qp+d−1∑q−2kH̃k(q)

p−2

k=d

) 

=
qp+d−1

1 − q
(∑q−kH̃k(q)

p−2

k=1

−∑q−kH̃k(q)

d−1

k=1

 

−qp+d−1(∑q−2kH̃k(q)

p−2

k=1

−∑q−2kH̃k(q)

d−1

k=1

)) 

olup (2.4), (2.6) ve (2.7) eşitliklerinden 

∑ qk[k]qH̃p−k+d−1(q)

p−1

k=d+1

 

≡
qp+d−1

1 − q
(
q

q − 1
(Hp−2(q) − q

1−pH̃p−2(q) − Hd−1(q) + q
−dH̃d−1(q)) 

−
qp+d+1

q + 1
([2p − 2]qq

2−2pH̃p−2(q) − q
2−p[p − 2]q − [2d]qq

−2dH̃d−1(q) 
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+q1−d[d − 1]q − p + d + 1)) (mod [p]q) 

elde edilir. q-harmonik sayı tanımı gereği  H̃p−2(q) = H̃p−1(q) −
qp−1

[p−1]q
  ve  

Hp−2(q) = Hp−1(q) −
1

[p−1]q
  olduğundan 

∑ qk[k]qH̃p−k+d−1(q)

p−1

k=d+1

 

≡
qp+d−1

1 − q
(
q

q − 1
(Hp−1(q) − q

1−pH̃p−1(q) − Hd−1(q) + q
−dH̃d−1(q)) 

−
qp+d+1

[2]q
([2p − 2]qq

2−2pH̃p−1(q) − q
2−p[p − 2]q − [2d]qq

−2dH̃d−1(q) 

+q1−d[d − 1]q + q
1−p − p + d)) (mod [p]q) 

denkliği elde edilir. Benzer şekilde H̃d−1(q) = H̃d(q) −
qd

[d]q
  ve  Hd−1(q) = Hd(q) −

1

[d]q
 

eşitlikleri kullanılarak 

∑ qk[k]qH̃p−k+d−1(q)

p−1

k=d+1

 

≡
qp+d−1

1 − q
(
q

q − 1
(Hp−1(q) − q

1−pH̃p−1(q) − Hd(q) + q
−dH̃d(q)) 

−
qp+d+1

[2]q
([2p − 2]qq

2−2pH̃p−1(q) − q
2−p[p − 2]q − [2d]qq

−2dH̃d(q) 

+
[2d]qq

−d

[d]q
 +q1−d[d − 1]q + q

1−p − p + d)) (mod [p]q) 

yazılır. Böylece Eşitlik (1.1) ve Denklik (1.2)’den 
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∑ qk[k]qH̃p−k+d−1(q)

p−1

k=d+1

≡
qd

1 − q
 

× (
1

q − 1
(
qd + q1−d

[2]q
H̃d(q) − Hd(q) + Hp−1(q) + (−q + q

d+1 − qd)H̃p−1(q)) 

−
qd

[2]q
(2 + d − p + q−d +

q1−d − 1

1 − q
)) (mod [p]q) 

olduğu görülür. Son olarak (1.3) ve (1.4) denklikleri kullanılarak istenilen denklik elde 

edilir. Diğer denkliğin ispatı da (1.1) kullanılarak ve toplamlar ötelenerek benzer 

şekildedir. 

Lemma 2.8. p bir tek asal sayı olsun. 0 < d ≤ p − 2 olacak şekildeki d tam sayısı için 

∑ q2k
[k]q

[k − d]q

p−1

k=d+1

≡ q2d[d]q (Hd(q) −
p − 1 + q(2 − q(p − 5))

2[2]q
) 

+qd ([d]q −
[d + 2]q
[2]q

) (mod [p]q)                                                                             (2.19) 

ve 

∑ qk

p−1

k=d+1

[k]q ≡ −
1

[2]q
([p]q + q[d]q[d + 1]q)(mod [p]q

2)                                   (2.20) 

denklikleri vardır. 

İspat. Birinci denkliğin ispatı için toplam ötelenerek 

∑ q2k
[k]q

[k − d]q

p−1

k=d+1

= q2d ∑ q2k
[k + d]q
[k]q

p−d−1

k=1

 

yazılır. (1.1)’den [k + d]q = [k]q + q
k[d]q olup 
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∑ q2k
[k]q

[k − d]q

p−1

k=d+1

 

= q2d ∑ q2k
[k]q + q

k[d]q
[k]q

p−d−1

k=1

 

= q2d ( ∑ q2k

p−d−1

k=1

+ [d]q ∑
q3k

[k]q

p−d−1

k=1

) 

elde edilir. Bu eşitlikte Formül (1.7) ve Eşitlik (2.5) kullanılırsa 

∑ q2k
[k]q

[k − d]q

p−1

k=d+1

= q2d (
q2 − q2p−2d

1 − q2
 

+[d]q (H̃p−d−1(q) + (1 − q) (2 − [p − d]q
q(1 + qp−d−1) + 2

[2]q
))) 

eşitliği elde edilir. Burada (2.13) ve 

[p − k]q ≡ −q
−k[k]q(mod [p]q) denklikleri kullanılarak 

∑ q2k
[k]q

[k − d]q

p−1

k=d+1

≡ q2d (
q2 − q2p−2d

1 − q2
+ [d]q(H̃p−1(q) + Hd(q) 

+(1 − q) (2 + q−d[d]q
q(1 + qp−d−1) + 2

[2]q
)))(mod [p]q) 

denkliği elde edilir. Ardından (1.1) ve Denklik (1.2)’den 

∑ q2k
[k]q

[k − d]q

p−1

k=d+1

≡ q2d (−q−2d
[2d + 2]q

1 + q
+ [d]q(H̃p−1(q) + Hd(q) 
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+(1 − q) (2 + q−d[d]q
q(1 + q−d−1) + 2

q + 1
)))(mod [p]q) 

olduğu görülür. Son olarak Denklik (1.4) kullanılarak istenen denklik elde edilir.  

İkinci denkliğin ispatı için (1.1) kullanılarak 

∑ qk

p−1

k=d+1

[k]q =
1

1 − q
∑ qk

p−1

k=d+1

(1 − qk) =
1

1 − q
( ∑ qk

p−1

k=d+1

− ∑ q2k

p−1

k=d+1

) 

olduğu görülür. Burada Formül (1.7)’den 

∑ qk

p−1

k=d+1

[k]q =
1

1 − q
(
qd+1 − qp

1 − q
+
q2p − q2d+2

1 − q2
) 

eşitliği yazılır. Son olarak (1.1) eşitliği ve (1.2) denkliğinden istenen denklik elde 

edilerek ispat tamamlanmış olur. 

Lemma 2.9. p bir tek asal sayı olmak üzere α pozitif tam sayısı için 

[αp]q ≡ α[p]q(mod  [p]q
2)                                                                                             (2.21) 

denkliği vardır. 

İspat. Eşitlik (1.1)’den 

[αp]q = [p]q∑qkp
α−1

k=0

 

yazılabilir. Burada Denklik (1.9) ile 

[αp]q ≡ [p]q∑1

α−1

k=0

 (mod  [p]q
2) 

olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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2.1. q-Genelleştirilmiş Catalan Sayılarını İçeren Denklikler 

Şimdi q-genelleştirilmiş Catalan sayılarını içeren denklikleri veren ana teoremleri 

verelim.  

Teorem 2.1.  p ≥ 5 bir asal sayı olsun. 0 ≤ d ≤ p − 3 olacak şekildeki d tam sayısı 

için 

∑ qk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ 4(−1)dq−(
d+1
2 ) (−[d + 1]q + [p]q (q

dHd(q)
3q + 1

q − 1
 

−H̃d
q + 3

q − 1
+ (p − 1)

(q + 1)(1 + qd)

2
− (p + d)qd+1 + d + 3p − 1)) (mod  [p]q

2) 

 denkliği vardır. 

İspat. Eşitlik (1.6)’dan 

∑ qk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

= ∑ qk(2p−d+k)
p−1

k=d+1

[k]q[k − d]q

[p]q2
[
2p

p − k
]
q

[
2p

p + d − k
]
q

 

olup   

∑ qk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

=
[2p]q

2

[p]q2
∑ qk(2p−d+k)
p−1

k=d+1

[k]q[k − d]q
[p − k]q[p − k + d]q

[
2p − 1

p − k − 1
]
q

[
2p − 1

p + d − k − 1
]
q

 

olur. Burada (1.1) gereği  [2p]q = (1 + q
p)[p]q olduğundan 
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∑ qk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

= (1 + qp)2 ∑ qk(2p−d+k)
p−1

k=d+1

[k]q[k − d]q
[p − k]q[p − k + d]q

[
2p − 1

p − k − 1
]
q

[
2p − 1

p + d − k − 1
]
q

 

elde edilir. Denklik (1.10) ve (2.2) ile 0 ≤ d ≤ p − 3 için  

∑ qk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

≡ (−1)d(1 + qp)2qp
(3p+d−5)−(d+12 )( ∑ qk

p−1

k=d+1

 

 +[p]q( ∑
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

+ q−d ∑
q2k

[k − d]q

p−1

k=d+1

) − [2p]q ( ∑ qk

p−1

k=d+1

H̃p−k−1(q) 

+ ∑ qk

p−1

k=d+1

H̃p−k+d−1(q)))(mod  [p]q
2) 

olduğu görülür. Burada bazı toplamları ötelenerek 

∑ qk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

≡ (−1)d(1 + qp)2qp
(3p+d−5)−(d+12 )( ∑ qk

p−1

k=d+1

 

+[p]q( ∑
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

+ qd ∑
q2k

[k]q

p−d−1

k=1

) 

−[2p]qq
p−1(qd∑q−k

p−2

k=d

H̃k(q) + ∑ q−k

p−d−2

k=1

H̃k(q)))(mod  [p]q
2) 

olup Denklik (2.21)’den 

∑ qk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

≡ (−1)d(1 + qp)2qp
(3p+d−5)−(d+12 )( ∑ qk

p−1

k=d+1
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+[p]q( ∑
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

+ qd ∑
q2k

[k]q

p−d−1

k=1

 

−2qp−1(qd∑q−k

p−2

k=d

H̃k(q) + ∑ q−k

p−d−2

k=1

H̃k(q)))

)

 
 
(mod  [p]q

2) 

elde edilir. Böylece Eşitlik (2.4), (2.6), Formül (1.7) ve Denklik (1.2) kullanılarak 

∑ qk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

≡ (−1)d(1 + qp)2qp
(3p+d−5)−(d+12 )(−[d + 1]q 

+[p]q (
q(1 + 2qd) − 1

q − 1
H̃p−1(q) + q

d
3q − 1

q − 1
H̃p−d−1(q) −

q + 1

q − 1
H̃d(q) − 2q

d+1 

−
2

q − 1
(qd (Hp−1(q) − Hd(q)) + Hp−d−1(q)) + 3)) (mod  [p]q

2) 

denkliği elde edilir. Burada Denklik (2.14) kullanılıp bazı elementer işlemler yapılırsa 

∑ qk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

≡ (−1)d(1 + qp)2qp
(3p+d−5)−(d+12 )(−[d + 1]q 

+[p]q ((1 +
qd(5q − 1)

q − 1
) H̃p−1(q) −

q + 3

q − 1
H̃d(q) −

2(qd + 1)

q − 1
Hp−1(q) 

+qd
3q + 1

q − 1
Hd(q) + 3 − 2q

d+1)) (mod  [p]q
2) 

olduğu görülür. Ardından Denklik (1.3) ve (1.4) ile 

∑ qk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)d(1 + qp)2qp
(3p+d−5)−(d+12 )(−[d + 1]q 
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+[p]q (q
d
3q + 1

q − 1
Hd(q) −

q + 3

q − 1
H̃d(q) 

+
p − 1

2
(q + 1 + qd(5q + 1)) + 3 − 2qd+1)) (mod  [p]q

2) 

denkliği elde edilir. Son olarak Denklik (1.1) kullanılarak istenen denklik elde edilir. 

Teorem 2.2.  p ≥ 5 bir asal sayı olsun. 0 ≤ d ≤ p − 3 olacak şekildeki d tam sayısı 

için 

∑ (−1)kqk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

≡ 4(−1)d
1 − q

[2]q
q−(

d+1
2 ) (

1 − (−1)dqd+1

1 − q
 

+[p]q (((−q)
d + 1)(2Qp(2, q) + Id(q)) +

2

q − 1
((−1)dqd+1Hd(q) − H̃d(q)) 

−
1

2
(2(d − 1) + p(5 + q) − (−q)d(p(q + 1) + q(2d + 1) − 1) 

−(−1)d(q − 1)))) (mod  [p]q
2) 

denkliği vardır. 

İspat. Eşitlik (1.6)’dan 

∑ (−1)kqk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

= ∑ (−1)kqk(2p−d+k)
p−1

k=d+1

[k]q[k − d]q

[p]q2
[
2p

p − k
]
q

[
2p

p + d − k
]
q

 

olup   
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∑ (−1)kqk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

=
[2p]q

2

[p]q2
∑ (−1)kqk(2p−d+k)
p−1

k=d+1

[k]q[k − d]q
[p − k]q[p − k + d]q

[
2p − 1

p − k − 1
]
q

[
2p − 1

p + d − k − 1
]
q

 

olur. Burada  [2p]q = (1 + q
p)[p]q eşitliği kullanılırsa  

∑ (−1)kqk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 = (1 + qp)2 

× ∑ (−1)kqk(2p−d+k)
p−1

k=d+1

[k]q[k − d]q
[p − k]q[p − k + d]q

[
2p − 1

p − k − 1
]
q

[
2p − 1

p + d − k − 1
]
q

 

elde edilir. Ardından  Denklik (1.10) ve (2.2) kullanılarak   

∑ (−1)kqk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)d(1 + qp)2qp
(3p+d−5)−(d+12 )( ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

+ [p]q( ∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

 

+q−d ∑ (−1)k
q2k

[k − d]q

p−1

k=d+1

) − [2p]q( ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k−1(q) 

+ ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k+d−1(q)))(mod  [p]q
2) 

olduğu görülür. Burada bazı toplamları ötelenerek 

∑ (−1)kqk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 



 

39 
 

≡ (−1)d(1 + qp)2qp
(3p+d−5)−(d+12 )( ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

 

+[p]q( ∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

+ (−q)d ∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−d−1

k=1

) 

−[2p]q( ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k−1(q) + ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k+d−1(q)))(mod  [p]q
2) 

olup Denklik (2.21) ile 

∑ (−1)kqk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)d(1 + qp)2qp
(3p+d−5)−(d+12 )( ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

 

+[p]q( ∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

+ (−q)d ∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−d−1

k=1

− 2( ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k−1(q) 

+ ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k+d−1(q)))

)

 
 
(mod  [p]q

2) 

elde edilir. Denklik (2.11) ve (2.12) ile 

∑ (−1)kqk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)d(1 + qp)2qp
(3p+d−5)−(d+12 )( ∑ (−q)k

p−1

k=d+1
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+[p]q (−(1 + (−q)
d) (2Qp(2, q) + Id(q)) − (1 − q) (

p − (−1)d

2
+ (−q)d

p − 3

2
 

+
2 + (−q)d(1 − q)

[2]q
) − 2( ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k−1(q) 

+ ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k+d−1(q)))

)

 
 
(mod  [p]q

2) 

olduğu görülür. Burada Formül (1.7), Denklik (2.15) ve Denklik (2.16) yardımıyla 

∑ (−1)kqk(2p−d+k)Bp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ 4(−1)d
q − 1

[2]q
qp
(3p+d−5)−(d+12 ) (

1 + (−q)d+1

1 − q
 

+[p]q (−((−q)
d + 1) (2Qp(2, q) + Id(q)) −

2

q − 1
((−q)d+1Hd(q) + H̃d(q)) 

+
1

2
((−q)d(1 − p − 9q + 5pq) + (1 − q)((−1)d − p) + 6))) (mod  [p]q

2) 

denkliği elde edilir. Son olarak Denklik (1.9) kullanılarak ispat tamamlanır. 

Teorem 2.3.  p ≥ 5 bir asal sayı olsun. 0 ≤ d ≤ p − 3 olacak şekildeki d tam sayısı 

için 

∑ q
3(k2)−k(d−3p−1)Bp,k(q)

2Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

≡ 8(−1)d+1q
9(p2)−(

d
2)+d(p−1) (

1 + (−q)d+1

[2]q
 

+[p]q(1 − q) (
1

1 + q
(
(−q)d

2
((p − 1)(1 − 7q) − q − 4) −

3

2
− 3(−1)d +

1 + qp

q
 

+(2 + (−q)d)(Id(q) + 2Qp(2, q))) −
1

q
(1 − 2q(−1)d(1 + qd)) 
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−
2

1 − q2
(H̃d(q) + 2(−q)

d+1Hd(q))))(mod  [p]q
2) 

denkliği vardır. 

İspat. Eşitlik (1.6)’dan  

∑ q3(
k
2)−k(d−3p−1)Bp,k(q)

2Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

= ∑ q3(
k
2)−k(d−3p−1)

p−1

k=d+1

[k]q
2[k − d]q

[p]q
3 [

2p

p − k
]
q

2

[
2p

p + d − k
]
q

 

         

=
[2p]q

3

[p]q
3 ∑ q3(

k
2)−k(d−3p−1)

p−1

k=d+1

[k]q
2[k − d]q

[p − k]q2[p − k + d]q
[
2p − 1

p − k − 1
]
q

2

[
2p − 1

p + d − k − 1
]
q

 

olup, [2p]q = (1 + q
p)[p]q eşitliğinden 

∑ q3(
k
2)−k(d−3p−1)Bp,k(q)

2Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

= (1 − q)3 ∑ q3(
k
2)−k(d−3p−1)

p−1

k=d+1

 

×
[k]q

2[k − d]q

[p − k]q2[p − k + d]q
[
2p − 1

p − k − 1
]
q

2

[
2p − 1

p + d − k − 1
]
q

 

olduğu görülür. Burada  Denklik (2.1) ve (2.2) kullanılırsa  

∑ q3(
k
2)−k(d−3p−1)Bp,k(q)

2Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)d+1(1 + qp)3q9
(p2)−(

d
2)+d(p−1)(q−3p ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

 



 

42 
 

+[p]q(q
−d ∑ (−1)k

q2k

[k − d]q

p−1

k=d+1

+2 ∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

) 

−[2p]q( ∑ (−q)kH̃p−k+d−1(q)

p−1

k=d+1

+ 2 ∑ (−q)kH̃p−k−1(q)

p−1

k=d+1

))(mod  [p]q
2) 

denkliği elde edilir. Burada bazı toplamlar ötelenerek ve Denklik (2.21) kullanılarak 

∑ q
3(k2)−k(d−3p−1)Bp,k(q)

2Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)d+1(1 + qp)3q9
(p2)−(

d
2)+d(p−1)(q−3p ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

 

+[p]q((−q)
d ∑ (−1)k

q2k

[k]q

p−d−1

k=1

+ 2 ∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

− 2 ∑ (−q)kH̃p−k+d−1(q)

p−1

k=d+1

 

−4 ∑ (−q)kH̃p−k−1(q)

p−1

k=d+1

))(mod [p]q
2) 

elde edilir. Formül (1.7), Denklik (2.12), (2.13), (2.15) ve (2.16) ile 

∑ q3(
k
2)−k(d−3p−1)Bp,k(q)

2Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)d+1(1 + qp)3q9
(p
2
)−(d2)+d(p−1) (q−3p

qp + (−q)d+1

q + 1
 

+[p]q ((1 − q) (
q

q + 1
((−q)d (1 −

2

q
) +

1

q2
− 2) + qd −

(−1)d(q + 3) − q + 1

q + 1
 

+
2 + (−q)d

q + 1
(Id(q) + 2Qp(2, q)) +

p − 1

2(q + 1)
((−q)d(1 − 7q) − 2(q − 1))) 
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+
q2d+1 − q−1

[d + 1]q
− 2(q2d − 1)

(−1)d

[d + 1]q
 

−
2

q + 1
(H̃d(q) − 2q(−q)

dHd(q))))(mod [p]q
2) 

denkliği elde edilir. Son olarak Denklik (1.9) kullanılarak istenen denklik gösterilmiş 

olur. 

Teorem 2.4.  p ≥ 5 bir asal sayı olsun. 0 ≤ d ≤ p − 3 olacak şekildeki d tam sayısı 

için 

∑ (−1)kq3(
k
2)−k(d−3p−1)Bp,k(q)

2Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ 8(−1)dq−(
d+1
2 ) ([d + 1]q − [p]q (−2

q + 2

q − 1
H̃d(q) +

11

2
p + q(p − 1) + d − 3 

+qd (
5q + 1

q − 1
Hd(q) +

1

2
(p − q − 1) − q(d + p))))(mod  [p]q

2) 

denkliği vardır. 

İspat. Eşitlik (1.6)‘dan 

∑ (−1)kq3(
k
2)−k(d−3p−1)Bp,k(q)

2Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

= ∑ (−1)kq3(
k
2)−k(d−3p−1)

p−1

k=d+1

[k]q
2[k − d]q

[p]q
3 [

2p

p − k
]
q

2

[
2p

p + d − k
]
q

 

=
[2p]q

3

[p]q
3 ∑ (−1)kq3(

k
2)−k(d−3p−1)

[k]q
2[k − d]q

[p − k]q2[p − k + d]q

p−1

k=d+1
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× [
2p − 1

p − k − 1
]
𝑞

2

[
2p − 1

p + d − k − 1
]
q

 

olup,   [2p]q = (1 + q
p)[p]q eşitliğinden 

∑ (−1)kq3(
k
2)−k(d−3p−1)Bp,k(q)

2Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

= (1 + qp)3 

× ∑ (−1)kq3(
k
2)−k(d−3p−1)

p−1

k=d+1

[k]q
2[k − d]q

[p − k]q2[p − k + d]q
[
2p − 1

p − k − 1
]
q

2

[
2p − 1

p + d − k − 1
]
q

 

olduğu görülür. Denklik (2.1) ve (2.2) kullanılarak 0 ≤ d ≤ p − 3 için  

∑ (−1)kq3(
k
2)−k(d−3p−1)Bp,k(q)

2Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)d+1(1 + qp)3q9
(p2)−(

d
2)+d(p−1)(q−3p ∑ qk

p−1

k=d+1

 

+[p]q(q
−d ∑

q2k

[k − d]q

p−1

k=d+1

+2 ∑
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

) 

−[2p]q( ∑ qkH̃p−k+d−1(q)

p−1

k=d+1

+ 2 ∑ qkH̃p−k−1(q)

p−1

k=d+1

))(mod  [p]q
2) 

denkliği elde edilir. Burada bazı toplamlar ötelenerek ve Denklik (2.21) kullanılarak 

∑ (−1)kq3(
k
2)−k(d−3p−1)Bp,k(q)

2Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)d+1(1 + qp)3q9
(p
2
)−(d2)+d(p−1)(q−3p ∑ qk + [p]q(q

d ∑
q2k

[k]q

p−d−1

k=1

p−1

k=d+1
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+2 ∑
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

− 2qp−1 (∑q−kH̃k(q)

p−2

k=d

+ 2 ∑ q−kH̃k(q)

p−d−2

k=1

))

)

 
 
(mod [p]q

2) 

elde edilir. Bazı elementer işlemler ve Eşitlik (2.4) ve (2.6) ile 

∑ (−1)kq3(
k
2)−k(d−3p−1)Bp,k(q)

2Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)d+1(1 + qp)3q9
(p2)−(

d
2)+d(p−1)(q−3p ∑ qk + [p]q (q

d
5q − 1

q − 1
H̃p−d−1(q)

p−1

k=d+1

 

+2((1 +
qd+1

q − 1
) H̃p−1(q) − (1 +

qp

q − 1
) H̃d(q)) 

−q(1 − q) (qd[p − d − 1]q + 2([p − 1]q − [d]q)) 

−2
qp+d

q − 1
(2q−dHp−d−1(q) + Hp−1(q) − Hd(q))))(mod [p]q

2) 

denkliği elde edilir. Burada Denklik (1.2), (2.13), (2.14) ve yardımıyla 

∑ (−1)kq3(
k
2)−k(d−3p−1)Bp,k(q)

2Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)d+1(1 + qp)3q9
(p
2
)−(d2)+d(p−1)(q−3p ∑ qk + [p]q (−2

qd + 2

q − 1
Hp−1(q)

p−1

k=d+1

 

+(
qd(7q − 1)

q − 1
+ 2) H̃p−1(q) +

qd(5q + 1)

q − 1
Hd(q) −

q + 2

q − 1
H̃d(q) 

−q(1 − q) (qd[p − d − 1]q + 2([p − 1]q − [d]q)))) (mod [p]q
2) 
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olduğu görülür. Formül (1.7) ve [p − k]q ≡ −q
−k[k]q(mod [p]q)  denkliğinden 

∑ (−1)kq3(
k
2)−k(d−3p−1)Bp,k(q)

2Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)d+1(1 + qp)3q9
(p2)−(

d
2)+d(p−1)(q−3p[d + 1]q 

+[p]q (−2
qd + 2

q − 1
Hp−1(q) + (

qd(7q − 1)

q − 1
+ 2) H̃p−1(q) +

qd(5q + 1)

q − 1
Hd(q) 

−
q + 2

q − 1
H̃d(q) − 3q

d+1  + 4)) (mod [p]q
2) 

olup  Denklik (1.3), (1.4) ve (1.9) kullanılarak ispat tamamlanır. 

Teorem 2.5.   p ≥ 5 bir asal sayı olsun. 0 ≤ d ≤ p − 3 olacak şekildeki d tam sayısı 

için 

∑ qk(k+2p−d)[k]qBp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

≡ 4q−(
d+1
2 )
(−1)d

[2]q
(−q[d + 1]q[d]q 

+[p]q (
qd

1 − q
(
p + 1 − q3(p − 1) + q(1 − q)(2p − 4)

1 − q
+ q2(p + qd)) 

+2
q2d

1 − q
(
(1 − q)2

2
(p − 1) +

2q − 1

q − 1
+ d − p) +

2d − p(1 − q)

1 − q
 

+[d + 1]q ((1 + q
d+1)(p − 1) + 2

q

1 − q
) 

+[d]q (−q
d
p − 1 + q(2 + q(5p − 3 + 2d))

2
 

+q(3p − 3 + d) + 1) −
qd(qd(1 − 3q2) + 1 + 4q + 3q2) + 2

(1 − q)2
Hd(q) 
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−2(
1 + qd

1 − q
[d]q − 2

1 + q

(1 − q)2
) H̃d(q))) (mod [p]q

2) 

denkliği vardır. 

İspat. Eşitlik (1.6) ile 

∑ qk(k+2p−d)[k]qBp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

= ∑ qk(k+2p−d)
p−1

k=d+1

[k]q
2[k − d]q

[p]q2
[
2p

p − k
]
q

[
2p

p + d − k
]

q

 

=
[2p]q

2

[p]q2
∑ qk(k+2p−d)
p−1

k=d+1

[k]q
2[k − d]q

[p − k]q[p − k + d]q
[
2p − 1

p − k − 1
]
q

[
2p − 1

p + d − k − 1
]

q

 

olup [2p]q = (1 + q
p)[p]q  eşitliğinden 

∑ qk(k+2p−d)[k]qBp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

= (1 + qp)2 ∑ qk(k+2p−d)
p−1

k=d+1

[k]q
2[k − d]q

[p − k]q[p − k + d]q
[
2p − 1

p − k − 1
]
q

[
2p − 1

p + d − k − 1
]

q

 

yazılır. Ardından Denklik (1.10) ve (2.2) kullanılarak  

∑ qk(k+2p−d)[k]qBp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)d(1 + qp)2qp
(3p−3+d)−(d+12 )(q−2p ∑ qk[k]q

p−1

k=d+1

 

+[p]q( ∑ q2k

p−1

k=d+1

+ q−d ∑ q2k
[k]q

[k − d]q

p−1

k=d+1

) 
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−[2p]q( ∑ qk[k]q

p−1

k=d+1

Ȟp−k−1(q) + ∑ qk[k]q

p−1

k=d+1

Ȟp−k+d−1(q)) (mod [p]q
2) 

denkliği elde edilir. Burada Denklik (2.21) kullanılarak denklik 

∑ qk(k+2p−d)[k]qBp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)d(1 + qp)2q
p(3p−3+d)−(d+12 )(q−2p ∑ qk[k]q

p−1

k=d+1

 

+[p]q( ∑ q2k

p−1

k=d+1

  + q−d ∑ q2k
[k]q

[k − d]q

p−1

k=d+1

 

−2( ∑ qk[k]q

p−1

k=d+1

Ȟp−k−1(q) + ∑ qk[k]q

p−1

k=d+1

Ȟp−k+d−1(q))

)

 
 

)

  
 
(mod [p]q

2) 

şeklinde yazılabilir. Daha sonra Formül (1.7), Denklik (1.9), (2.19) ve (2.20) 

kullanılırsa 

∑ qk(k+2p−d)[k]qBp,k(q)Bp,k−d(q)

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)d(1 + qp)2qp
(3p−3+d)−(d+12 ) (−

q

[2]q
[d]q [d + 1]q 

  +[p]q (
q−d − qd+1(2 + 3q − qd+1) + q + 2

q2 − 1
+ qd[d]q (

q − 1

2
(p − 1) + Hd(q) 

+
1 + qd+1(1 − qd − 2qd+1) + qd

q2d[2]q
) 
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−2( ∑ qk[k]q

p−1

k=d+1

Ȟp−k−1(q) + ∑ qk[k]q

p−1

k=d+1

Ȟp−k+d−1(q))

)

 
 

)

  
 
(mod [p]q

2) 

elde edilir. Son adımda ise Denklik (2.17) ve (2.18) kullanılarak istenen denklik 

bulunur. 

Teorem 2.1 ve Teorem 2.3’un bir genellemesi aşağıda verilmiştir. 

Teorem 2.6.   p ≥ 5 bir asal sayı ve m, n ∈ ℕ olsun. 0 ≤ d ≤ p − 3 olacak şekildeki 

d tam sayısı için 

∑ (−1)k(m+n)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )Bp,k(q)

nBp,k−d(q)
m

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)m(d+1)+n2m+nq−m(
d+1
2 )([d + 1]q 

+[p]q (m(d − 1 +
3

2
p) + n(

1

2
(q(p − 1) − 3) + 2p) + 1 −

2m + n(q + 1)

q − 1
H̃d(q) 

+qd (
1

2
(m(p − q − 1) − pnq) − qmd +

m(q + 1) + 2nq

q − 1
Hd(q))))(mod [p]q

2) 

denkliği vardır. 

İspat. İlk olarak (1.6) kullanılırsa 

∑ (−1)k(m+n)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )Bp,k(q)

nBp,k−d(q)
m

p−1

k=d+1

 

= ∑ (−1)k(m+n)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )

[k]q
n[k − d]q

m

[p]q
m+n

p−1

k=d+1

 

× [
2p

p − k
]
q

n

[
2p

p − k + d
]
q

m
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=
[2p]q

m+n

[p]q
m+n ∑ (−1)k(m+n)q−k

(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )

p−1

k=d+1

 

× 
[k]q

n[k − d]q
m

[p − k + d]qm[p − k]qn
[
2p − 1

p − k − 1
]
q

n

[
2p − 1

p − k + d − 1
]
q

m

 

olup, [2p]q = (1 + q
p)[p]q eşitliğinden 

∑ (−1)k(m+n)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )Bp,k(q)

nBp,k−d(q)
m

p−1

k=d+1

 

= (1 + qp)m+n ∑ (−1)k(m+n)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )

p−1

k=d+1

 

× 
[k]q

n[k − d]q
m

[p − k + d]qm[p − k]qn
[
2p − 1

p − k − 1
]
q

n

[
2p − 1

p − k + d − 1
]
q

m

 

olduğu görülür. Ardından Denklik (2.1) ve (2.2) kullanılarak 

∑ (−1)k(m+n)q
−k(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )Bp,k(q)

nBp,k−d(q)
m

p−1

k=d+1

 

≡ (1 + qp)m+n(−1)m(d+1)+nq
3(m+n)(p2)−m((

d+1
2 )−dp)(q−p(m+n) ∑ qk

p−1

k=d+1

 

−[2p]q(n ∑ qk

p−1

k=d+1

H̃p−k−1(q) + m ∑ qk

p−1

k=d+1

H̃p−k+d−1(q)) 

+[p]q(mq
−d ∑

q2k

[k − d]q
+ n

p−1

k=d+1

∑
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

))(mod [p]q
2) 

denkliği elde edilir. Burada Denklik (2.21) kullanılarak 
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∑ (−1)k(m+n)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )Bp,k(q)

nBp,k−d(q)
m

p−1

k=d+1

 

≡ (1 + qp)m+n(−1)m(d+1)+nq
3(m+n)(p2)−m((

d+1
2 )−dp)(q−p(m+n) ∑ qk

p−1

k=d+1

 

+[p]q(mq
−d ∑

q2k

[k − d]q
+ n

p−1

k=d+1

∑
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

 

−2(n ∑ qk

p−1

k=d+1

H̃p−k−1(q) + m ∑ qk

p−1

k=d+1

H̃p−k+d−1(q))

)

 
 

)

  
 
(mod [p]q

2) 

yazılır. Daha sonra toplamlar ötelenerek Formül (1.7), Eşitlik (2.4), (2,6) ve Denklik 

(1.2) kullanılırsa 

∑ (−1)k(m+n)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )Bp,k(q)

nBp,k−d(q)
m

p−1

k=d+1

 

≡ (1 + qp)m+n(−1)m(d+1)+nq
3(m+n)(p2)−m((

d+1
2 )−dp)(−q−p(m+n)[d + 1]q 

+[p]q (q
d (m +

2nq

q − 1
) H̃p−d−1(q) + (n +

2mqd+1

q − 1
) H̃p−1(q)

− (n +
2m

q − 1
) H̃d(q)  

+1 − 2(
mqd

q − 1
(Hp−1(q) − Hd(q)) +

n

q − 1
Hp−d−1(q)) 

+(m+ n)(1 − qd+1))) (mod [p]q
2) 

elde edilir. Burada Denklik (2.13) ve (2.14) yardımıyla 
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∑ (−1)k(m+n)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )Bp,k(q)

nBp,k−d(q)
m

p−1

k=d+1

 

≡ (1 + qp)m+n(−1)m(d+1)+nq
3(m+n)(p2)−m((

d+1
2 )−dp)(−q−p(m+n)[d + 1]q 

  +[p]q((n +
qd

q − 1
(q(3m+ 2n) − m)) H̃p−1(q) −

2

q − 1
(n + mqd)Hp−1(q) 

+
qd

q − 1
(m(q + 1) + 2nq)Hd(q) − (n +

2

q − 1
(m + n)) H̃d(q) 

+(m+ n)(1 − qd+1) + 1)) (mod [p]q
2) 

yazılır. Son olarak Denklik (1.3), (1.4) ve (1.9) ile istenen denklik görülür. 

Burada m = n = 1 ve m = 1 , n = 2  alınarak sırasıyla Teorem 2.1 ve Teorem 2.3 

açıkça görülür. Şimdi Teorem 2.2 ve Teorem 2.4’un bir genellemesi verilsin. 

Teorem 2.7. p ≥ 5 bir asal sayı ve m, n ∈ ℕ olsun. 0 ≤ d ≤ p − 3 olacak şekildeki d 

tam sayısı için 

∑ (−1)k(m+n+1)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )Bp,k(q)

nBp,k−d(q)
m

p−1

k=d+1

 

≡ (−1)m(d+1)+n2m+nq−m(
d+1
2 )
q − 1

[2]q
(
1 + (−q)d+1

q − 1
 

+[p]q(1 − (2Qp(2, q) + Id(q))(n + m(−q)
d) 

+n(p (1 +
q

2
) − 1 −

1

2
(−1)d(q − 1 + pqd+1) − 2

(−q)d+1

q − 1
Hd(q)) 

+m((−q)d (
1

2
(1 − q − p) − qd) −

2

q − 1
Ȟd(q) + q −

1

2
(2 − 3p)))) (mod [p]q

2) 
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denkliği vardır. 

İspat. İlk adımda (1.6) kullanılarak 

∑ (−1)k(m+n+1)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )Bp,k(q)

nBp,k−d(q)
m

p−1

k=d+1

 

= ∑ (−1)k(m+n+1)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )

p−1

k=d+1

 

×
[k]q

n[k − d]q
m

[p]q
m+n [

2p

p − k
]
q

n

[
2p

p − k + d
]
q

m

 

=
[2p]q

m+n

[p]q
m+n ∑ (−1)k(m+n+1)q−k

(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )

p−1

k=d+1

 

×
[k]q

n[k − d]q
m

[p − k + d]qm[p − k]qn
[
2p − 1

p − k − 1
]
q

n

[
2p − 1

p − k + d − 1
]
q

m

 

olup, [2p]q = (1 + q
p)[p]q eşitliğinden 

∑ (−1)k(m+n+1)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )Bp,k(q)

nBp,k−d(q)
m

p−1

k=d+1

 

= (1 + qp)m+n ∑ (−1)k(m+n+1)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )

p−1

k=d+1

 

×
[k]q

n[k − d]q
m

[p − k + d]qm[p − k]qn
[
2p − 1

p − k − 1
]
q

n

[
2p − 1

p − k + d − 1
]
q

m

 

olduğu görülür. Ardından Denklik (2.1) ve (2.2) kullanılarak 

∑ (−1)k(m+n+1)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )Bp,k(q)

nBp,k−d(q)
m

p−1

k=d+1
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≡ (1 + qp)m+n(−1)m(d+1)+nq
3(m+n)(p2)−m((

d+1
2 )−dp)(q−p(m+n) ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

 

−[2p]q(n ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k−1(q) + m ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k+d−1(q)) 

+[p]q(mq
−d ∑ (−1)k

q2k

[k − d]q
+ n

p−1

k=d+1

∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

))(mod [p]q
2) 

denkliği elde edilir. Burada Denklik (2.21) ile 

∑ (−1)k(m+n+1)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )Bp,k(q)

nBp,k−d(q)
m

p−1

k=d+1

 

≡ (1 + qp)m+n(−1)m(d+1)+nq
3(m+n)(p2)−m((

d+1
2 )−dp)(q−p(m+n) ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

 

+[p]q(mq
−d ∑ (−1)k

q2k

[k − d]q
+ n

p−1

k=d+1

∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

 

−2(n ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k−1(q) + m ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k+d−1(q))

)

 
 

)

  
 
(mod [p]q

2) 

yazılır. Burada ikinci toplam ötelenirse 

∑ (−1)k(m+n+1)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )Bp,k(q)

nBp,k−d(q)
m

p−1

k=d+1

 

≡ (1 + qp)m+n(−1)m(d+1)+nq
3(m+n)(p2)−m((

d+1
2 )−dp)(q−p(m+n) ∑ (−q)k

p−1

k=d+1
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+[p]q(m(−q)
d ∑ (−1)k

q2k

[k]q
+ n

p−d−1

k=1

∑ (−1)k
q2k

[k]q

p−1

k=d+1

 

−2(n ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k−1(q) + m ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k+d−1(q))

)

 
 

)

  
 
(mod [p]q

2) 

olduğu görülür. Ardından Denklik (2.11), (2.12) ve Formül (1.7) kullanılırsa 

∑ (−1)k(m+n+1)q−k
(dm−1−(p−1)(m+n))+(m+n)(k+12 )Bp,k(q)

nBp,k−d(q)
m

p−1

k=d+1

 

≡ (1 + qp)m+n(−1)m(d+1)+nq
3(m+n)(p2)−m((

d+1
2 )−dp) (q−p(m+n)

1 + (−q)d+1

[2]q
 

+[p]q (−(1 − q) (m(−q)
d (
p − 3

2
+
1 + (−q)−d

q + 1
)

+ n(
p − (−1)d

2
+
1 + (−q)d+1

[2]q
) 

+
1

[2]q
) − (2Qp(2, q) + Id(q))(m(−q)

d + n) 

−2(n ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k−1(q) + m ∑ (−q)k

p−1

k=d+1

H̃p−k+d−1(q))

)

 
 

)

  
 
(mod [p]q

2) 

denkliği elde edilir. Son olarak Denklik (1.9), (2.15) ve (2.16) kullanılarak ispat 

tamamlanır. 
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3. SONUÇLAR VE ÖNERİLER  

Bu tezde q-harmonik sayılar ve q-genelleştirilmiş Catalan sayıları ile ilgili yapılan 

çalışmalar araştırılmış, bu sayıların oluşturduğu yeni toplamlar düşünülmüş ve bazı 

matematiksel yöntemler kullanılarak bu toplamlar ile ilgili çeşitli eşitlik ve denklikler 

elde edilmiştir. Örneğin, q-genelleştirilmiş Catalan sayılarının toplamı incelendikten 

sonra bu sayıların kuvvetleri alınarak elde edilen sonuç genelleştirilmiştir. Elde edilen 

bu sonuçların, yeni problemler düşünülerek yapılacak olan çalışmalara yardımcı 

olması amaçlanmıştır. 

Bu çalışmada elde edilen denklikler [p]q
3 modunda incelenebilir. Aynı zamanda bu 

tezde incelenen toplamlardan farklı olarak, q-genelleştirilmiş Catalan sayıları ile 

birlikte q-harmonik sayılar da kullanılarak yeni toplamlar ve denklikler incelenebilir 

ve onların genelleştirmeleri düşünülebilir. 
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